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Abstract : We obtain two summation formulas for orthogonal polyno
mials P (z)} dn the lemniscates L of de ree h . We deduce of them
some congequences about the behavior of Pn (z) in the interior, in
the exterior and on the curve L .

El objeto de este trabajo es obtener fórmulas de sumaci6n
para polinomios ortogonales sobre lemniscatas de grado h, es
decir, curvas definidas por la ec.uaci6n

	

¡A(z)~

	

= R, donde A (z)

es un polinomio complejo de grado h y R es un número real po
sitivo . Fórmulas de este tipo se han obtenido para la curva
Iz2 - 11 = 1 (lemniscata de Bernouilli) en [31 y para A(z) de ra_i
ces simples en [gJ .

	

Estudiaremos aquí el caso general en que
A(Z) posee raíces cualesquiera .

	

De las fórmulas de sumaci6n de
deducirán diversos resultados acerca del comportamiento de los
polinomios (PO) en el interior, en el exterior o sobre la lemnis
cata (L) .

Consideremos la descomposición

	

IIn = ARn-h (D (A11n-h)
-L

	

(10

donde IIn = {polinomios de grado !! n} y AIIn-h = {polinomios de la

forma A(z)P(z) con P(z) e 11 n_h } .

	

En (AIIn-h )
.L conocemos dos ba

ses

	

(

	

~n(z,j)

	

7

	

j=0, . . . . h-1

	

)

	

y

	

(

	

V)n (z,j)

	

:

	

j=0, . . . . h-1

	

)

	

in-

troducidas respectivamente en [2J y [7] . Como el n-núcleo Kn (z,y)

Ph (y) . Ph (z) e II
n estudiando su descomposición según (1) se

0
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llega a

	

(S-I) :
_ 2	_n^

	

h-1
[R

	

A(y)A(zQ .- 11Kn-h(z,Y)

	

_

	

P
j (Y) 'R' (z)

	

-

	

,	c j

	

n(~y~i"n (z .j)
n~+1

	

j i=0

fórmula de sumacibn, generalización de la S-1 obtenida para PO se
bre la circunferencia unidad en [1] (ver también [6] y [10]) .

Otra firma de obtener una fórmula de sumacibn consiste en es
tudiar directamente la descomposición según (1) del polinomio

[A(y)A(z) - R2]Kn-h(z,Y) .

	

Haciendo uso de las formulas de recu-

rrencia ( ver [8] y [9] ) y tras operaciones adecuadas se dedu-
ce (S-II) n-h

LR 2A (y)A(z)

	

- 1]Kn-h (z'Y)

	

= Z

	

APj (y) ÁP j (z)

n-2h+1h-1

-

	

c¡k
-h

~n-h cy'ly ~~n-h (z,k)
i,k=0

generalización de la fórmula S-2 de x_11 .

NOTAS . 1 .- (S-I) y (S-II) pueden deducirse directamente una
de otra mediante un cálculo sencillo, haciendo uso de las fórmu-
las de recurrencia .

2 .- Si en (S-I) hacemos y = z queda :
n

jR

	

2JA(z)
12

	

-

	

1jKn-h(z , z)

	

_

	

1Pj (z.)
12

	

-

	

Hn (z)

	

(2)
.n-h+l

donde Hn (z) es la forma cuadrática definida positiva :
_h-1

c (n ~n,z , i)

	

~n(z .j)
i,j=0

De esta expresión se sigue que :
n

z es exterior a L <===>

	

1Pj(z),2 > Hn(z)
n-h+l

z es interior a L <===>

	

< Hn(z)

z

	

e

	

L

	

<===>

	

te

	

11

	

11

	

=

	

Hn (z) .

En particular si z es exterior a L se tiene que Kn (z,z) >

Hn (z) y si z es interior a L se verifica que Hn (z) > lpn(z)l2
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3 .- De la nota an-terior se deduce :

a)

	

Si

	

z

	

es

	

interior a L

	

IPn (Z)1

	

1 1 1 Tn I 12 11%'12

	

donde

	

%

	

Y 1n

representan, respectivamente los vectores (~n (y'j)) . (0n(z'J)) "

b) Si z es interior a L

	

^

	

n_
IPn (z) I <	~ . 1/oii I~n (z~i) . Si en

i=0
(n

particular hacemos

	

z = aj	, raíz de A(z), resulta

	

jPn(aj)I
2<c(n

4 .- Si z 0 es raíz de los h , polingmios consecutivos Pj (z)

con j=n-h+l, . . . .n

	

entonces

	

z0 es interior a L 6 es punto sin-.

gular de la forma Hn (z), en cuyo caso z 0 e L .

	

Recíprocamente ;

si z 0 es punto singular de Hn(z) entonces z 0 es exterior ° a L

6 es raíz de los polinomios Pj (z) con j=n-h+l, . . . . n y en

este caso, z u e L .

5 .- A partir de (2) se sigue que :

z exterior a L

z interior a L

r.3 :1

I

	

()I
2 _k

¡In(z)1 2 _
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