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Abstract: We obtain two summation formulas for orthogonal polyno

mials 1P _(z)} on the lemniscates L of degree h. We deduce of them
some conBequences about the behavicor of [z) in the interior, in

the extericr and on the curve L.

El objeto de este trabajo es obtener f6rmulas de sumacidn
para pelinomios ortogonales sobre lemniscatas de grado h, es

decir, curvas deflnldas por la ecuacibn lA(z)l = R, donde Afz)
es un pollnomlo comple;o de grado h ¥y R es un nfimero real po
sitivo. F6rmulas de este tipc se han obtenido para la curva

|22 - 1] = 1 (lemniscata de Bernouilli} en [3] v para A{z) de rafl
ces simples en [SJ . Estudiaremos agui el caso general en que
A(Z) posee ralces cualesquiera. De las férmulas de sumacifin de

deducirin diversos resultados acerca del comportamiento de los

polinomios (PO) en el interior, en el exterior o sobre la lemnis
cata (L).

X . B 1
Consideremos la descomposicién N = all & (Al ] (1§
donde N = {polinomios de grade € n} y Al _, = {polinomios de la
forma A(z)P(z) con P(z) e 1~ }.  En (AHH‘hYL conocemos dos ba
ses (¢ (2,3) ; j=0,...,h-1) vy (¢ (z,5} ; j=0,...,h-1) in-

troducxdas raspectivamente en [2] ¥ [7] Como el n-nficleo K (z,v)

-Zr P {y) P (z) e I estudiando su descomposicibn segln (1) se
4]
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llega a {(S=1):

P . n h-1
RP%AwTAG - 1]k 2y = 5 Bpbim) - S
n-h+1 J 3

ofl T ITe, (2,9)

j,i=0

f6rmula de sumacidn, generalizacidn de la S-1 obtenida para PO se
bre la circunferencia unidad en [1] (ver también [6] y [10]).

Otra fdérma de cohtener una férmula de sumaciBn consiste en es
tudiar directamente la descomposicidn segfin (1) del polinomio

[A(y)A{Z) - R2]Kn_h(z,y). Haciendo uso de las férmulas de recu-

rrencia ( ver [8] ¥ [9] ) y tras operacicnes adecuadas se dedu-
ce (8-II) : n-h
P S _ _ Z = T A _
[R “AlyIA(=) 1]Kn_h(z,y) = AP, (y) AP, (z)

h-1 n-2h+1

-h -
-2 TP AT g (200
i,k=0

generalizacitn de la férmula S-2 de 1] .

NOTAS. 1.- {S5-I) ¥y (5-I1) pueden deducirse directamente una
de otra mediante un cflcule gencillo, haciendo uso de las f&Srmu-
las de recurrencia.

2.- 51 en {S-I) hacemcs y = 2 gueda:

]:R_ZIA{Z)|2 - 1]Kn_h(z,z) = i 1§j(z,)f2 - H_(2) (2)
n-h+l
donde Hn(zJ es la forma cuadrdtica definida pesitiva:
h-1
2

i.3

{n - .
RENCTE R NCTE

De esta expresidn se sigue que:

n
o 2
{ =—=» >
z es exterior a L < > IPj(z}| H (z)
n-h+1
z es interior a L <===> »omo < H {z)
—==> " n n = .
z el < Hn(z}

En particular si 2 es exterior a L se tiene gque Kn{z,z] >

~
H,(z) ysi z es interior a L se verifica que H (z) > {Pn(zll?
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3.- De la nota an-terior se deduce:
~
a) 51 z es interior a L |Pn{z)| é[1wn|EH¢nH2 donde ¥ vy ¢,

representan, respectivamente los vectores (¢n{y,j)) . (¢n(z,j)].
n
b) Si =z es interior a L |3 - jfn T
|Pn(z}|< iéo /Eii |¢n(z,1}| si en

(n

n~ 2
particular hacemos 2 = oy . rafz de A(z), resulta IPn(aj)l <cy3

o
4.- 8i z, es ratz de los h polinomios consecutivos Pj(z)
con j=n-h+1l,...,n entonces z, es interior a L & es punto sin-

gular de la forma Hn(z], en cuyo casc z, € L. Reciprocamente,

si z, es punto singular de Hn(z] entonces 2y €8 exterior’a L
)
6 es raiz de los polinomios Pj{z) con Jj=n-htl,...,n y en

este caso, ZU e L.

5.- A partir de (2} se sigue que:

z exterior a L ===> 13 (z)|2 - |8 (2)12 » ﬁ (z) - H {z)
n n-h n n-1
. ) 2 A 2
Zz interior a L ===> |?n{z)| - [Pn_h(z)| <H (z) - H _,{2).
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