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Abstract.- We consider the structures defined by a tensor field
J of type {1,1) which satisfy the condition (Jz-pz)(J2+q2kﬁ?ha'
racterizing its integrability in term of its Nijenhuis tensor,

1,~ Preliminares.- Sea M" una variedad diferenciable n-dimensipo
nal de clase C* y un campo tensorial J de tipo (1,1) definido
sobre Mn, verificando: (J2—921(32+Q2)=0 y las dem&s condiciones
dadas en [2] salvo que aqui consideraremos p,q€ R, Para este
campo tensorial pueden definirse,[2] operadores 1 y m de proyec
cién complementaria satisfaciendo: {1,1) J%1 = pll; JZm= -q’m.
Sean L y M las distribuciones complementarias correspondientes a
1 v m respectivamente, de dimensiones rjtry ¥ 2s,

En [2] se ha probado que una condicidn necesaria y suficiente
para que una variedad n-dimensional admita un tal campo tenso-
rial J de tipo (1,1) es que el grupo de fibrado tangente de 1la
variedad se reduzca al grupo O(rl} x 0{ry} x U(s) donde U(s) de-

nota la representacién real del grupo upitario de orden s.

2.~ Tensor de Nijenhuis.
El tensor de Nijénhuis de J es:

N(X,Y) = (3X,0Y) - J(Ix%,¥] - 30x,0v] + 3%[x,Y]
cualesquiera que sean X e Y, campos vectoriales de M".

En nuestro caso puede expresarse, del modo usual il :
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{2.1) N(X,Y) = IN{IX,1Y¥) + mN{1X,1Y} + N{1X,mY} +

+ NimX,1Y) + 1IN{(mX,mY) + mN{mX,mY},
Si la distribucidn L es integrable N{(1X,1lY) es exactamente el

tensor de Nijenhuis de Jipe Si 1a distribucién M es integrable,

N{mX,mY) es el tensor de Nijenhuis de JEM°

La derivada de Lie J}J del campo tensorial J respecto a un

campo vectorial ¥, es por definicién,un campo tensorial del mis
mo tipoe que J y dado por:
WLyd)x = J[x,¥] - [Ix,¥]
Se obtiene entonces:
{2.2) N{1X,mY) = J({_yJ)1X - (IJmYJ)lx
(2.3) N{(mX,1Y} = J(L;yI)mX = {{3qyT)mX

3.— Condiciones de integrabilidad.- Como es bien conocido la dis

tribucién L es integrable si y sélo si milX,1Y] = 0.
Proposicidn 3.1.- Una condicién necesaria y suficiente para que
la distribucién L (M) sea integrable es que mN(1X,1Y)}=0 (1IN(mX,mY)=0)
para dos campos vectoriales cualesquiera X & Y.
La prueba se realiza teniendo en cuenta la definicién del tensor
de Nijenhuis y las relaciones (1,1}, escribiendo

AN (1%, 1Y) =m [J1X,J1Y] =nJ [31X, 1¥] -m3[1X, J1¥)+32m {1X,1Y] =

=m{1IX, 13Y} ~mJ [20X, 197 -m3 (1%, 1I¥} +J2m{1X, 1¥]

Puesto que L es integrable, todos los corchetes pertenecen a L,
luego se anula cada término de la expresidn anterior, llegandose
al resultado m N(1X,1Y) = C
La proposicién reclproca se demuestra desarrollarndo

N{J1X,31Y), N(J1X,1Y}, N{1X,J1Y)}, considerando que
mN{J1X,J1Y) = mN{J1X,1Y) = mN{1X,J1¥} = O, ya que por hipdtesis
mN{1X,1Y} = 0 v operando con estas expresiones,teniendo en cuenta
las relaciones {(1,1) se llega a m{1X,1Y] = 0 que es condicién ne
cesaria y suficiente para que L sea integrable.

Proposicién 3.2.=- Una condicidén necesaria y suficiente para que
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ambas distribuciones L y M sean integrables es que:

N(X,Y) = 1IN(1X,1Y) + N{1X,mY} + N{mX,1Y) + mN{mX,mY),
Es consecuencia de (2,1) v de la Proposicién 3.1,
Supongamos ahora que la distribucidén L es integrable, entonces el

operadof dado por la expresidn J! = (J/p)[L induce sobre cada va-

riedad integral de L una estructura casi producto. Como dicha es-
tructura es integrable si ¥y solamente si su tensor de Nijenhuis se
anula identicamente, tenemos:

Proposicién 3.3.- Si la distribucién L es integrable, una condi-
cidén necesaria y suficiente para que la estructura casi producto
definida por J'={(J/p)| 1 sobre cada variedad integral de L, sea
integrable es que N(1X,1Y) = 0 & equivalentemente 1N{1X,1Y)=0

para todo par de campos vectoriales X e Y,

Supongamos ahora que la distribucién M es integrable, entonces

J" = (J/aq)\y induce sobre cada variedad integral de M una estruc
tura casi compleja, Como tal estructura es integrable si y sola~
mente si su tensor de Nijenhuis se anula identicamente, obtenemos: -
Proposicién 3.4.- Si la distribucidén M es integrable, una condicién
necesaria y suficiente para que la estructura casi compleja defi-

nida por J"=(J/q)1M sea integrable, es que N{(mX,mY)=0, o equiva-

lentemente mN(mX,mY)=0, para todo par de campos vectoriales X e Y.
Definicién 3,1,- Diremos que la estructura J es parcialmente inte
grable si se verifican simultaneamente las condiciones de las pro
posiciones 2.3 ¥ 3.4.

Propesicidn 3.5.- Una condicidén necesaria y suficiente para que

la estructura J sea parcialmente integrable es que N(X,Y) =
=N(1X,mY)+N(mX,1Y) para todo par de campos vectoriales X e Y.

4.~ Condiciones N(IX,m¥)=0 y N{mX,1Y¥)=0,- Se razona de manera

semejante a la empleada en [1], segln el esquema siguiente:
De (2.2) se deduce que N(1X,mY)=0 si y solamente si J({ yJ)1x=
=(iJmYJ)lX, de donde leﬂimYJ}lx=-q21t[myJ]lx, luego

(p2+q?)1(L,yJ)1%=0, y se llega 1{{yJ)1=0 para todo campo vecto-
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De forma andloga partiendo de N(mX,1Y)=0 se obtiene
mﬁleJ)m = 0, para todo campo vectorial Y,

Si L ¥y M son integrables y el campo tensorial l{ImYJ)l mﬂclYJ]m

se anuld identicamente para todo campo vectorial Y, obtenemos que

las componentes de Jr1+r2(J23) de la estructura J son independien
tes de las coordenadas que son constaptes a lo largo de las varie

dades integrales de la distribucidn L{M) en un sistema de coorde-
nadas adaptadas. Se comprueba fac{lmente que lo recfproco tambien

se verifica, .
Pfoposicién 4,1.,- Se supone que L ¥y M son integrables y que ha si
do escogido un sistema de coardenadas adaptadas,

Una condicidn necesaria y suficiente para gque las compnentes loca-
les Jr1+r2(J2s) de la estructura J sean funciones independientes
de las coordenadas que son constantes a lo largo de las variedades
integrales de L(M) es que N{1X,mY)=0 (N(mX,lY}=0)para todo par de

campos vectoriales X e Y,
Definicién 4.1,- Seg dice que la estructura J es integrable si:

I}.-J es parcialmente integrable, es decir:N{(X,Y}=N{1X,mY}+N{mX,1Y)} ¥

IT).-Las componentes Jpy+r,{J,.) de la estructura J son independien
tes de las coordenadas que son constantes a lo largoe de las varieda
des integrales de L(de M} en un sistema de coordenadas adaptadas,
Teorema 4.2.- Una condiciédn necesaria y suficiente pafa que la estruc
tura J sea i;tegrable es que N(X,Y)=0 para todo par de campos vectg

riales X e Y,
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