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_ ABSTRACT.-We study the Killing vector fields such that its
uniparametric group is closed in the group of isometries of the
Riemannian manifold (M.g).These vector fields are associated to
proper and free actiens of R inte M.

We give the set of all Riemannian metrics in which a vecteor
field in the same conditions that above can be Killing,and we
generalise it to proper and free actions of any Lie groups.

Finally we study some properties of these Riemannian manifolds
when Ax <AX=LX-vX} is zero,

§1 ,INTRODUCCION

Dada (M,g) variedad Riemanniana complefa y cualquier campo
de Killing X,consideremos su grupo uniparamétrico{¢t} que es un
subgrupo de G,grupo de isometrias de la variedad;su adherencia en
8 seri un subgrupo abelianc y cerrado,luego serd de la forma kaTq.
Es ffcil ver {véase {(1)},que e2sta adherencia debe ser de la forma
R o T9.En el primer caso todas las 8rbitas son difeomorfas a R,pre-
senténdose el segundo caso cuando al menos una &rbita es relativa-
mente compacta.

El resultado inverso es cierto en el sentido siguiente:Lynge
{véase (3)),probd que si X=cixi,con X, campos tales que sus flujos
son periddicos vy (Xj,xk]=0,¥j,k;existe per lo mencs una métrica g,
para la que es de Killing.S5i consideramos {¢t} accidn propia y

libre,es f3cil probar (véase (1}) que (M,H/{¢t}) es un fibrado
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principal y como la fibra es R es trivial,por tanto M;R!M/{¢t},

y tomando el producto de cualquier mé&trica en N:M/{¢t} y una métri-

ca invariante por la izquierda en R,X es de Killing en dicha mé&trica.
El mismo resuvltado es vilido si consideramos H grupo de Lie

cperando propia y libremente,entonces (M,M/H) es un fibrado prin-

cipal,ne hay mé&s que tomar un recubrimiento abierto de M/%localmen-

te finito vy trivializante para el fibrado principal {Ui},uﬁa métri-

ca g, en cada Ui;{fi} una particidn de la unidad subordinada a

{Ui} y ¢ una mé&trica invariante por la izquisrda en Hj;entonces

Z(ﬂ‘fi}( “Eix¢) es una métrica Riemanniana respecto a la cual H

es un grupo de isometrias.

§2 .ESTUDIO DE LAS METRICAS.

Vamos a estudiar el conjunto de métricas respecto de las cuales
X,campo tal que su grupo uniparamétrico {¢t} actila propia y libre-
mente,es de Killing;o H,que actfia propia y libremente,gs un grupo
de isometrias.

CasoX.-Como M=Rxl,todo campo en M se puede expresar comb (Xx,Y),con
AeT(R},Y€T{(N).Si g es una de las métricas buscadas
(%3 g((h,?),{u,Z})(t’n)=g((A,ﬂ,(u,z})(O,n)=kuf(n}+l¢(z}+p¢(Y)+

+g {¥,2).

Donde f es una funcidn en N,f(n}?g((1,0),(1,0))(0’n},
¢(Y}=g((1,0),(0,¥))(0‘n) es una i-forma en N,y g”(Y,2} es la .
restriccidn de g a N,

Partiende de f,$,y g~ ,definivemos g a partir de la expresién
(£),y para gue g sea una métrica es ficil ver que se necesita fr0
v 4YeSn{N)(circunferencia unidad en Tn(N},respecto a la métrica g7,
$CNF K Eny.

De hecho ¢ y f definen una lI-forma w en M,tal que L w=0,por
medio de w(Z)=w(ax+BY)=af(n)+8¢(Y},siendo Y¢T(N}.
Por lo gque podemos establecer:

i.1.-Dada g"métrica en N y w,1-forma tal que L, w=0 y w(X)>0.El ten-

b4
sor g determinado es una métrica para la cual X es de Killing si

y solo si w(Y)a.w{X),4Y£S(N}-
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$i considerames una 1-forma w en M tal gue w(X)>0 ¥ Lx(w)=0,
tomando cualquier métrica g”en N,se puede encontrar una funciéa
definida positiva adecuada F,a fin de que el tensor g determinado
por w y Fg” sea una métrica pg,cumpliéndose Lxg:O.

Asi pues:

1.2.-Dada w 1-forma en M cumpliendo L,w=0 y w{X)}»0,existen mé&tricas

g que verifican Lxg=0 ¥ ixg:w. :
Caso H.-Sabemos que (M,M/H) es un fibrado principal sobre M/H=N,
Tomando una conexibén en este fibrado ﬁrinciﬁal,si g e5 una métrica
Riemanniana en M de las que buscamos,ﬁor razonamientos similares
a los anteriores se llega a ver que
g(U, V=g (n{U),n{V I +p(a (V) A)+¢{n(U) ,B)+x(A,B),siendo U=h(u)+n*,
V=h(V}+B‘,(h(U)=com§onente herizontal de U)},g” es una métrica
Riemanniana en N,$ es una 1-forma en NxL(H} invariante por ad(H)
{L{H}=8lgebra de Lie de H},y ¥ es una funcifn sobre N que toma
valores en el conjunto de métricas de L{H) invariantes por ad(H).

Igual que en el caso X veriamos que dadas g”,9 y y,nos deter-
minan una métrica g resﬁecto de la cual H es un grupo de isome-
trias si y solo si

$(¥,a)% x(A,A), ¥ YeS(N).

-Siguiendo lo hecho en el caso anterior,vemos gue ¢ y ydefinen
una l-forma en M 1nvar1ante por H que toma valores en L(H)",y,y
cumple que w(A A))O;ﬁﬁ vertical. (A" =campo fundamental asociado a

En resumen tenemos:
1.3.- Dada g~ métrlca Rlemannlana en N y P l-forma en M,valorada
en L(H)”,invariante por H cumpllendo ¢(A ﬁ)?O'%h vertical ¥y
wLZ,A)i $(E,A);¢Z horizontal tal que T(Z)€S(N).El tensor g deter-
minado,es una méfriqa Riemanniana,resﬁecto de la cual H es un
grupo de isometrias,

§3,BREYE ESTUDIO DEL CASO hx=0

Empecemos observando qué relacidn hay entre w y Ax.Para lo
cual consideremos 2g(VzX,Y)=-2g(AXZ,Y)=X(g(Y,Z))+?(g(X,Y))-
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~¥(g(2,x 0 ~g((X,¥]),2)+g(x,(¥,2) Y-y, {x,2)).

Coma AX es tensorial podemo; suponer [X,Y]:O:{X,Z],resultando:
—2g(AxZ,ﬂ£Z(w(Y))—Y(w(Z))-w((Z,Y])=2dw(Z,Y).Por tanto —iﬁxggdy.

3i w es exacta,AX:O,lo que equivale a gue X sea paralelo.En
este caso es ficil ver que la distribucidn perpendicular a ¥ es
inveolutiva.Sea "P’ la variedad integral maximal conexa de esta
distribucidn por meM,es fScil ver que P s un espacio recubridor
de N vy gue P es difeomorfo a N 5% y solo si w es exactia,en cuyo
casc M es el producto Riemanniano de R por P.

For Gltimo puede observarse que si (M,g)} tiene una inmersidn
isométrica equivariante en un espacio euclideo,X seri la restriccidn
de una isometria infinitesimal de dicko espacio euclideo y si w
noc es exacta Kx ne podrd ser cero,ya que de ser asi X={1,0,...
see:,0) v las v.i.m.c. de la distribucién perpendicular a X son
hiperplanos,por lo que cada variedad del tipe P =e encontrari en

uno de estos hiperplanos ,per consiguiente P=N,lo que es absurde.

Luego X serd de la forma (-axz,axi,..;,—bx2k_1,bx2k,1,0,‘..,0),
y come ||X|| es conmstante en M,M deberd encentrarse en
2,.2 2 2 2 2 =
a (x1+x2)+...+b (x2knl+x2k)+1—c.
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