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ABSTRACT. Let X be a smooth scheme, projective over a base field, and
let F,E be locally free Oy-modules of finite rank. It is shown the rela
tion between the graphic of any morphism F——+E and the Chern class
cp-r+1{E-F) , {n=rankE, r=rankF}; and, when the morphism is quite good
Ch-re1 fE-F}  is computed in terms of linear datz on X . As a consequence,
2 method is given to calculate the Chern classes of X . Fimally, it ig
applied to the Zeuthen-Segre invariant and to Pfaff systems.

Sea X wun esquema liso y proyectivo sobre un cuerpo base, y F,E dos ha
ces localmente libres, de Oxwmédulos, de rangos T 'y n respectivamente.
Todo morfisme f:F—+ £ define, de modo natural, una grifica proyectiva
en P(FGE) ; la clase de cchomologia de dicha grdfica, en el graduado de
la teoria K, se denota Te - '
I‘f es un elemento de GK {P{(F@E)) homogénec de grade n ; y se verifica,
siendo 7 :P(F@E)—+ X la proveccidn natural:

. : . = (E -
Teorema: er GK{X) .Tr*(['f Fo) cn—r+1‘E F) .

La demostracidn estid basada en el teorema de periodicidad, que determina la
estructura del graduado de la teoria ¥ de un fibrado proyectivo, y en la

consideracidn de la zona del infinito de P(F@E) .

Cuando f es inyectivo, 00— F—f—rE—rE!F—N} , la clase de Chern
cn_r+1{E!F) se puede calcular mediante haces coherentes, bajo ciertas cen-
diciones (mds débiles que impomer la transversalidad de £ respecto del

morfismo nulc):

Teorema: Si el haz E}_{_}:l{EIF . Ox') estid coucentrads en codimensidn n-r+l ,

y es l-generado en los puntos genéricos de su soporte, se verifica:
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gy BIF) = [ L(Ext! (2/F, 0 } b

la suma extendida a los puntos genérices del soporte de EEEI(E/F ’OX) .

Este teorema es consecuencia del anterier, porque, con las condiciones im-
puestas, la gréfica prnyectiva de f vy del morfismo nulo se cortan sin to-
res. En consecuencia F es ficil de caleular en teorfa K .

Lz condicidn de que Eagl(E/F, OX) sea l-generade, en los puntos genéricos
de st soporte, es necesaria para que el corte de las grificas proyectivas
mencionadas sea de igual dimensidn que su proyecéién POT [ 3 ¥, €n conse-

cuencia, poder calcular com facilidad H*(Ff° ro) .

La aplicacidn mis importante de este método es el cdleculo de las clases de
Chern de cualquier variedad proyectiva X;
Proyectando desde una cadena de subvariedades lineales del espacioc ambien-

te, se obtienen aplicaciones racionales X-w~— IE’r , lgrgdimX=n .

Si Ur es el abierto mds grande en que esti definida la proyeccidn racio-

. [
nal X ——afPr » 5e imponen las condiciones:

a) Ur-——+ Pr es un moxfismo denso y separable,

b) La ramificacifn de Ur-—*+ Pr tiene codimensifn n-r+l ; vy la variedad
lineal que se utiliza para proyectar sobre Er s DO corta a la ramificacidn

de U P,

c} gigz(gé /P ’GU } es l-generado en los puntos genéricos de su soporte,
r .

Con las condiciones impuestas, si § es la clase de equivalencia racie

n-r+l!
nal del ciclo definide por gﬁfl(gé /P ’OU )}, se verifica:
r r

n-r+1
1y = -
Cn-r+1(gx) 6n—r+1 igi (. )(l H)

1
Carir-i B

siendo H una seccifn hiperplana de X .
En particular, si para cada nimero natural m R Zm es un subesquema cerrado
y liso de X , contenido en Zm , ¥ cuya clase de equivalencia racional es

Lol s
#H" , se verifica:

n-rh i+ ,r n-r+1
Cn—r+1(x) = izl b (i) cn—r+1 -1 (Z ) { D 6n—r+1
Estas fOrmulas permiten computar las clases de Chern de X en funcidn de
los cicles de ramificacién de las proyecciones racionales X —- Pr , de la

seccidn hiperplana H , v de sus intersecciones,
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Definiciones: Si D es un divisor de X , se define ck(D) como el elemen
to de grade k+l de GK(X) definido por:
k

k i kd1 -3
e @ = 1F ] DI e . T
j=s 3
cuando D es una hipersuperficie lisa de X , coinciden con las clases de
Chern de D , ceonsideradas en X |

S$1 ® es una l-forma sobre X , su haz de 1%7nea asociado {w) es:
(@) ) = {£e2) : £ - 0eR(W)}

siendo I el haz de funciones raciomales sobre ¥ . El divisor ascciado a

(W) se llama divisor de w .

S5i w es upa l-forma sobre X con singularidades aisladas, v D es su

divisor, se verifica:

n
cn(X) = (-1 (pgx np -p)-ﬁcn_l{—D)

siendo n_  la longited de Ext!{{qd . sohre .
> o#gl w ((Qx/(m))p Op) Op

Este nilmeroc np , ceando w es una diferencial exacta: =d4f , coineide
con el nimero de Milnor de £ en p . En particular, para diferenciales
exactas sobre superficies, se obtiene el clisico invariante de Zeuthen-Se—

gre:

Si £ es una funcidn racional scbre la superficie X , cuyas fibras son re

ducidas, y tal que el diviscr de polos es una curva Y. de género g @

gr ¢, (X} = ¥ np - 2v% + 4p-4
P

Los nimeros de Milrnor np se pueden calcular faAcilmente en este caso:

a} S1 p es un punto singular de una curva de nivel de f ,
3f  3f .
n = L0 /M= ,h6 =
. ( pf(ax . ay}) , siendo x,y coordenadas locales en p .
Este niimero puede calcularse siempre mediante la teoria italiana de inter-

seccidn de curvas planas, utilizando transformaciones cuadriticas {[1]) .

b) Si p es un punto basa de f ,y f=g/h siendo g,h funciones regu-

lares en p sin ceros comunes, se verifica:

- 3 3 .33 3
n, = 0 /(h 52 - 8 3y DBy 5y

y este nlmerc se puede calcular, a su vez, por transformaciones cuadriticas.
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Volviendo al caso general {dimX=n) , cuvando se consideran l-formas exac-—

tas, se obtiene:

S§i f es una funcidn racional, sus fibras son reducidas, las singularidades
de df son aisladas, ¥ su divisor de ceros D es simple y corta transver

salmente al de pelos, se verifica:

Cn(x} = (-1D% Ex np sp)+ zcn—l(D) - Cn_z(D no
P

siendo np el nimero asociado a df .

Todas las demostraciones de los enunciados anteriores se ghtienen al consi-

derar la sucesidn exacta:
00— {w) —PQ;:—-rQ;(/(w)—*O

y determinar cn{Qif(w}} mediante datos lineales sobre X , tal v como he-

mos mostrade que se puede hacer, ¢
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