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ADSTRACT. Let X ,Y be schemes over S . The divisorial correspondences
between X, Y are define to be the linear equivalence classes of divisors
on X Xg¥Y wodulo the inverse images of the divisors on each factor. The
main result is that the divisorial correspondences are a scheme over §
whose gecmetric fibres are finitely generated abelian groups. A metric ten
sor on the divisorial correspondences is also given generalizing the trace
metric for correspondences on curves, and it verifies a Castelnuove ine-
quality saying that it is positive definite modulo torsiomn.

lLas correspondencias divisoriales entre dos esquemas X ,Y son las corres

pondencias algebraicas entre los puntos de X y los divisores de Y nodu
lo la cerrespondencia lineal, esto es, tomando la grdfica, las clases de
equivalencia lineal de divisores del esquema producto XxY . Se consideran
correspondencias triviales las que asignan a todos los puntos divisores
equivalentes a un unice divisor y las inversas a las de este tipo, esto es,
los divisores del producto que son linealmente equivalentes a sumas de divi
sores que vienen de los factores. En el caso relativo, sea 5 un esquema
noetherianoc y f:X—8 , g:Y—+S esquemas sobre 5 ¥ h:Z=}(xs:~Y—>5
SY—+X, q:Z=XxSY—>Y inducen
morfismos de functeores en grupos p* 5235(x15)et'“‘*Eiﬁ(z{s}et .
q :EEE(YIS)et___*EiE(ZfS)Et entre los functores de Picard localizados pa-~

el producte., Las proyecciones piZ=Xx

ra la topolegia etale,

Definicifn: Se define el funector de correspondencias divisoriales entre

X/$ e Y/S, como el haz sobre la topologia etale C(X,Y) definido por la

sucesidn exacta:
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p* @ q*
B — —_—
RS (x/syet X 50 EdS(y/gyet Pic iy« JY/syer LK) —— 0

Se verifica:

Teorema i: Los divisores algebraicamente equivalentes a cero de un producto
son linealmente equivalentes a sumas de divisores algebraicamente equivalen
tes a cero que provienen de los factores. Con més precisidn, si f:X— § s

g§:¥—5 son plancs, proyectivos y de fibras geomérricas integras (de modo

que existen los esquemas de Picard relarivos, [1]) el morfismo natural de
esquemas en grupos algebraicos:

p* @q* 1 Pict(X/8) x Pic”(Y;’S)—-—ﬁPic”(XxSY;’S)

inducido entre "las componentes conexas del origen" de los esquemas de Pi-

card ([l]) » €8 epivectivo,

|
Demostracidn: Daremos solamente una idea de la demostracidn. $i L . es un
haz de 17nea en X xY algebraicamente equivalente a cero es deformable al
haz de anillos locales ¢ madiante una variedad conexa de pardmetros T ,

esto es, existe un haz de linea £ sobre X x¥xT plano sobre T v dos

puntos t,,t, de T de modo que Gﬂt =0, L =1L,
E o 1
51 se piensa L como un haz de lfnea relativo a XxY—sY , define un

morfisme Y—+Pic®% . Basta con demostrar que Su imagen es un punto, pues
siendo M el haz de 1inea en X que define dicho punto serf L = p*M@ q*N
para cierto haz i.nvertible N en 'Y . Ahora bien dicho morfismo se deforma
media_nte el morfismo Y xT— (Pic®%X) xT definide por £ a un morfisme

YT=Yx tu——+Pic°X cuya imagen es un punto, luego por platitud su imagen ya

era un punte ([3], Prop. 6.1}, En el case general se argumenta andlogamente,
’ p g

Por lo tanto el grupo de las correspondencias divisoriales resulta ser el co
ciente del grupo de Néron-Severi del producte NS(X » SY/S)

= Pic(¥X x sY/S)!’Pi{:O(Xst{'S} mbdulo el producto de los grupos de Néron-Se
veri de los Factores NS(X/S) , NS(Y/S)., Es decir:

Corolhrio: En las hipStesis del teorema existe una sucesidn exacta de haces

para la topologia estale
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0-— N§ NSy /s~ 18 — L{X,Y) ~— 0

Lyys*s & X% Sws

siendo N3 ¢1 functor "grupo de Wéron-Severi" (1-_2]) de X/S v angloga-

X/s5
mente para Y , ¥ XXSY .

Se sigue:

Tecrema 2: En las hipStesis del teorema el functor de correspondencias divi

soriales se representa por un S-esquema, el esguema de las correspondencias

divisoriales C{X.Y) ogque es un esquema en grupos cuyas fibras geom&tricas

son grupos abelianos finito-generados de rango acotado.

Demostracidn: La existencia es por verificacifn directa de las condicicones

de Art:_in-([&],S.S). La finitud por el teorema de la base ([2], th. 5.1).

Sea zhora X un esquema proyective integro de dimensién m>1 y grado n
Sobre un cuerpe algebraicamente cerrade k , y D una correspondencia di-
visorial de X en si mismo. Un punto de X se transforma en un diviser

D, de X cuyo grado se llama grado por la izquierda & . Andlogamente,
pbr la correspondencia inversa un punto se transforma en un divisor Dy

cuyo grado b es el grado por la derecha. También se consideran los gra-

dos por la izquierda y derecha de la intersecciébn c=gr D, + D, ,

d=gr D;* D, . Con precisibu, si p.,p, : XxX—tX son las proyecciones
H es la seccidn hiperplana de X y H, =piH , B, =piH se tiene:

: m m_l = - m' m—i. = a * - m_2 = - - m - -2 =
De'Hl o H) ' =na, D)4 -nb,DDHTHZ nc , DeD.H) «H ‘=nd

Si D' es otra correspondencia divisorial, sean e ¥ f las coinciden-—
cias de D , D' y de sus inversos respectivamente, esto es

-2 mo m-2
D-D'-H«H =ne , B+ D'« H - H

grupo de las correspondencias divisoriales por:

=nf . Se define una métrica sobre el

TZCDgD‘) = n? (zm— )( (ce'bb® +aa'dd') + 2(cha'd’ +ct'blad) +

+ 2(aa’ +bb' Y{cet +dd"} --—-—- {cc’f+ddTe) - 2(cc’ +4d")T, o, D))

siendo D,D' " las correspondencias inducidas por D, D' en la curva g
-1 P
de % ¥ 'I‘ (D,B*) =aa"+bb'-D+D" - H -HT ia mBtrica de la traza pa-

ra las correspondenc‘.las en curvas {[5]) . Como en curvas se verifica
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Teorema 3 (Desigualdad de Castelnuovo): Para toda corregspondencias diviso-
rial D, es T (D,B)20 y T (0,D)=0 s5i y sole si nfc+d)B=0 en el

grupc de correspondencias divisoriales. Por tanto:

a) La métrica inducida en el grupe C({X,X)/Torsibn es definido pesitiva.

b) EI radical de 1z métrica T, es el subgrupo de torsifn de C(X,Y) .

Demostracidn: T,(D,0) =-£%+ (i, +,) ™ * siendo E=n(c+td)D-dal,- cbl, -
- ncp’gnz--ndp’;Dl . Como E -(Hld-uz}zm_l= 0 se sigue del teorema del indi
ce de Hodpe ([2], Cor. 7.4} que TZ{D,D) >0 vy TZ(D,D)==0 si y sole si. E
es numéricamente equivalente a cero. Se concluye por el siguiente lema que

se demuestra como el tegrema 1.

Lema: Si X, Y son esquemas proyectivos integros sobre un cuerpo algebrai

camente cerrado k , el morfismo natural de esquemas en Erupos:
* @ak
PicT(X) xPicT(y) P78 Lo Trx wy)

entre los grupos de divisores numfricamente equivalentes a cero, es un epi~

morfisme.,

Sea ahora X ,Y esquemas proyectivos lisos ¥ Cconexos sSobre un cuerpe K .
Las correspondencias divisoriales C(X,Y) se identifican formalmente con
los morfismos de X en el esquema de Picard de Y » Pic{Y} , mddulo trasla

ciones, por tanto se tendrd, dado que X es reducidoe
C{X,Y) = Hom(X ,Pic(Y}red)ITraslaciones = Hom(K,Pic°(Y)red)/Traslaciones

Como Pic“(Y)red es una variedad abeliana ([1], 3.2), si A(X)} denota la

- variedad de Albanese de X , ([1], S.4) se tendra:

— 30
C{X,Y) = Homgmpo(A(x),P:c (Y)red)

De donde

Teorema: Si X,Y son proyectivas lisas y conexas sobre un cuerpe k , el

esquema de correspondencias divisoriales es un grupo abeliano finito gene-—

rado libre.

§i X=Y , la métrica T, antes definida es definido positiva.
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