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Abstract- The weak dimension of a ring R, wD(R), is shown to be equal to

the supremum of the injective dimensions of the pure-injective left R-modu-

les . Using this result and the structure theorem for pure-injectives over

commutative rings ([2J), the weak . dimension of a (cominutative) classical

ring ([91) is characterized as the supremum of the injective dimensions of

the cocyclic modules . Characterizations of the classical rings R for which

wD(R),<1 are given and it is also shown that, for certain classical rings R,

wD(R) is the supremum of the injective dimensions of the simple modules .

Sea R un anillo (asociativo y con identidad) y RMod la categoría de

R-módulos por la izquierda . Si MéRMod se denotará wd(M) a la dimensión dé-

bil (o plana) de M e id(M) a la dimensión inyectiva de M . Las dimensiones

global y (global) débil de R se escribirán'D(R) y wD(R), respectivamente ([111 .

Un R-módulo se dice puro-inyectivo ([7],[101) si tiene la propiedad de in-

yectividad relativa a la clase de las sucesiones exactas puras . M -se dice ,

finitamente cogenerado (FC) ([8]) si su zócalo es esencial y finitamente ge

nerado y cocíclico (subdirectamente irreducible) si su zócalo es esencial

y simple (I91) . La envoltura inyectiva de un R-módulo M se denotará E(M) .

Utilizando las propiedades de los R-módulos puro-inyectivos, se obtie

ne la siguiente caracterización de la dimensión débil de un R-módulo M:

PROPOSICION 1 ([31) . Sea MERMod-.- Sé :verifica :

wD(M)in si y sólo si Extn
+1 (M,N) = 0 para todo N£RMod puro-inyectivo

n+1
En particular, wD(M) = inf 1 .1 ExtR	(M,N)= 0 para todo N puro-inyec-
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tivol y los R-módulos planos F están caracterizados por verificar la condi-

ción Ext
1
(F,N) = 0 para todo N puro-inyectivo .

Como consecuencia se obtiene :

PROPOSICION 2 ([3]) . Sea R un anillo . Entonces se verifica
wD(R) = sup Jid(M)ImERMod puro-inyectivo = sup ¬ id(M)IMEModR puro-inyectivo

Para anillos conmutativos existe un teorema de estructura de R-módulos
?uro-inyectivos, los cuales son precisamente los sumandos directos de los
productos de R-módulos finitamente cogenerados y puro-inyectivos ([2]) . Por
otra parte, un R-módulo se dice linealmente compacto si toda familia de va-
riedades lineales { x +m,}(x .6M, M .

	

submódulo de M) con la propiedad de interi i 1 1

	

_
sección finita tiene intersección no vacía . Los anillos coruiutativos con la
propiedad de que todo R-módulo FC es linealmente compacto fueron denominados
clásicos por Vamos ([9]) . El teorema de Couchot antes citado y la Proposición
2, aplicados a un anillo clásico permiten obtener :

PROPOSICION 3 ([3],[4]) . Sea R un anillo clásico . Entonces se tiene
wD(R) = sup {id(M)J Mi RMod finitamente cogeneradoj

La demostración se obtiene teniendo en cuenta que, en este caso, todo
R-módulo FC es linealmente compacto y en consecuencia puro-inyectivo ([10]) .

El resultado anterior puede ser mejorado de la manera siguiente :

PROPOSICION 4 ([4]) . Sea R un anillo clásico y Z°5RMod una clase de R-módulos
finitamente cogenerados, con la propiedad de que todo R-módulo FC no nulo
tiene un cociente no nulo perteneciente a L° . Entonces :

wD(R) = sup {id(N) J N( C}

La demostración puede hacerse utilizando un teorema de Jensen ([5]) se
gún el cual si

{MiliEI es un sistema inverso de R-módulos linealmente compac
tos y Jiml)denota el primer funtor derivado de ~, entonces Jiml)Mi = 0,

ilo cual permite obtener, dado un diagrama con L finitamente cogenerado :

un levantamiento=.aaximal de f a un cociente de M mayor que N y así se puede
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probar que F es plano si y sólo si

	

Ext
1
1 (F,L)

	

= 0 para,todo Lee , de donde,

por inducción , se obtiene el resultado .

Teniendo en cuenta que todo R-módulo FC (de hecho, todo R-módulo) no

nulo tiene un cociente cocíclico no nulo ([9]), se obtiene :

PROPOSICION 5 ([4]) . Sea R un anillo clásico . Se verifica :

wD(R) = sup tid(M)IM&RMod cocíclico

Lo anterior puede ser utilizado para caracterizar los anillos clásicos

R tales que wD(R)< 1 . Para ello se utilizará el siguiente concepto ([6]) : Un

anillo R (no necesariamente conmutativo) se dice cosemihereditario por la iz

quierda si todo cociente FC de un R-módulo por la izquierda inyectivo FC es

inyectivo . Se obtiene :

PROPOSICION 6 ([3],(4]) . Sea R un anillo clásico . Son equivalentes :

i) wD(R)< 1

ii) R es cosemihereditario

iii) Todo cociente FC de un R-módulo inyectivo cocíclico es inyectivo

iv) Todo cociente de un R-módulo inyectivo cocíclico es inyectivo .

Un anillo R se dice fuertemente cosemihereditario por la izquierda (C6D

si todo cociente FC de un inyectivo M6RMod es inyectivo . Se obtiene :

PROPOSICION 7 ([3]) . Sea R un anillo clásico coherente o un dominio clásico .

Son equivalentes :

i) R es semihereditario

ii) R es fuertemente cosemihereditario

iii) R es cosemihereditario

iv) wD(R) < 1 .

Ejemplos de anillos que verifican las cuatro condiciones equivalentes

de la Proposición anterior los proporcionan los dominios de valoración casi

maximales y los anillos conmutativos noetherianos semihereditarios (heredi-

tarios) .

La Proposición 4 puedé ser explotada para obtener más información sobre



la dimensión débil de algunos anillos clásicos más particulares . Un anillo
conmutativo R se dice coartiniano si todo R-módulo FC es finitamente genera
do, lo cual equivale a que los anillos locales Rm sean artinianos para todo
ideal maximal m de R ([8]) (R localmente artiniano) . Tales anillos son clá-
sicos y aplicando la Proposición 4 a la clase E de los R-módulos simples se
obtiene :

PROPOSICION 8 ([4]) . Sea R conmutativo coartiniano . Entonces :

WD(R) = sup {id(S) J SERMod simple

El resultado obtenido en la Proposición 8 puede ser mejorado utilizan
do localización . Un anillo conmutativo se dice conoetheriano si todo R-módu
lo FC es artiniano, lo cual equivale a que R sea localmente noetheriano Q8J) .
En particular, tales anillos son clásicos y se puede demostrar :

PROPOSICION 9 ([4]) . Sea R conmutativo conoetheriano . Entonces :

wD(R) = sup {id(S)1 SE RMod simple
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