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Abstract:Let A and B denote commutative rings.We say that ACB satisfies

going-batween if Jiven prime ideals P <PCP, of A and Qic' Q2 of B such

1

"that O.MNA = Pi,er\A = p_,then there exist a prime ideal Q of B such that

1 2
Q1CQ cQ2 and QNA = P,We say A is5 a GBz-ring if every integral extension
A CB satisfies going-between.We give characterizations of Gsz-rings.specia-
11y in the noetherian case,and determine the finitely generated k-algebras

and the series rings k {[xj,. .o ,Xn:“ which are GBz-rings,being k a field.
Introducceidn.

Los anillos que se mencionan son conmutativos y unitarios,Si A es un ani-
llc,8pec A,dim A,A' designan respectivamente €]l espectro primo de A,la dimen-
gifn de Krull de A y el cierre enterc de R en su anillo total de fracciones.
Si P es un ideal primo de A,h{P),ch({P} son respectivamente la altura y coal-
tura de P.Decimos qué una extensidn ACB verifica la propiedad de "going—~
between” si para toda terna P . CPCP

3 2
tales que Q‘nA = 91,92(\}\ = Pz,existe Q en Spec B tal que Q1<;Qc;t;g2 y QDA =

de Spec A ¥ todo par Q?c_Q2 de Spec B

Dicha propiedad, que denominamos asi por analogia con los clisicos t@rminos
de "going-up® y "going-down",es delifnterfs para un conocimiento mas profundo
@e la aplicacidén Spec B + Spec A.Nos ha side sugerida por una cuestidn de
Ww.krull ({3] ,p.755),alin no resuelta completamente en el dmbito de los anillos
noetherianos:si A B es una extensién entera con Ay B anillos integros ¥ A

integramente cerrade y si thgz son ideales primos adyacentes de B,dlo son
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también Q1;1a<192(\n? (Q1CQ2 se dicen adyacentes si h(92/Q1) = 1).La cues-
titn del "going-between” es desde luego mucho mas fuerte gue la del problema
de Xrull ¥ a diferencia de éste,es de interés para los anillos mas habituales.

Estudiamos el alcance de la propiedad de “going-between" a travBs de las
siguientes definiciones,para un anillo A:

A se llama un GBa—anilZo si todas sus extensiones son GS-extensiones.

A se llama un GBJ~aniZEo si es Integro y todas sus extensiones que son ani-
llos integros son GB-extensiones.

A se llama un GBg-aniZZo 5i todas sus extensiones enteras son GB-extensiones.

El caso mas interesante es e} de los GBz-anillos y casi todos 1os resultados
se refieren a €1.Por faqones de espacic no se incluyen demostraciones,ejemplos
ni interpretaciones geomftricas,ni se tratan las generalidades del tema,

I-Caracterizacidn de los GBO y GB,~anillos.

1

La siguiente proposicidn reduce el problema al caso de los GB1—anillos.

(1.1} Proposteidn.Un anillo A es un GBO—anillo st y solo st Afp es un GBy
anillo para todo ideal primo minimal p de A.

Se demuestra luege que basta considerar extensiones de A que sean anillos
de valoracidn:

(1.2) Proposicidn.Sea A un anillo integro,K su cuerpe de cocientes.d es un
GBJ*anillo st y solo si para tode anillo de valoraeidn V de X que contiene
a A, AcV ez una GB-exztension.

Un anillo Integro A se llama un G0-anille si toda extensidn AcCB con B
integro verifica el "going-down".§e tiene ahora una nueva caracterizacidn
de los GD-anillos (véase [1]) para vna informacidn completa sobre ellos).
(1.3} Corolario.Sea A un anillo Integro.d es un GBI—anillo g7 y solo si es

un Gh-anillo.
2-Caracterizacidn de los GBgvanillos.

La caracterizacidn basica es:
{2.1) Proposicidn.Un antlio A es un GBg—anillo st y solo st A/PC{A/P}?
verifica el "going-down” para todo P Spec A tal que ch{P} > 1.
(2.2) Corolario.Para un anillo A las siguientes condiciones son equivalentes:
a) A es un GBy-anillo.

b} Toda extensidén finita de 4 es una GB-extensidn,
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e) Toda extengidn entera mondgena de A és unag GB-extensidn.

(2.3) Corolaric,Sea A un anillo integro.d es un GB —anillo si y solo si toda

2
extensidn entera mofena tntegra de A es wta GB- extensidn,

{2.4) Corolarioc.Sea & un anilleo local henseliano tntegro {ntegramente cerra-
do eon dim A < 4.Entonces A es un GBg—m‘:i?,Zo.

3-El caso noetheriano.

Sea ACB una extensi&n de anillos,P €Spec A.Se dice que P es uniramt fieado
en B si existe un Unico D€ Spec B tal gue OnA = P.El teorema de McAdam (\,'_4‘_',)
relativo al "going-down" entre un anillo noetherianc Integro y su cierre ente-
ro permite reformular (2.1) de manera mas sencilla:

(3.1} Corolario.Sea A un anillo noetheriano.A es un G'Bg—cmillo st y solo st
para tode P& Spec A tal que ch(P} > 1,%todo ideal prime de A/P de altura > 1
es uniranificado en (A/P)'.

En el casc noetherianc es tambidn posible dar un criterio para decidir
cuando el pasc al cierre entero es una GBE-extensifin.Es posible suponer que
el anille es reducido.

(3.2) Propesieidn.Sea A un anillo noetherianc Peci’ucido,pi L = 1,.4.,0 8uS
tdeales primos mini{mles,Aﬁ = A/pi. ACA' es una GB-extensidn s y a0io 81
para cada 1 = 1,...,n todo P €5pec A, eon h{P) > 1 ee uniramificado en A;:'

(3.3) Corclario.Sea A un Gﬂg—ani?.lo noetheriano,Entonces 4' es un GBy=anillo.
4-E1 caso de dlgebras finitogeneradas.

Se formula ahora una condicidn necesaria gue tiene la ventaja de no oti-
lizar extensiones enteras y que es la clave de los dos teoremas que siguen.
Se recuerda que en un anillo noetherianc A un G-ideal es un ideal primo que
estd contenide en solo un nitmere finito de ideales primos de A.
(4,1} Proposicidn.Sea A un anillo noetherianc integro,X su cuerpo de cocien-
tes,o €K, Supbngase que existen ideales primos distintos Q,Q,,Q, de Afa] ta-
les que QOCQJ(\ Q2 ¥ que QInA = anA =Py QoﬂA = Po verifiean: h(P/POJ' =1
y P no es un G-ideal de A.Entonces 4 no es un GBg—cmillo.

La aplicacidn de (4.1} conduce a considerar la llamada conjetura de Ka-
plansky-Hochster:si A es un anillc noetheriance Integro v P

P_€ Spec A son
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de altura dos,iexiste algiin ideal primo # {o} contenido en P1n P2?.El teorema
siguiente utiliza la respuesta positiva de McAdam a dicha conjetura cuando A

es un anillo de polinomios con ceceficientes en un anillo noetheriano ts].
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Si B es un anillo de dimensidn de Krull finita n llamamos radical dimen—
gional de B a la interseccidn de los ideales maximales de B de altura n y
lo denctamos rd(B),
(4.2) Teorema.Sean AcB anillos {ntegros tales que B es un GBy-anillo noethe-
riane y una A-dlgebra finitogenerada con gr.te.
st rd(B) = 0,dim B < 3.

AB > 0.Entonces dim B < 4 y
(4.3) Corolario.Sea k un cuerpo,B una k-dlgebra finitogenerada ntegra conm
dim B > 1.B es un ng—anzllo st y solo st dim B = 2 y Spee B' —+ Spec B
es un homeomorf?.smo.

El siguiente tecrema permite obtener informacién en el caso local,a dife-
rencia de (4.2),a cambio de hipdtesis mas fuertes. Por anille regular se en-
tiende un anille A tal que AM es un anillo local regqular para todo ideal ma-
ximal M de &, )
(4.4) Teorema.Sea A un anillo fntegre regular,X una indeterminada, B un anillo
tntegro tal que A[X]1C B es una extensién f:.nzta,PESpec B.51 BP es un GBz—
antillo,entonces h(FP) < 4.

8-El caso de anillos de series de potencias.

Ho es posible ahora basarse en (4.1) porque la conjetura de Kaplansky-
Hochster tiene aqui respuesta negativa ([5]] .51 A es un anillo local noe-
theriano vy ® su completado,ﬁ\ puede ser un GBz-—anillo sin serlo A.La siguien-
te proposicidn establece sin embarge que en tal caso A cumple ciertas congdi-
ciones de uniramificacifin,lo que es la clave del método seguido en este caso,
(5.1) Proposteibn.Sea A un emilio local noetheriano tntegre cuyas fibras formales
son geométricomente normales.Sea P& Spec 4 con ch(P) > 1 y tal que el ideal
maximal de A/P es uniramificado en tA/P)', 51 ﬁ\es un GBg-amIZZo entonees La
extensidn A/P C(A/P}’ verifica el "going—doun™,

Para aplicar (5.1) se establece la proposicidn sigquiente,que da en condicia-
nes generales ejemplos de anillos que en la terminologia de Grothendieck son
"unibranches® perc no localmente “"unibranches".Es de sefialar que el ejemplo de
{{27] 6.15.2) tiene una demostracidn incorrecta.

(5.2) Proposieién,Sea B un anillo factorial,X,¥,Z, indeterminadas, q € Spec B,
= (q,X, Y),P2 = (q,X,Y,%) . Existe -un ideal primo @ de B[X,Y,7], ecP, tal
que st ¢ = Bix,7, 21/q,7 E/Q es uniranificado en C' y P /9 no es uniramificado en C°,
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Utilizande {5.1) v (5.2} ée obtiene:
(5.3) Proposicibn.Sea B un anillo noetheriano factorial cuyas fibras formales
. . LA
son geométricamente normales,Sea g€Spec B, 4 = Bix,v,2] .St A es un
- (q,X,Y,2)
682-anillo,entonces g = (0},
(5.4) Corolario.Sea k un cuerpo.k KX3’°"’XﬁiE es un Gﬁgwanillo st y solo st

n < 4.
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