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ALGEBRAS DE KLEISLI
J.M. Barja Pé&rez, E. G-Rodeja F,

Dpto. de Algebra y .Fundamentos
Universidad de Santiago de Compostela

Abstract A pair of monoid structures A={E,+,a), B={E,x,b} are
to be called a Kleisli algebra if the law of the triple product
{hxg)*f = h «{g-£f) is verified. The E. Manes open gquestion on the
non-trivial Kleisli algebra existence is answered by studying
the Kleisli algebra generated for the empty set.

Comunicacidn:

Un algebra de Kleisli £ es un conjunto con dos estructu-

ras de monoide, Aé(E,-,a] y B=(E,»,b), que cumplen la ley del
triple producto:. (thxg)ef = h *{g-£f} .

Considerando a A y B como categorfas de un solo objeto
una definici6n equivalente de dlgebra de Kleisli es un par de
funtores adjuntes, F— G , entre las categorfas A v B,

F : A—>858 , G 3 B-F———»A . '
Asimismo la definicifn de un &lgebra de Kleisli puede ser dada
utilizando las propiedades que corresponden a las nocicnes de
triple, cotriple ¢ por uno de los funtores del par adjunfo.

Cuando el par adjunto es una eguivalencia de categorias,.
el ilgebra de Kieisli se llama trivial . Toda &lgebra de Kieishi
trivial es un monoide A =(E,-,a) y un elementc b gue posee in-
verscp,donde B=(E,«,b) estd definido por g *f = g.p - f .

la existencia de &lgebras de Kleisli no triviales es
considerada, por E. Manes { [6!,p.136), como una cuestifn abier
ta. Se obtienen ejemplos de Algebras de Kleisli no triviales:

Sean X un conjunto, Pe X, E = End{X,P) el conjunto de
ics endomorfismos de X con punte fijo P y ¢:iX — X una aplica-
cibn mbénica tal que oX = X - {P} . Si B=(E,»,b) es la es~
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tructura de monoide natural de End(X,P), y A={(E,.,a}
g f(P) =P, QFP _.-g-£i{0) = {goE}(Q)
ae) =P, o a(Q) = 1@ ,
E{A,B) es un ilgebra de Kleisli no trivial.

En pérticular, para X= H {conjunto de los nfimeros natu-
rales), P=0 vy g: N ———uH, ofn) =n + 1 : se obtiene un &1~
" gebra de Kleisli no trivial,Eble

Tambifn el flgebra de Kleisli generada por el conjunto
vacioc E{#} (en el sentido de la tecrfa de dlgebras universales)
@s un &lgebra de Kleisli no trivial. Cada elemento de este 51-
gebra, puede ser representadc por una palabra candnica de la

forma //*\\
,”:F\\a )
ay
SN
b .
PN
b/ //*\\ '
. \\; a

a la que correspende, como elemento de ENJ una aplicacidn
f: N—=o®N, £(0}) = 0, monotona no decreciente y £(nd= £(n}+1
para "casi tedo™ n.

Existe un conjunto de generadores de E(P) .que verifican
relaciones anflogas a los morfismos cara Y degeneraciones de
la categorfa A de objetos simpliciales, y que pueden ' ser in-
terpretados como generadores de las "operaciones" de un triple
O un cotriple. .

Si E* es w £lgebra de Kleisli cociente propic de E{ﬁi,
el morfismo canfnico &%;: E{@) — — 5 E% ;, se factoriza a tra-
ves del flgebra de Kleisli trivial sobre el conjunto de los
némeros enteros I, n*'m=n+m- 1, n ;ny= n+m.

E(@). LA

ME*/
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Por tanto, E* es trivial e isomorfo a Zn

Como toda flgebra de Kleisli no trivial contiene a E{@},

Este es , fundamentalmente, la (nica respuesta a la pregunta de

E. Manes.

El original completo de este trabajo aparecer§ publica-

"do en Alxebra 26. Dept, Algebra y Fund. Santiago.
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