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In the oresent work we obtain several representations of the rank func-

tion associated Lo a well founded relation in terms of transitiva and

supertransitive closures,by means of transfinite recursion theorems con-

cerning these relations and with no use of ordinals theory . Moreover,

specifical representations are obtained for the ordinary rank function

in certain transitive classes .

Notación : Representaremos por J, la clase universal, por Cr la clase de los

números ordinales y por ~`la gráfica vacía .Si R es una relación bien
c

fundamentada sobre una clase A entonces notaremos por K la extensión

transitiva de R,,porS(x)el R-segmento inicial de extremo XEA y por MR(A)

la clase de los elementos R-minimales de A .Si A es una clase notaremos

por A y A,respectivamente,las clausuras transitiva y supertransitiva

de A ; por A el interior transitivo de A ; por E.p la restricción a A de

la

	

4- -relación ;

	

por (&)=S~(a.) (aeA) ;y por A+ la clase siguiente de A
A bA

Teorema 1

Si A es una clase y R es una relación bien fundamentada sobre A entonces

existe una única gráfica funcional PA de A en lp. tal que

i) dom

	

pÁ -_ q ; ü) ldx) (xe MR(A) ~

	

ppa (XJ . O)

	

; Y

üi) (dx) (xE%~-MR(A: ~ Y.,9(x) - y~(x)CpAlr)J ~ .

Además,en tal situación (~ x)(xEA :* pRlx)e 'F~) Y (rec~ es una clase ordinal) .
A

	

A
demostración :La existencia y unicidad de pa resulta de la aplicación del

A

teorema de recurrencia transfinita a la R-gráfica de recurrencia H de A
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en l£ definida así : H(O`) = 0 y si XEA y

H(F) - U EF(r)J } .
/E5(K)

Finalmente , por R-inducción transfinita se establece que (1yx)(xéA

T(AR(x) )) Y que T(rec r~ )
Definición :Bajo la nomenclatura del teorema 1,la gráfica

PR
se denomina

A
función rango sobre A asociada a R .Si A =1Q y R = Em, entonces notaremos

E

	

--
rank =

	

(es la función rango ordinaria sobre la clase universal) .
u

Corolario :Si A es una clase entonces existe una única gráfica funcional

iA

	

de A en 1.(. tal

	

que

	

:

	

i)

	

dom
PA

= A

	

;

	

ii)

	

( V x) (x 6 MsA(A)

	

yA(x)
= U)

	

y

iii) ( v x)(xc-A- M CA tA)

	

==>

	

YA cx>

	

-_

	

yLUA t pA lr)J +) .

Además , en tal situación se verifica

l,-

	

pAIÁ

	

=

	

rG" K
I :n

	

Y

	

(V x)(xEA

	

rank(x) = rec pA~x)

2 .-

	

S~e

	

= Tan K

	

y

	

(yx)(xe1

	

rank(x) = rec

3 .- Si A es una clase propia transitiva entonces rec
A

4 .- Si A es un conjunto transitivo entonces

	

rec p = rank(A) .
a

demostración : Aplíquese el teorema 1 a R = 6A .

1 .- gasta aplicar R-inducción transfinita sobre Á y tener presente que

si

	

aeA

	

entonces

	

a /1 A = a .

3 .- Basta observar que si A es una clase propia entonces

(yx)(xe 8

	

(~y)(YEA ^ rank(Y) > x) .

4 .- gasta tener presente que rank(A) = xU [rank(x)]

	

y T(rec~A ) .

Teorema 2

Si A es una clase y R es una relación bien fundamentada sobre A entonces

existe una única gráfica funcional
ÁR

de A en l,L tal que

i) dom FAR = A

	

; ii) (dx) (-E M R (A)

	

F'(x)=
O)

	

;

	

y

(dx) (xeA-M Q (Q)

	

F
A

rt
(x) _ 'U {F�R Cr)

rE ~(%)

Además , en tal situación se verifica FAR = p a .

demostración :La existencia y unicidad de FR resulta de la aplicación del
A

teorema de recurrencia transfinita a la R-gráfica de recurrencia H de A

y si x£A

	

y

	

FE

	

(Q(x)) ~)- ¿0'} entoncesen tt definidaasí : H( 0° ) = 0
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F6~J(5~(x))(á.)'t~~'J enc3s

H(F)
yESQ (x)

Finalmente , por R-inducción transfinita se establece que
z

-PAFA =JA
.



Corolario :Si A es una clase entonces existe una única gráfica funcional FA

de A en

	

ÍJ

	

tal

	

que

	

:

	

i)

	

dom

	

Á

	

= A ;

	

ii) (dx) (x e MEA(A) =;P, FA (x) = 0)

	

y

iii) (dx)(xcA-M
EA

(A) =31, FA (x)

Además , en tal situación se verifica

	

FA

	

= pA
Del corolario anterior resulta que Ft¢. = rank ; en consecuencia

(d x)(x E1. =s rank(x) =

	

U {ranKCy1}

	

)

~-Ex

Teorema 3

Si A es una clase y R es una relación bien fundamentada sobre A entonces

existe una única gráfica funcional G
R
A de A en

	

U tal que

i) dom G,
p, = A

	

;

	

ii)

	

(dx)(xe MR (A)

	

Ga (x)

	

.

	

O

	

)

	

y

iii) (d x)(x6 A- MR (A)

	

---->

	

GÁ (x) -_

Además , en tal situación se verifica

demostración :La existencia y unicidad de
ÁR

resulta de la aplicación del

teorema de recurrencia transfinita a la Rt -gráfica de recurrencia H de A

en l£ definida así : H(~~) = 0

	

y si

	

xéA

	

y F6¡5(Q~(x); 1)-{O*} entonces

H(F) = U t. F(y)} ; y observando que

fica funcional GA de A en 1"Q, tal que

iii .) (tl x)(x E A -{o}

	

GA (x) -

yv( .) {GA
(y~~ ) .

Gre = FAR

	

R
A

	

= PA

MR (A ) -
MRE (A) .

y6skdx)

	

R
= J

PR
Finalmente , por R-inducción transfinita se establece que GA

	

A

Corolario l :Si A es una clase entonces existe una única gráfica funcional

GA de A en .u tal que : i) dom GA = A ; ü)

	

x)(x6M(A) =:> 6A(x) =0) y
A

iii) (b'x)(xe A-MEA
(A)

	

GA (x) = lJ f GA(r)~)
rE(x)A

Además , en tal situación se verifica

	

GA = FA - PA

Corolario 2 :Si A es una clase transitiva entonces existe una única grá-

i) dom GA = A ; ii) GA (0) = 0 y

{GA(y)Í ) .

Además , en tal situación se verifica

	

GA = raok¡A

Corolario 3 :Si A es un conjunto entonces rank(A) = rank(Á) .

Teorema 4

Si A es una clase y R es una relación bien fundamentada sobre A entonces

existe una única gráfica funcional ÁR de A en I. tal que

i) dom JA = A ; ü) (bx)(xE MR (A)

iii) (d x) (x1 A-MR (A) ==>

	

JA
R (x) _

	

<x{ -T,(y¡

r

	

nR= JAdemás ,' en tal situación se verifica

	

AR = GA == ~A A

Js1 R (x)=0 ) y



demostráci6n :La existencia y unicidad de SAR resulta,de la aplicación del

teorema de recurrencia transfinita a la R-gráfica de recurrencia H de A

en Z.Q definida así : H( 954 ) = 0 y si xIA

H(F) . =

	

v JF(y)J .
y -5Q (K

Finalmente , por R-inducción transfinita se establece que

y FE.í5(5,Q(x)i 2Q) -{y? entonces

- FR- A

Corolario :Si A es una clase entonces existe una única gráfica funcional
7A de A en j,Q tal que : i) dom 74=A ; ü) (dx)(xEh/EA (A)

	

7� (x) = O)

y

	

iii) (Vx)(x6 A-M
EA (A) ==,- J (x) = U i

	

) .
yex^A

Del corolario anterior resulta que

	

= rark ; en consecuencia

(d x) (x E 12 .

Teorema S

	

yC-X

Si A es una clase transitiva tal que todos sus elementos son cerrados por

clausuras transitivas y R es una relación bien fundamentada sobre A veri-
ficando (bx)(xcA=> SR (x) C x ~. hR (z)- ~yEA : ~(y)c^ } E jQ) entonces

existe una única gráfica funcional LÁ de A en l2 tal que

i) dom LA = A ;

	

ii) ( Vx)(x e MR(A)

	

LÁ (x) = p

	

)

	

y

(dx)(xEA-MQ(A) ~ LÁ (X) _

	

111..)I
Jüi

	

.r ~~)

vando que S,(.X)=U ~(~O y que
2ESJX)

^stransitivas entonces GL = V P(X

	

,
XE0..

MT (A) - M R (A)

	

.

rank(x) =

	

U{~unkly)} ) .

demostración :Se considera la relación T sobre A definida asi :si (x,y)EAX A

entonces

	

(x,y) cT ~ (qz) (zE SR (y)

	

n

	

SR(x) Ci

	

) . Se demuestra

que T es bien fundamentada sobre A y se aplica el teorema de recurrencia

transfinita a la T-gráfica de recurrencia H de A en I¿definida asi :H($¿5~) =
= 0 y si XEA y FEá(5T(x)A)-(O"j entonces H(F) =

	

U { F(jJ , obser-yEyx)

Corolario :Si A es una clase supertransitiva tal que todos sus elementos

son cerrados por clausuras transitivas , entonces existe una única grá-

fica funcional LA de A en U tal que : i) dom LA = A ; ii) LA (0) = 0

	

y

üi) (bx)(xeALA (x) _

	

(y)}) .
Ye

Además , en tal situación se verifica

	

LA = rank)
A

demostración : Obsérvese que si a es un conjunto cerrado por clausuras
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