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Abstract:

Starting from an abelian grupoid which is ordered
and residuated we study the logical significance af the
Npesidue" operation, specially if we add the most natural
algebraic properties to the base structure, obtaining then
several well-Known structures of mathematical logie, such
as the deductively-complete algebras and the algebras of
Sales,Hilbert,Abbott,Wajsberg and Boole.We also give some
properties of the deductive systems and obtain an special
version of the deduction theorem of Pla( [3 1.

Las &lgebras de Heyting, modelo del cidlculo propo-
sicional intuicionista, son el ejemplo mds conocido de es-
tructura residuada que posee un significado légico.La resi-
duacidén como operacidn algebraica fue introducida por la es-
cuela de Ward ( [11 , {6])) en los afics 30 y actuainente exis-
te una extensa literatura sobre residuacién en reticulos. Ul-
timamente se ha llegado a estudiar los semireticulos resi-
duados (. (2] ), siempre tomandc como raferencia diversos frag-
mentos del cdlculo proposicional. Esta nota debe considerar-"
se comoc un intento de desvelar las conexiones existentes entre
las propiedades légicas de 1la operacién"residuc" ( que nos su-
gieren interpretarla como implicacién) y las algebraicas de
la estructura de partida, a la que dotameocs en principic del

minimo indispensable.

Sea (A,., <) un grupcide (. &s una pperacidn interna en
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A cuyo simbolo omitiremos si ne hay lugar a confusibn)abeliana,
ordenado ( € es un orden an A tal que si agh entonces ac %
= Dhc) ;r residuado {(para cada (a,b)eA x A, existe a==b =

= max {x 6A: ax ¢b} ). La nueva operacién recibe el nombre

de residuc. A continuacidn daremos algunas propiedades inme-
diatas eon significado légico. Por a,b,c,... entendemos ele-

mentos arbitrarios de A.

Proposicidn 1
(1)
(2)
(3
(4) agb-ec implica b ga -—wclconmutacidn de premisas de-
(5) ab = min {yeA:bga-sy}(.es ef nesiduo dual de | O4E)

a—=b 511 ac<b

€
&b implica .cwagc = hiisotenia pon Ra {zquierdal

Boroa

£b iImplica b=cga —wclantifsotonia por £a denechal

Proposicidn 2

Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) La cperacifn * es asociativa

(2) ab—pc = a— (b—sc)(ley de importacibn-expontacidnl
(3) a.{b —c) § b=eac

(4) a—~+(b=c) g b-w(a=wc) (Conmutacibn de premisas)
(5} bsc g (a=wb)w(a=c)

(6) bwc s (c=ad=(b—-a)(leyes del Silogismo)

~Recordemos que un elemento ug A es ordenador cuando a < b

equivale a uga-—sb.

Proposicidn 3

u es ordenadeor sii u es neutro para

Proposicidn 4
. Si existe un elemento neutro u, entonces son equivalen-
tes:
(1) u es mdximo para el orden <.
(2} La operacidn . es casi-integrales decir, abgb)

(3) a=e(b-sa) = u {ley de Absorcibnl
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En los supuestos de la proposicidn 4, se satisfacen las
teyes de Identidad (awa = u) y de la Conjuncibn

(a — (b —=ab) = u). Ademis un elementc 0€A es minimo para
=< si y sdlo si es absorbente para

Nos encontramos ahora en condiciones de obtener una de las
estructuras mis elementales ligadas a la parte implicativa
del cadlculo proposicional(véase (s3>,

Proposicidn S

Si (A,., $,u) es un monoide abeliano ordenado y resi-
duado cuyc neutro es maéxime para el orden, entonces (A,~>,u)

es una Algebra deductivamente completa .

En 1lc sucesivo supondremos que nos encontramos en 1as con-
diciones de la proposicidn 5. Recordemos que los sistemas
deductivos de {A,*,u) son X&A tales que ueX y a—+»beX,
a& X imlican b e X. Entonces,

Proposicidn §

Los sistemas deductivos colnciden con los submonoides

que son filtros de orden.

Designamos por D al operador consecuencia sobre & (a) asoci-
ado al sistema clausura de los sistemas deductivos de (A, ,u)
Los resultados que siguen asimilan funcionalmente la opera-
cidén . a la conjuncidn légica, dade el cardcter implicative

de la —» :

Proposicidn 7

(1) Si He A, D(H) es el filtrc de orden engendrado por
el submonoide engendrado por H.

{2) D{a,b) = Da.D}

(3) aeD(H,b) sii existe neN tal que b'—»ae D(H).

Obsérvese que la expresidn bpa que significa (b'.f?'b)-—oa,
equivale aqui a la expresidn original de Pla [31>?

bbb ... R(b=a)...). _

Si afiadimos propiedades al monocide abelianro obtendremos otras

dlgebras usadas en ldgica:
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Proposicibn 8
éon equivalentes:
(1) a% = a
(2) a —=(b=wec) = (a=b)wla=c)( Ley autodistributival
(3} a —{a—-»D) a=b (Eliminacién de premisas nepetidas)

Proposicidn 9

Si se dan las condiciones de la proposicidn 8,{A, —=,u)
es un semireticule( £231) v un dlgebra de Hilbert
en 1la que a.b = Inf { a,b} .

En otra linea distinta encontraremos también estructuras

conocidas:

Proposicidn 10

Si se cumple {a—=b)—b = (b-va)‘,’&éntoncesm,-b,u) es
una dlgebra de Sales. Si ademds existe un elemento 0
minimo para & , entonces (A,~,u,0) es dlgebra de Waj-
sherg ([ 51).

Eni{5]se demuestra el reciproco para la dltima parte; es decir
que toda dlgebra de Wajsberg se obtiene como estructura resi-

duada Coh

hl
I
et
o

o hemos deser
Finalmente las lineas de las proposiciones 9 y 10 se conjugan
para dar como resultado el ilgebra mds cldsica de la légica

matemdtica

Proposicién 11

Sea (A,.,%,u,0) un monoide abeliano ordenado ¥ residua-
do en el que el neutro u es méximo, existe minimo 0, la

operacidn es idempotente, y el residuc —» cumple la Ley

de Sales {a—-b)~b=(b—wa)—wa. Entonces (A, -» ,u,0) es un
dlgebra de Boole.
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