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1: Introduccid

El punt de partida del present treball és doble:

-Per un costat es parteix del concepte de funcid de nega-
cid sobre un conijunt ordenat {(C,<) {sales,}6]) com una aplicacié
1: C » C decreixent i tal gue per tot x € C Es X = rz(x}, estu-
diades pel mateix Sales i Pla {[3]}, i del tractament de les fun~-
cions de négacié en reticles complets i el teorema d’'extensid
{(Esteva, [2]).

-Per altre part, en la teoria dels conjunts difusos {[ 8]}
es defineixen les negacions com aplicacions decreixents
n:[0,11 » [0,1] tals gue n{0) =1, nil) =0; agquestes negacions
s'anomenen ordiniries, febles o fortes segons satisfacin
X > 2xy, x < 2(x) & x=12(x) respectivament. E. Trillas([5))
ha caracteritzat les negacions fortes amb punt de simetria sobre
un conjunt J tal gque {0,1} € JC[0,1] i 1-J=J mitjangant gene-
radors additius. En particular, han guedat caracteritzades per
aquesta via funcional totes les funcions de negacib forta en
(0,1].

A partir d4'aguests resultats estudiem les negacions febles
en [0,1], donant una descomposicif factorial i la caracteritza-

cid mitjangant generadors additius en alguns cassos concrets.
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2: Estudi de les negacions febles de [0,1].

2.1. Com a funcions de [0,1] en [0,1} les negacions febles s6n
funcions n mondtones decreixents amb n{0} =1 i n(l} =0 que

compleixen:

Propesicid 2.1.1. 8i n:[6,1] +{0,1} &s una negacid feble,

aleshores:
(i) n &s continua per l'esquerra en tot x € [0,1],

{1i} n &s continua per la dreta en tot x € ni{[0,1]},

{iii) n verifica les lleis de De Morgan infinites si i només
si es forta. )

AixS ens diu gue el conjunt D, dels punts de discontinuitat
de n {conjunt de cardinal inferilor o igual al numerable) &s
un subconjunt de n{[0,1]). E1 fet dlesser n(f¢,1]) inf-semi-
rreticle  complet que conté 0% 1 porta a gué no tot subcon-
junt numerable de [ 0,1] puqui &sser el subconjunt D per

a una certa n. Per exemple, no hi ha cap negacié feble n

per la qual b_=onlo,t].

L L Y P, —~ -
’ tot i no essent cert an gonera

Bar ~t i .
S aivie parx

[

ve el 1i-

g
mit d'una sdccessid de nedacions febles {(cas de que exis-
teixi} sidui una negacis feble, es verifica:

Proposicit 2.1.2. Tota negacid forta o feble amb un nombre
finit de punts de discotinuitat &s 1imit uniforme d'una suc-
cessid de negacions febles esgracnades amb un nombre finit

de punts de discontinuitat.

2.2, En segon lloc estudiem la "simetria" de les negacions fe-
bles. :
Proposicid 2.2.1. 8i n:l0,1] » [0,1] &s una negacis febie,
{1) &i n &s discontinua en X.i aleshores n &s constant en

(n(xi} » D(x)).

{11) si (a,b} # 8 &s un Interval obert maximal en el que n
&s constant, aleshores n t& una discontinuitat en n(b)
A - -
i1 & n{n(d}"}) =a 1 nin(b) }=bh.

Aix® ens diu que tota negacid feble consérva,'en cert sen-
tit, la simetria gue tenen les negacions fortes respecte
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y = x; només cal identificar el sim&tric d’un salt amblun trog
de funcid constant, i reciprocament.

Aquesta constatacid ens porta a definir el que entendremn
per funcid "sim&trica" respecte ¥y =X i a veure gue una condicid
necessiria i suficient perqud £:[0,1} » [0,1} sigui una negacib
feble &s gue sigui decreixent i "simdtrica" respecte y = X.

Donada una negacié n i considerats els conjunts d'elements
positius Pn(x <nf{x)), negatius Nn(x> nix}) i fixos Fn(x=n[x))
(vid. [2}), vist que N_ 1 P gbn subintervals disjunts amb un
punt de separaci® s, hi ha dues possibilitats:

(1) F, = {s}, i aleshores Nn=[0,s) iPp = {s,1],

(2) P_=g, i aleshores N_=[0,s] 1 P_= (s,1].
n n n

El nivell de simetria d'una negacid n {[4] i [5]) es defi-

neix com g = , V {faan(a)} = A {avni{a)}.
aecl0,1} ac|0,1] '

En el cas (1) &s evident que el nivell de simetria de n &s

el punt s, pero en el (2} tenim que \Y; {aanf{a)) =s, 1
acef0,1]
A (avn(a)) =n(a), i per tant sembla 1&gic prendre com
ac(0,1]

a nivell de simetria 1'interval (s,n{s)). En aquest cas parla-

rem, doncs, de l'interval de simetria de la negacld n.

3: Descomposicid factorial de les negaclions febles.

Sigui n una negacid feble amb un nombre finit de punts de
discontinuitat; N defineix una descomposici6é de [0,1] en subin-
tervals Ii d'extrems superiors bi en els que n &€s constant o con-
tinua i estrictament decreixent. Sigui K={imlli és constant},

{ K'={(i,9);n(1,) =1,). Aleshores:

Proposicid 3.1. Si n &s una negacid feble en [0,1] amb un nombre

finit de punts de discontinuitat, existeixen negaclons fortes n;
de [0,1] tals que:

n = i n, 1 + I ni{b,}1
N

w2 ext * Lialy o sex .
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fon 1. representa la funcis caracteristica de C i A la diferdn-

cia simétrica)

Reciprocament:

Proposicid 3.2. Sigui I, = [O.al], I, = (ai_l,ai] i=2,..., k una
particid de [O,ak]. Tota familia de funcions fi:[O,ll »~ [0,1]
i=1...k tals que cada fi €s o una constant o una negacid forta,

fi(ai)z-fi+1{ail per 1i=1...k, i fk(ak) >a ., defineix una finica

negacid n de (0,1} tal que n|I‘ = fi}I‘ i Nn-=[0,ak], donada
i i
per:
n= I a, 1 + L £, 1 ‘ta 1
sex 01 ggg i TIe(flay (). (@) k “tay £ (3 ).

4: Generadors additius per a negacions febles.

A partir dels resultats de Esteva {([2]) i Trillas ([5]) cb-
tenim generadors additius per a les negacions febles de [ 0,1]
amb imatge simétrica respecte del punt 1/2. Concretament:

- = = T fe— e am w . - 1, - s =1 - S .
Propesicid 4.1. 8i n &3 una negacid febie e [0,1) amb imatge

simétrica respecte del punt 1/2 i interval de simetria (s,n(s)),
existeixen funcions creixents i bijectives £:n({0,1)) U {s,n(s))
» n(l0,1]) VY (s,n(s)) tals que:
£ E()-E(Aly en([0,1])5 y>x)))si x€(0,1] «sn(g)

(&) ni{x} =
s si x€ (s,n{s)).

Reciprocament;:

Proposicid 4.2. 81 (0,1} CJ<C[0,1] i J=1-J, tota funcid

f:J + J creixent i bijectiva defineix (per (&)) una fnica nega-
ci® feble n:[0,1) +[0,1] amb interval de simetria {s,t}) {on
s=sup {x€J; f(x}>x} i t=inf (x€J; £({x) <x}) i n(0,1]) =7
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