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UN MODELO QUE GEMERALIZA A LA ECUACION DE BURGERS

por José Maria Fraile Peldez.

1. Introduccidn.

Cierto tipo de movimientos en un gas maxwelliano,

vienen regidos por la siguiente ecuacidn
1 -
P, - 5P, *tPD 0, t>0, x€Q
(1) p(af, t} = 0, siendo 3 la frontera de Q
plx,0) = peix) , =& qQ,

conocida bajo el nombre de ecuacidén de Burgers; ciertamente, (1) puede

considerarse como un caso particular de
p, - (Blp))  + (p(p)) =0, tv>0, xe&Q
(2) p(3q, t) = 0
p(x,0) = pelx), x €4,

ecuacién asociada a un proceso que presenta un término de di
fusidn no lineal, y donde el término asociado a la presién es
lo suficientemente general como para que valga casi cualquier

coas. Sobre (2) existe ya abundante 1iteratura(cf.[i], [4] p.e.)
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pero nuestro propdsito no es sino el de proponer una generalizacidn de
{1} algo mds razonable que (2), para lo que nos basaremos en criterios
estrictramente matemidtices. En todo caso, observemos que las funciones
B, ® que corresponderan a una formulaci&én (2} de (1) son, precisa-

mente,
8(r) = r, olr) =r?,

salvo constantes multiplicativas que en nada afectardn a nuestro razona
mienta. Y nuestra cénjetura es que debe de haber alpuna razdn para que
en (1) aparezcan precisamente el par de funciones B(-), ¢(+)} arrisa
indicado, y ne otre. Por lo tante, interesa buscar una relaciéq entre

¢ ¥y B para poder habler de ecuacibn que generaliza a la de Burgers.

2. Modelo para la Ecuacidn (1).

J. Cole abserva (of, [5] ) que, =i
solueidn de la ectacidn (1), la funcidn
X

v(x,t) = exp(- J ply,t)dy)

a

x & {a,b) = @

es solucifn de la ecuacidn lineal

Ve T Vax
.4
(3) vi{x,0) = exp(- J p {yldy) > 0
a
via,t) =1, w(b,t) > 0;

ademis, wv(x,t) > 0 y, teniende en cuenta que

vx(x,t) + plx,t) vix,t) = 0
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asi como las condiciones de contormo para p{x,t}, se sigue que

v {a,t) = v_(b,t) = 0.
o ®

El eriteric que vamos a adoptar para reconocer las buenas elecciones de
4, B, estd basado en el cambio gue liga a las funciones pi(x,t) ¥
vi{x,t}; o, abn, en que la scuacidn transformade de la generalizacién
de (1) conduzca a una ecuacidn -posiblemente no lineal- que sea una

generalizacidn de (3).

Esquemdticamente, el proceso es como sigue:

p{x,t} solucién } vix,t) = exp(OL: ply,tidy)

de (2}

{
Ve © B'{p) {px - g?%gy . exp (- I: ply,t)dy) = 0

_ v(x,0) > o dado

v.(BQ; t)} = o
®

vx - B'(p) Vimw = °

S(p) = p2.8'(p)

“wlx,0) > 0 dado

v (3 ,t) - o
b

Si tenemos en cuenta que -alli donde tenga sentido-

pix,t) = - vx/ v
se llega a
Vx
Ve TR - v e

v(x,0} > o dado

vx(BQ .ty = o

163



En realidad, tanto el dato inicial como la solueidn wix,t} deberian

de ser estrictamente positivos de acuerdo con el cambio realizade; por
otra pévté, en {1}, Blr) = r es multiplicativa y, en 1a‘ﬁltima ecua
cién si imponemos que @'(r) sea multiplicativa {lo que revierte, por

la forma de la =cuacién, en que lo sea B}, entonces ésta se trans-

forma en

|B(v)[t + |B(—vx)!x =0

vix,o0) > o dado

vx(aﬂ ,t) =0
Abora bien, flr) = r es, respecto de la ecuacién {1), una funcidn
impar, de manera gue vamos a imponer que nuestra Bkr] genérica tam

bién lo sea; en tal caso, se obtiene

vix,0) > o dado
vx(BQ ,t) = o

Supongamos ahora gue

B(r\):oﬁ r =0

~ Entonces, la condicifn de contorno puede escribirse como
B(vx(aﬂ st)l) = o ¥, 51 hacemos el cambio Blvix,t)) = z{x,t},

se obtiene una nueva ecuacién

-1
z, - IB(@ (Z)]x)lx = o
(4) z{x,0) = B{v(x,0)) dado

zx(an s t) = o
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donde la tltima identidad ha necesitado que se suponga que R'(r} en
vie conjuntos acotados en conjuntos acotados, asi como que

vx(BQ , 1} = o. Hoétese que, si B es mondtons no decreclente, la con

dicidn inicial para este Oltimo problema resulta ser no negativa.

Finalmente, {4} parece ser una buena generalizacidn
de (3), lo que nos mueve a definir como "clase de Burgers" a las ecua

ciones del tipeo

212 =
P, - |B(p)!xx + p |8 (p)|x =0
(s} plal,t) = o
p{xn,0) = po(x) dado
observando que, si B es tal y como se ha ido necesitando en el ra
zonamientb, una ecuacidn cierta forma equivalente serda la {u}, en

en tanto que 5i B no es multiplicativa (perc s! todo 1o demas), sb

lo pedemos comparar {5) con

Vx
- t - — =
vy Br( - ) Vo o

(6) vix,e) > o dado

B(vx (aﬂ;t)l =0

§3. La ecuacidn (u).

Sea ¢ ={0,1), ©p.e. y consideremos el opera-

dor A definido por su grafo como

A= {uv] et =t 7 uew i, Juewi

o

con w € B(ux) en c.t. 8 , tal que Wy ® v}
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Yy sea A 8'1 el operador definide por su grafe como

A e Y= quv] elew 2 i s a i n gl £ o),

donde debe entenderse que g es un nuevo operador

B = {uyw] e LR x LY@ 7 wix) € y(u(x)) en

c.t. x €0} , con y(r) = R (r)

Puede demostrarse el siguiente resultado, sin mas que combipar adecua

[41, 1[23}:

damente los elementos de ([1],

) . . . . . T
sea j{r) convexa, semicontinua inferiormente, 3{0} = 0; —ﬁ%ql—-+ @

si |r| » =, sea 8 = 3j, con

Blr) =0=> r =0 R(B) = R
8 es inyectiva,

-1 . .
Entonces el operador AR es m-acretivo en L{Q)".

Este resultado permite aplicar el teorema de gene-

. -1 -
racidén de semigrupos de Crandall-Liggett al operador AB , obtenien-

do asi que la ecuinidn

dz_ , ag7'z =0

dt
z{0) = zy
admite, para cada xg ? DlAg ) , una Gnica solucidn fuerte
— L {52}
z € C{[0,=); D(AB-!) }; que la aplicacidn
- L' ()
S(t) : z¢ € D(AB ) + 8{t)zg = =z(t)
— L
asi como que,

es un ¢ -semigrupo de contracciones sobre D(AB™ ') .
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si ze € D{AB™'), 1a Férmula no lineal de Hille es vdlida:

[ lim (T + %—AB_I)_H zg = z(t)

n'!'m
1 uniformemente en t acotados

Para otras propledades, véase [31.

Ndtese que la ecuacidén {7} es la formulacidn abs-

tracta de (4} en LY(R).

Existe, sin embargc, una mancha en este resultado:
el semigrupoc S5(t) que determina (7) no tiene por qué poseer un gene-
Paaﬁr infinitesimal, ni siguiera débil; y, por lo tanto; la relacién
existente entre ﬁB_l y {S{t)}t>0 es unilateral; ello se debe a que
el operador ﬂB_l no satisface, en general, un principic de compara-
cién (para esta observacidn, cf. [1], [4], p.e.}); por otra parte, la
ne existencia de un principio general de comparacibén restringe mucho
las posibilidades de estudiar otras propiedades de las soluciomes, co
mo la de extincidn en tiempo Finito. $in embargo, y adoptando t&cni-
cas parecidas a las desarrolladas per J.I. Diaz, puede demostrarse que,
si B(r) = r¥*, o > 1, noc hay extincién de soluciones en tiempo fini-
to; de hecho, este mismo autor anuncla un resultado general en su con-
tribucidn a este Congresoc (of. [4] , teor.), aunque probablemente, su
demostracidn esté basada, entre otros hechos, en que las potencias go-
zan de la propiedad multiplicativa, lo que permite construir subsolu-

ciones de variables separadas.

Finalmente, cabe anunciar gque sobre esta y otras
cuestiones con ella relacionadas trataremos en un trabajo, actualmen-

te en preparacidn, en el que intentaremos ofrecer respuestas parciales.
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