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'REsumen: Después de un breve repaso a los resultados
principales sobre controlabilidad de sistemas no linea-
les se obtiene una nueva condicidn suficiente para que
una amplia clase de estos sea controlable. Se hace

aplicacidn a un sistema fisico.
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controllability of non linear systems, a new sufficient
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systems to be controllable. An application is made to

a physical system.
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.= Introduccidn,-—

Zn este articulo nos vamos & ocupar de la contro

labilidad de sistemes no linesles del tipo ¢

S : x = fix,u) {1}
donde; xe€ H, siende M una variedad diferenciavle cong
[ I ‘- . . ™
xa de € ; €U, siendo U un subconjunto de R, 06U
- \Q.'j'

y T una funicidn € .

Picha cuestidn fue itratada vor Haluan, pars sis-
tenmas lineales, a principic de los sesenta. Diversos
autores, Hermann (6), llaynes-Hermes {5), Lobry (7), -
Brookett {2}, etc., basados en el trabajo de Chow (3)
han desarrollado, en esta dltima ddéecada, una teoria -
andloga para sistemas no lineales en términos del H1-
rebra de Lie de campos de vectores sobre I generada
por la familia Ei cée canmpos de vectores f{. ,u) co-
rrespondientes & los valores constantes de ue U, que

se¢ llama familia de campos de vectores asociada a 8.

Dicha tecoria es fundamenialmente una teoria 10--
cal que en algunos casos proporciona resultados globa
les, Los principales resuliados de la nisma son ex—-
pucstos en 2.- combinando en una nueva forma los tra—
bajos (2), (6), ¥y {7}. Introducimos ahi la definicién
de sistema simétrico para loa gque proporeionames re-
sultiados de controlzbilidad globél. Un caso partiocu-

lar de ellos es presentado.
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in 3.- desarrollamos una pueva condicidn sufi-—-
clenie pora uc uﬁa anplia clasc de sistenas no linea
les sea sinmdétrica obieniéndose pare ellos los resulta
dos de controlabilidad loecal y global correspondien~
tes. Pn 4.,- nacemos una aplicacidn de los resultados
obfenidos en 3.- para estudiar laz regidn de controla-

bilidad de un importente sistens fisico.

Generalmente supondremos 4 y £ ¢ y & veces anga
1{ticas. Loz sistemas no auténouos se pueden conside-
rer autdnomos suponiendo que t es una nueva varizble
de estado. Teubien supondremos gue el sistema (1) es
cemplato es decir gue pera cada contrel nedible acota

' o]

do u(t) y cada x € I existe una solucidn Ge la ecua-

cién diferencial x = f(x(t),u(t}) satisfaciendo x(t )=
) )

-

=% 7y x(t)e M para cada t€ R .

2.~ Resultedos principales sobre controlsbilidad no lineal.-

0 1 1
2.1.- Definicidn : Sean x , x ¢ M. Se djece gue X es acce
o 1 o
sible degde x , y escribiremoes x A X , 8i y solo si
existe un control medible y acotado u(t) sobre --

[to,t1] tal gque ia sclucidn correspondiente - -

x(t,xo,u(t) de la ecuacidn diferencial X = f{x,u) -
satisface x(t ) = xo vy x(t ) = x1. El conjunto de —
puntos de M agcesibles des;e xo lo representareros
por A(xo). Fl sistema S se dice gque es controlable

si y solo si A(x) = I para cada x € I,
2,2,- Obzervacidn.— ILa relacidn de accesibilidad es evi-
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£y

entenonte reflexiva v transitiva pevo en eneral -
no serd simdtrien (pidnsese on el cuso do sue U se
redujese a un solo punto), Por ello ilermann y Kre-

ner (&) introdujeron la sigsuiente definicidn ;

Definteidn : 3ean x, yell. Se dice que 5 ¢3 debil-
zente accesible desde X, y escriviremos y % A ox, si
0 k '
Y 50lo ei existen X =x, ... , ¥ =¥ tales que
i i-1 -1 i

se cumple X A X o X A x opara cada 1 =

=1, ..., Ke Z1 conjunto de puntos de ! devilmente

accesibles desde x lo representaremos por W A(x), -
El sistema 5 se dice cue es debllmente controlable

81 ¥ solo si W A(x) = I yurs cada xe 1.

Definicidn : Sea X un campo ide vectores sobre vna -
variedad I, Una subvariedad conexa ¥ <!l 2z una zub-
variedad intezral de X si para cada xe i el espacio
tangente a H en x, T N , estd completanente conteni

x
do en el espacio vectorial L (X(x)) enzendrado por

1a Tamilia de vectores Af{x).

Teorema : Sea X una Tanilia de campos de vectioras,
cervada pare ol producto de Lie, sobre una variedad
- . [N . g o

%otal que & 1) X es €7 » dim Jd {(K(x)}) = ¥ para ca-
da xe T 6 2) L es analitica. “nionce: para calds --

.

xe I exlszte una subvariedad integral de &, Ko ll, ma
xinal para lz inelusidn,

Bemnostracidn ¢ Para iz condicidn 1) es el cldsico -
Peorema de Trobenius. Fara 2) se pucde ver st demos

iracidn en Lobry (7).



2.6.— Teorama (Chow) : Jea ¥ (x) la jfanilia de oo

25—

2.1G,-

nos Ce

veclores asoeiadsz al zistona 3. 51 vien & 1)} F es
emy aim §(x) = k para cada xe i & 2) T oas anold{-
tica; para ¢ada xXe iy, W Ax) o5 12 subvarisliad frani
mal intesral de ?‘ gue contiene a X.

penoutrzcidn : Véase Hermann (6)

.Corolario : 31 T oes €7y ﬁiﬂl?(x) = n para cada ——

x¢e i, el szistera 5 es debilmente controlatle.
Demostracidn : Es consecuencia de 2.0 v de la cone-

xidn de i,

o
Corolario = 3i ?'es analitica ¥ Zim @'(x } = n oen-
tonces U A{x ) o3 un avierto de 1I yine contiszne a

s}
A .

Demostracidn 1 Es consecuencia inmedista de 2.6,

Definicidn : Llamaremos wzistena simdirico al siste-
ma cuys accesibilidad sea una relacidn sindtric: (y

por tante de eouwivalencia).

Ejemplo : Un sistema de 1la {orma :

x =uf (x}+ ... + uf {x}
11 rr

0 bien en forma matricizl :

x = Px) u
con P(x}), nxr, y u, rxi, con ue U ={(u ,...,u )/
1 T
Juigt ¥i-= 1,...,r} es simdtrico. En efecto
0 o
31 X es accesible desde x con contrul u, x 1o
1

serd desda x con control -u, Otros aspecios Jde -
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ertos i ctamas son estudiados wor Lobry (7).

2.11.- Obzervacidn : Zn un sistema siméirico accesivili-
dad ¥ zegesivilidad debll eoinciden, con 1o que -

v

LoLenes enunciar i

2.12,- Corelario : Sea S un sistema simdtrico. Si # oos

N 3 ) .
€ y dim § (%) = n para cada x€ i el sistema es
convrolavle.

Uemostracidn ¢ ds counsecuencia de 2.7 y 2.11.

2.13.- Sorolario : 3ea 3 un sistena siméirico. Si Foes
iy T 0
analitica ¥ dim {x ) = n entonces Alx } es -
o
un abierto de K que contliene a x .

Semoniracidn : Zs consecuencia ce 2.8 y 2.11.

3.— Coniiciones suficientes de conirolabilidad para sis-

temas x = f{x} + gz{xIu

n esta seccidn nos ocuparemos de 103 sistenas -
de 1a Forma :

Xx=f(x) Fue (X)) %+ os +ug (x) (2}
11 rr

0 bien en forma matricial :
X = fi{x) & z{x)n
“gon F{x) matriz nx1; g{x), nxr y u, rxl. En general

 estos sistemas no son simétricos. En cambio

3.1.~ Teorema : Sea S un sistema del tipo (2) con f,Z ...
1

o
g € . Siexisteu=(u , «.. ,u }€UT tal -

r Qo 16 ro
que la ccuacidn diTerencial :

x = f{x} + 2(x) n
0

152



almite solucidn periddica en cade punto x de M, el
sigiene S es simétrico.
Demontracidn ¢ Podemos sunoner sin perdida de zene

ralidad que v = 0, ya cue se puwede escribir i
o
x = f{x) ¥+ slxlu = 0(x} + z(zx}u + g{x}{u-u ) =
=f {x}) + g(x} v
o
con f (x) = f{x) + slx}u ¥y v=u—u &€V =0U="u
o o o] o}

(Obsérvese aue Oe V).

!
Sea gg 1s familia de campos de vectores :
f,+t e +
st s eee 3 F 5
1 1 r
v sean A'{x), A{x}, (WA*{x), WA{x)), los conjuntos
accesibles, (debilmente accesibles), desde x median

]
te curvas intezrales de ?; ¥y $ resvectivamente.

1Y war{x) = wal{x). in efecte, por ser
[0, 116 ] = & (e ]
i i
] “1‘ ?r
el dlgebra de Lie, 5, engendrada por la Tanilia ¥y
coincidird con el dlgebra de Lie, 4 , @sociada gl -

sictema 3, 1) se sizue de los teoremas 2.5 y 2.6.

2) A'(x) = WA+{x), Para ello basta demostrar gue la
accesibilidad mediante curvas integrales de ?é es
simdtrica. ¥n efecto si y es accesible desde x en —
un tiempo € wmediznie ia curva integral corresuon-
diente a f que pasa por X, al ser esia periddica es
clare que x serd accesible desde y gsiguiendo la mis

ma curva intemal en el sentido crecienve de T un -
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1

Tionpo T~ £, donde T €5 8l periodo de dicha curva,

ve otra forma ;odenos avanzar en senitido § y senti-
to «f. 5i y us wecesible desde x medicnte curva in-
tegral corvesuondiente a &Q‘,x la sera desde y con
lz corresponiiente g - I y'viceversa. Lueso en -

i

13
cvaleuier cosoe 1n accesivilidad sora % ¢s simdiri

Cav

3} AT(x)C a{x). Pora ello hay aue probar gue pode—
nos zvanoar a lo largo de los curvas integrales de
tz , mediante las de f y fig . Como semin 2) pode-
mo; avanzar en sentido -T y ? g = (fig.) + (-£), -

i
todo se reduce a probar que si pOdeHOD avan a8 en -

las dirccciones de Gos campos cualesquzera h ¥ynh
1
vodemos avancar (localmente) en 1z direccidn h + h .
o 1 2
in efecto, supongamos t = 0 y x{(J) = x . Si nos mo-
o
vemos por A un tiempo t, alcanzamos ¢
1 o o] 2
X=x 4+ h{x }t +£0{t )
1,
si aiora seguimes h un tiempe t, alcanzamos :
2 2

y =x ¢ hz(x)t ¥ O(t } o=

i

2
x + h1(x 1t o+ h2(x + () )% ; C{t )} =
x-t- h(x)+h(x} t + 0{t )

)
luero localmente hemos seguido 1o direceidn h (x )+
o 1

+ h (x ) con lo guo cueda probado 3).

b
Come A'(x}cC WA'(x) y Alx)c WA(x) de 1), 2) y 3)
ge deduce que A{x) = WA{x) y por tanto aue el sis-

tema 3 es simédirico.
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3.2.- Observacidnes : 1} En Brockett (2} se da un caso -

particuliir del teorema anterior. 2) Los periodos de

ias curvas integrales de x = f{x) + z{x)u no tie-
o]

nen Lor que ser iskales, '

3.3.— Corolario ; on 1235 condiciones del teorema 3.1. si
din ¥ (x) = n pura cada x¢ M el sistema (2) es con-
trolable.

Denostracidn : Ls consecuencia de 3.1, y 2.12,

3.4.- Corolario : En las condiciones del teorema 3.1, —-=

o
signdo £, & ,+++4 & @analiticas si dim iy = n,
1 T 0
entonces A{x } 2s un abierto de ¥} cue contiene 3 X .

Demostracidn : s consecuencia de 3.1. y 2.13.
4.- Aplicacidn.-

Aplicaremos los resultados anteriores 21 siste-

na

c oA

X =X

1% | (3)
2n

X = -1 sen 2x - u sen{2% + -=-)-u senf{x - --=)
2 1 1 2 1 1

gue representa el funcionsmiente de un generador ain-
crono ein amoriiguamiento véase (1) y {4}.
1) 3eau =1 ; u=u-=90, E1 sistema se convierte en :
1 2 3
X =X
1 2

X = - gen 2Xx
2 1

n
con puntos singulares en x = + k === ; x = 0, k = 0,1,
1 - 2

2renee
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Por otra parte las curvas intcgrales de dicho sig

tema satisfacen :

x dx = = sen 2x dx
2 2 T 1
¢s decir :
2
x =cos 2x %+ C
2 1

siendo C unz consztante.

Es facil comprobar que las curvas X =4»J1#c052x
. . 5 =

limitan una rezidn R del plano en cuyo interior LI -
' ni . o1
las soluciones de ¥ son curvas periddicas contenidas
n . : 1 _
en K .

M= U M:

n=-od

Andlozamente para u = O; 2 = 1 y u = 0 obtenemos
1 2 3

el sistema @
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20
X = —cen (2% + ——-)
2 1 3

que rresentard una regidn ehierts i, draslacidn de -
2

1a ¥ en un veckor {- J1~,0) e las mionss caracterds
1 3 -
ticas que esta.
Y temuien jara v = uw =90 y u =1 cbiencaes el
: 1 2 3
sistema :
X ==z
1 2
. o
X = =gen (2X - ==}
Z 1 3

gque presentard una regidn abiersa M , traslacidn de -
- [ . .
1=k en un vector (-~—,U), de 1ss wismas caracteris-~

ticas.

2Y Sean f, 2 , £ y & los campos :

(% 0
[ %2
f= . g =
1
o sen 2x
1
O 8]
g = y B =
2 2n 3 2n
gen{2x + —— sen(2x = -——)
1 3 1

Para ellos se obtienen los sisulentes procuctos
-sen 2X

2X cos 2x
2 1
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2T
—non{2x 4 —==}
1 3

{f’gzl ) 2n
2x?cos{2x‘+ —_—

-y
o
Lt
1l

2x cos{2x - ——=)
2 1 3
B ranzo e f! s 32 ’ 553 4 [f !31] ' [f ] 52] L] _f 13 ]

. - 2
2 en cadz punto x e RET.

08
n

3) Cadm "troze" i , ne¢d, de i , i =1, 2, 3, es un
i 2 i

conjunts abierto de Iy or tanto una variecsd éi-

S . .
forencizble £ . In cnda uno e ellos se cunplen las

corditelonze del teorema 3.1. wor 1o nue podenos asegl
n

rer cuvoe a2l sistema {(3) 20 controlable en cuda ¥ . La
i

1 2 3
siszstens er controlundle on L. Teniendo en cuenta las -
trayectorias para u = u = u = O podenos atirnar gue -
1 2 3
el sistema es controlable en la regidn

o - _
2= 1z ,x) E?/-\/ESXS-L\/E}.
1" 2
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