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El objeto de estas notas es dar una breve introduc-
¢idén esquemdtica a un tipo de métodos numérices poco desa-
rrollados cuyo tratamiento no es frecuente en la literatura
Y cuyas ideas fundamentales aparecen algo dispersas e inclu-
so, salvo en algunos trabajos especificos, poco definidas.

Se trata de los métodos basados en e¢sguemas multipasos li-

neales {(MML} de coeficientes variables.

Una causa importante en la motivacidn de tales es-
guemas hay que buscarla en las limitaciones de los esgquemas

multipasos lineales de coeficientes constantes, basados en

operadores lineales Ly definidos por

(1) L, [y]ee ;

d 3
3t y(t+im], uj,Bj constantes

. ihi-hp.
[bj y{t+ih} 83

Il =~

g

al aplicarlos a la integracifn numérica del problema de valor

inicial {PVI)
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jel]
i<

= £{t,y), t ¢ [0,7]
(2)

yi0) =y, , £:[0,7] xrS>R°

con solucién Gnica. FEl operador (1} aplicado al PVI (2} con
pasc de integracidn constante h > { produce la ecuacidn en di-

ferencias finitas

(3)

I e

aj n+Jj
0 i

donde tn:=nh, ¥ aproxima los valores y({t+3h}, £

= f(tn+j’yn+j

para determinar los valores V., Yise«-:¥ la fdrmula (3}
b k-1

n+3i n+j:
), v si se dispone de un "starting procedure”

puede aplicarse para generar una sucesidn [inita {yn}N gue

' o
aproxima a la solucidn exacta yit} del PVI (2) en los pun-
tos de la red tn= nh, n=0{1)N,

Bajoc condiciones adecuadas {V.G. Hall and J.M.

2
en el gentid

Watt) se consigus gonvergencis o de que

(4} lim y_=y{t) , t<[0,T] para todo PVI (2} de una
h+0
nh=t

clase (general) dada, guedandc caracterizada esta exigencia

analiticamente imprescindible mediante el slogan general
{5} CONVERGENCIA = CONSISTENCIA + ESTABILIDAD

Por una parte, consistencia equivale a orden EZ i,

‘estande caracterizado orden p por las condiciones

(6)

X r-1 r-2
D E a, = {r-1} 3 g.] =0, r=3il)p

gue traducen el hécho de integrar exactamente las funciones
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l,t,...,tp {es decir, la fOrmula ML(3}, comr valores
y, ¥= 0{i}k-1 exactos, integra sin error de discretiza-
ciédn los PVI(2) cuyas scluciones son polinomios algebrai-

cos de grado £ p}.

¥ por otra parte, el concepto de estabilidad reco

gido en {5) eguivale a la condicién de las raices de Dahlguist,

la cual se define exigiendo de las raices f; 1=1(1)k de

k .
la ecuacidén p(g):= } aj td=0 que cumplan las condiciones
- J=G

i} |g1[ | 1= 1(1)k ,
(7)
ii) |q1| <1 si ¢, es mltiple.

El principal efecto del teorema fundamental de con-
vergencia es delimitar las f&8rmulas (3) de interés, elimi-
nando cualgquier MML gue no satisfaga estas dos condiciones
de consistencia vy estabilidad. Es natural, ademis, tratar
de conseguir grden de precisidén elevado dentro de la clase
de MML convergentes, siendo bien conocido el hecho de gue

el orden méximo aicanzable de un MML de k pasos estable es

k+2 con k par- (métodos estables optimales}).

Sin embarge, el teorema de convergencia no garanti-

za gue un MML consistente y estable d€ resultados numéricos
satisfactorios al computar con h fijo; ni tampoco ayuda a
elegir un valor’hcon el gue se puedan esperar resultadeos
aceptables para un PVI dado. Para responder a esta cuestién

se han desarrollado teorias de estabilidad débil, c¢ondicional,

numérica, etc. por diversos autores (T.E. Hull, H. Brunner,).
En particular, es interesante constatar gue los métodos es-
tables optimales presentan inestabilidad 4&bil (lo cual se
comprende ficilwmente pues todas las raices de la ecuacidn

caracteristica son de médule 1}.

Perc las dificultades no siempre dependen del méto-

do numérico, sino gue a veces proceden de la naturaleza del



PVI: por ejemplo, un compeortamiento "stiff*" caracterizado
fundamentalmente por una razdnde "stiffness” local
{V.G. Hall and J.M. Watt)

(8) S{t):= max |Re xi|/ min IRe A.| »> 1
i=i({l}s i=i{l)s
donde li i=1(1)s son los autcovalores de %5 . La mayor

dificultad que surge al intentar obtener una aproximacidn
numérica a la solucidn y{t} de un problema "stiff" es la

inestabilidad numérica. Para conseguir estabilidad absoluta

es necesaric usar un pasoc h tal que cada valor hhi i=1l{l}s
pertenezca al interior de 1la regidn de estabilidad absoluta
del mitodo numérico; para métodos con reglones d¢ estabili-
dad absoluta acotada el paso h gueda asi restringido al orx-

den de magnitud de min |Re li|_l, y como el intervalo de
i=1{l)s '

integracidn puede exceder al valor max | Re Ai1_l el nf
i=1{1l})s

.mero de pasos de integracidn requerido puede ser muy grande,
comparable a la "razon de stiffness” del sistema, lo cual
hace que el ciliculo resulte prohibitivamente caro, pues va-
tores de S{t) del orden de 10° son frecuentes en problemas
de c¢in&tica de reacciones quimicas, reactores nucleares, con
trol de procesos, teoria de circuites, etc. Para vencer es
ta limitacidn de estabilidad sobre el paso h se ha deseado
disponer de métodos numéricos gque posean reglones de estabi
lidad infinitas: por ejemplo, métodos A-estables (Dahlguist,
1963) para integracifn numérica de problemas "stiff" local-
mente estables. Sin embargo, A-estakilidad es un concepteo
demaéiado restrictive, ya gue ningfin MML explicito puede ser
A-estable y el orden de un MML A-estable es £ 2 (siendo

la regla trapezoidal la Gnica férmula A-estable de orden 2);
por ello, se suaviza la exigencia introduciendo métodos
Ala)-estaples (Widlund, 1967), stiff-estables (Gear 1%71;
Jeltsch, 1976), o B-estables (Bickart y Rubin, 1974y
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Si se tiene en cuenta gue los dos criterios tebri-
ces fundamentales aplicados a lz validacidn de métcodos nu

méricos son medida de la precisitn y tamafio de las regicones

de estabilidad, ambos ponderados por el nlmero de evalua-

ciones de funcidn, vy si se considera gque el objetivo final
a alcanzar con un algoritmo de integracién automftica es

conseguir un paso h tan largo como sea posible al minimo

costo posible dentro de un margen de error preestablecido,

se comprenderd que, junte a los problemas “stiff”, aparezcan
otros tipos de problemas limitando la aplicabilidad de MML
con coeficientes constantes y sugiriendo la necesidad de nug
vos métodos. Por ejemplo, muchos problemas de tipo osci-
latoric {cdlculo de &rbitas, oscilaciones amortiguadas, teo
ria de la senal, etc.}) deben ser integrados sobre largos pe
riodos de tiempo, siendo imprescindible para ello disponer

de métodos precisos gue admitan leongitud de pasoc grande.

Los métodos en diferencias finitas clésicos para la
integracidn numérica de PVI {2) se basan en aproximacidn
pelindémica y, por consiguiente, integran exactamente poli-
nomiocs algebraices de un orden daao. Pero cuando se apli-
can a problemas oscilatorios, gue tienen soluciones no poli
némicas, resultan iInestabilidades numéricas; concretamente,
si uno de los métodos clédsicos de 4% & 5% orden se emplean
para la integracién del movimiento keplerianc circular los
puntos resultantes espiralan hacia afuera a partir de la

Orbita circular exacta.

Estos y otros hechos han llevado a diversos autores
4 la necesidad de construir métodos eficientes para el tra-
tamiento numérico de problemas “"stiff" y oscilatories, en-
tre otros. Por lo gue respecta a MML, ha habido varios in-

tentos de construccifn y andlisis de férmulas MML con CV

(3} o aj(h} Yoeg = h ; Bj(h) fn+j

Il %

j G

ol
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donde los coeficientes variables aj,Bj dependen de la lon-
gitud de paso h a través de un producto Mh con A pardmetro
real, o a través de tn= nh. A continuacidn vamos a comentar
brevemente aguellos trabajos gue, a nuestro juicio, han su-

puesto una aportacién definitiva a la teoria de MML con CV.
Entre los diversos aspectos que se pueden resaltar
en £l andlisis de MML con CV nos vamos a fijar especialmen-

te en tres conceptos fundamentales:

1} DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES, ligado con la idea de

modificacidn de MML con CC.

2} ORDEN de precisidn, estrechamente relacionado con inte-

gracidn exacta de funciones.

3} ESTABRILIDAPD en conexidn con la condicidén de las raices

utilizada.

Probablemente, el antecedente mis remoto de las
ideas gue agul se pretende resaltar hay gue buscarle en el
articule de W. GAUTSCHI {1961}, donde se especifican métodos
trigonométricos Adams-Bashforth y Adams-Moulton hasta cua-

tro pasos, dando los coeficientes como series de potencias
de un pardmetro real v; cuando v~ 0, se obtienen los co-
rrespondientes MML con CC. La aportacidn tedfica mis impo-
tante consiste en un teorema donde da condiciones suficientes
para la existencia de métodos trigonomftricos que integran
exactamente polinomics de Fourier (con frecuencias mfiltiplos
enteros de una frecuencia fundamental). Gautschi define
orden 2n como integracidn exacta de las funciones 1,

cos wk,..., cos nwt, sen wt,..., sen nwt., Muestra algu-

nas aplicaciones numéricas y observa gue el periodo T = 2n/w
puede ser sobreestimado, o subestimade hasta un cierto

T, <« T, produciendo menor error absoluto que c¢on los corres-
pondientes MML con CC.
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Motivado por su aplicacidn a problemas de Mecanica
Celeste, D.G. BETTIS (1%70) modifica los MML de CC cldzi-
cos para integrar exactamente productos de polinomios alge-
braicos y polinomios de Fourier. Para obtener los "métodos
modificados" parte de los coeficientes constantes cldsicos
y s8lo varia los dos @ltimos. En estos trabajos Bettis de-
sarrolla "métodos modificados" tipo Adams-Bashforth y
Adams-Moulton con n pasos, dando exprgsiones compactas para
n = 2,3 y un algoritmo recurrente para h arbitrario. EIl

orden N, N par, para las fdrmulas modificadas de Bettis

{10)

Il bt o

B

o j fn+i—j' i=1 implicita, 1i=0 explicita

Yoe1 ~ yn:j

corresponde a integracién exacta de las funciones tPcos vt,
tP sen vt, p = 0(1) N/2. Se hace aplicacidn a cdlculo nu-
mérico de d8rbitas, observando que estas fSrmulas admiten pa-
50 h mayor de lo habitual en MML con CC. Al efecto gue pro-
ducen en este tipo de problemas, comparando con los resulta-
dos dados por MML con CC, Bettis le denomina "estabilizacidén®.
Lag ideas de Bettis han sido desarrolladas posteriormente

por C. Simd (1%77) y J.M. Correas v colabeoradores (1977, 1979},

éntre otros.

Desde un puntce de vista mis tedrico, M. MAKELA {1970}
considera MML con CV (9} donde-aj(h) = ay +h aj(h} con oy
constantes y las funciones aj(hl, Bj(h) son gcotadas. Esta-
blece un tecrema de existencia de MML desde un planteamiento
interpolatorio. En cuanto al crden, considera espacics de po-
linomics algebricos y funciones trigonométricas equiparan-
do orden con grado de precisién. En su trabajo, Mikela hace
un andlisis de convergencia, generalizando la condicidn de
consistencia pero conservande la condicién de las raices de

Dahlquist.

Varios autores, W. LINIGER v_R.A. WILLOUGHBY (13%70),
G. BJUREL (1972), P.J. van der HOUWEN {1977} han propuesto
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métodos exponencialmente adaptados para obtener propiedades

de estabilidad adecuadas para ecuacicnes diferenciales
"stiff". ©Por otra parte, con frecuencia es conveniente
clasificar los mé&todos de acuerdo con las clases de pro-
blemas que integran exactamente; esto conduce a resultados
Gtiles, como muestran T. LYCHE (1872), y M. MAKELA ,

Q. NEVANLINNA y A.H. SIPILA (1974). Estos introducen una

manera sistemdtica de construir MML gque integran exactamente
problemas con:'soluciones en espacios Ars::{tj elit1j= 0(l)r,
Aiz R, i=1(l})s;. La construccién proporciona los coefi-
cientes aj(h), Bj{h) explicitamente y un medic para probar
convergencia v estudiar el efecto de adaptacifn exponen-
cial sobre las regiones de estabilidad de 'Jos métodos. Se
basan en interpolacidén de Hermite-Birkhoff generalizada,
pero se restringen a valores reiles de Xi porque las propie-
dades de interpolacién HB compleja no son suficientemente

conocidas.

J.D. LAMBERT (1970) considera MML basados en fdrmulas

(11}

=

k
. ()] , = . +h b, (£)]f_,.
, [aj+h aj(tily  i=h jZo[BJJr 5 )] n+3

]
donde aj, bj son. funciones especificadas por la ecuacifn
diferencial particular considerada. De este modo es posi-
ble controclar las caracteristicas de estabilidad débil del

método. Lambert define orden p del operador Lh[y](t):=

k
=7 Ex.y(t+ﬁﬂ—h B.fi-yﬂz+jh[1 y orden r del operador Mh[Y](t):=
=0 J j dt _—
k
= 7 [a.(t) y{t+jh} -h b_{¢t)
§=0 ] ]

bitual, y orden de la f£&6rmula (11) como min {p,r+l}. El

g% y(t+jh)] en la forma ha-

método resulta ser consistente siy sblosiorden 2 1, y el
operador L+ hM es estable si L es estable. En estas condi-

ciones prueba el teorema fundamental CONVERGENCIA = ESTABI-
LIDAD + CONSISTENCIA. En este articulc, Lambert considera

-
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A

la subclase de MML (11) con aj(t) = 4. glt), bj(t) =
af

= Bj gf{t} con aj, Bj constantes, q{t) = - 53 aplicades
inicamente al PVI (2) escalar, resultando esta eleccifn con
dicién necesaria para controlar el efecto de inestabilidad
débil. De este modo logra superar la barrera de inestabi-
lidad d&bil asociada con los MML clasicos estables optima-
les y obtiene versicones estabilizadas en los casos k=2,
k=4. Es importante destacar aqui que en este trabajo de
Lambert aparece viclada por pfimera vez en la literatura,
aungque no de manera explicita,la condicidn de las raices de

Dahlguist en el sentido de MML con coeficientes constantes,

. §.T. SIGURDSSON {(1973) realiza en su tesis el tra-

bajo indudablemente mds completo gue existe en la literatu-
ra sobre MML con coeficientes variables. Considera la clase

{k,s) - MML con coeficientes matriciales variables

{r} . r.r _
h Qn:lyn+j -

j ;
{12) a.I+ a.
j=Q J r=1 3

r=1

r By bGr) constantes reales, Q, ma-

= h 15( B I+5§l p{T) BT of £
- j¥0 J L j n|l n+j

con o, =1, a., a!r]
ok 3" 73
triz Nx N real o compleja. Tales f&rmulas pueden interpre-
tarse para cada n como combinacicones lineales con coeficien-

tes matriciales de s+ 1 MML con coeficientes constantes, y

presentan la posibilidad de adaptacifn al PVI (2) en el sen-

tido de que si o, se elige como una aproximacién a - %% (tn,yn)

se puede lograr que la norma |{f || sea peguena.

] n+j‘+Qn Yn+j
Sigurdsson define orden p de una f6rmula {12) como

5
(13) 5 nTt L) [y(t),h]“ = o(P*Yy  cuando n -+ 0,
r=0
donde L(O)Ey(t) }ﬂ: = E [& yv{t+jh} -h B fl—y(t+jh)]
. . i0 B j at
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=

_ g -
L) [y () ,0] - =j§ [ajgr) y (£+9h) _hbjt_r) Fp vit+im]

r = 1{(l)s-1

]@S) yit+gmy]

L) [yoey,nj: = ; [a
j=0
siendo el concepto de orden independiente de 1la eleccién
hecha para la matriz Q- Sigurdsson mantiene el clésico
resultado de convergencia a base de CONSISTENCIA = ORDEN p
y mantener la misma CONDICION DE LAS RAICES de Dahlguist.
No obstante, como generalizacitn del trabajo de Lambert

{(1970), introduce la condicién de estabilizacidén

. _ _
(14) § o) yIFP w3720, r=1(1)s, q=0(1}m, -1, i=2(1)1
j=q ¢ 3 7 *

(D} {r} {x) {r-1} R
g, oyt =l b , r=1{1)s, j=0(1}k
donde Yj a] Y5 a] + 5 r=1{1}s, j=0(1}

1 me
{x-1} T {x~xi) 1 esel primer polinomio caracteris

T="
=<

Y p )

tico del MMIL.

Esta condicién de estabilizacidn tiene como consecuen
cia el hecho de gue el orden miximo alcanzable para un
{k,s) - MML (12) gue satisface (14} es 2s. E1l andlisis de

Sigurdsson se basa fundamentalmente en el concepto de

A -estabilidad que introduce en relacidn con el PVI

(15} y' = Alt)y, y(0} = y,, donde
(16) la® -amtic L -], wae)] S -a<o, Ee 20
@, L, constantes, y norma logaritmica asociada a || 1R

y prueba gue si un MML (12) cumple la condicifn de estabi-

lidad ﬁl4) se pueden obtener acotaciones del tipo

iy
- _ W
(173 |tynE[5 K méﬂlyj1|e anh 0 _9p,1,.., &, K const.

130



significativas vilidas para todo h > 0. Desafortunadamen-
te, no puede establecer gque cualguier clase general de MML

{12) sea tcoctalmente A, -estable ni conseguir condiciones su-

ficientes sobre h para que {17} sea vAlido en términos de las
constantes a4, L _ solamente; pero con hipStesis adicionales

i+ i . i 3
sobre u[(-1)" 1 A)], i=2(L)s, v ||aert]], i=1(1)s se

pueden obtener condicicnes de este tipo.

J.M. CORREAS ¥y colaboradores han estudiado, a par-
tir de 1977, MML con coeficientes variables gue responden a

la férmula

(18) a; ) Ypeg = b donde A:=vh, h>0,

(AN E
; By,

+5

it~
il 1

0 o

3 i
v real, aj, Bj:fp,T] + € son funciones acotadas continuas

en O+. La finalidad primordial de las férmulas (1B} estudia
das hasta ahora es tratar numéricamente clertos tipos de
problemas antes menciconados (stiff, oscilatorios) consiguien-
do mejor  “adaptacién” gque con los MML clisiceos de coeficien-
tes constantes. En particular, se pone el é&nfasis en el
concepto de integracidn exacta de funciones ¢n(t,k} tales

gque lim ¢n(t,k) = c, t?  con <, constantes. Desde luego,

. A0 . .

1ntegr3016n exacta de ¢n n = 0{l)p implica orden p en el
sentido habitual. Consistencia equivale a integracifn exac-
ta de ¢, v ¢:, y estabilidad equivale a la siguiente condi-

cidn de las raices: Las raices ¢, de p{C}-vh olg) = 0,

| b1

k . X
donde plg):= ) ay zd, o(g):= Bj ¢), cumplen para
j=0

j=0
algn Yy e C, h, > 0 @

< ;\lh

(19) 1 |z} T e , -he [0,h], A, const.

2y e, <1 si £, es mGltiple.
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De este modo, se sigue teniende el teorema fundamen
tal CONVERGENCIA = CONSISTENCIA+ ESTABILIDAD, obteniendo
diversas ventajas con relacién a MML de coeficientes cons-
tantes. Mencionaremos brevemente algunas conclusiones ge-
nerales sobre los principales resultados obtenidos: En pri-
mer lugar, la clase de fdrmulas MML de interés (coﬁvergentes)
aumenta debido -a que la condicién (19) es mds débil gue la con
dicién de las raices de Dahlguist. En segundo lugar, los re-
sultados de Bettis (1970) han sido sistematizados y genera-
lizados, llegando a caracterizar las f6rmulas MML {(18) me-

diante sistemas de ecuaciones linsales

(20)

i o1

jy{h
[ey - ¥yh 65] V1% = ¢

j=0

Il e 5

5 agmryh 8 - (213772 pJe¥M1" = o,
r=2(l}Pl ’

1=1{1)w

que conducen a un algoritmo computacionalmente mds eficiente,
También se han caracterizado como problemas de interpolaci6n
racional de Hermite o como inteqracidn exacta de funciones

m ut
t e cos vt, tm EUt

sen vt, m=0{(1l}p, u, v reales arbitra-
rios, lo gue ha permitido una interpretacidn més ¢élara de los
efectos de "adaptacifin" y "moedificacifn" de MML. Finalmente,
en relacifén con las propiedades de estabilidad numérica, hay

que seflalar el aumento de las regiones de estabilidad absoclu-

ta gque se consigue con MML {18) para valores adecuados del

parimetro A, asi como el efecto de estabilizacidn logrado

a través de la condicidn de las raices (19) ya gue a partir
de un MML (18) con una regisn R de estabilidad relativa per-
mite construir explicitamente en MML (18} con una regién
~de estabilidad abscluta que es la transformada de R por una
traslacidn. En la actualidad se sique trabajando en varias

direcciones.

i
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A continuacidn se incluyen las referencias citadas
en el texto, algunas fundamentales y otras gue parecen las
mis significativas dentro de cada linea de trabajo directa-

mente relaciconada con las ideas agqui expuestas.
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