Pub. Mat. UAB

Ne 12 Juny 19739

LA MONQDROMIA DE PICARD-LEFSCHETZ EN EL ESTUDIO DE LAS

SINGULARIDADES COMPLEJAS.

V. NAVARRO AZNAR

INTRODUCCION

Los puntos singularess si blen han estade siempre
presentes . en el desarrcllo de la geometria, su estudio ha
estado, hasta muy recientemente, fundamentalmente reducido
a un Unico problema:; cdémo hacer para dejar de estudiarlos.
En efecto, 16 que se buscaba con mds ahinco no era conocer
y entender los puntos singulares, sino hacer todo lo posi~
ble por evitarlos. El motive bien evidente de ellc estaba
en el punto de vista birracional de la gecmetria y en el
escaso interés gue vor el tema tenian otras ramas de las
matemdticas. Desde hace unos veinte anos el panorama ha
cambiado notablemente y la aparicidn del punte de vista
birregular en geometria, el estudio de interacciones ele-
mentales en fisica-matewdtica, el descubrimiento de estrue-
turas exéticas en geometria diferencial y de variedades no
diferenciables en topologia han sido algunas de las motiva-
ciones gque impulsaron el estudio de las singularidades, de
manera qﬁe en la actualidad, habiendo tomado entidad pro-
piz, son objeto de enorme interés.

En esta exposicidén intentard mostrar una bella
forma, a mi entender, de clasificar los puntos singulares
aislados de hipersuperficie compleja que, hasada en la
nocién de tipo topoldgico, permite clasificerlos mediante
su minero de Milnor y su forma de Seifert, de manera que

-singularidades con distinto ndmerce de Milnor son de
distinto tipo topolégico;
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-sélo hay un mimerc finito de singularidades de dis—
tinto tipo topoldgico cen igual mimero de Milnor;
¥ Tinalmente

-singuiaridades con igual mimero de Milner son del
mismo tipo topoldgico si sus formas de Seifert son
iguales.

Este resultado constituird el eje centrsl de la
narracidn que decearia fuera tan agradable para el lector
como agradable ec pare mi este . tema.

El texto gue sigue.es una versidn sensiblemente
revisada del que hublera servido de base para la conferen—
cie que pronunecié el 6.4.78 en la Urniversidzd de Barcelona
dentro del Seminario Farcelona de Matemdticas.

1. TIPO TOPOLOGICO

$1 consideramos dos gérmenes de subconjuntce ana-
iftieco, (X,x) ¥ (X’,x’), la nocidn mds immediata de equiva-
lencia es la analfties, gue se expresa en la

Definicién: Dos gérmenes de subconjunto aralitice, {X,x) ¥y
{X*,x*}, son analiticamente_equivalentes si sus anillos
loceles, QX,X v QX?,X’ , son C-isomorfos.

No obstante, se observa que esta definicidn ori-
gina un criterio excesivamerte fino de equivalencisz, de
forma que singularidades “aparentemente" iguales son anali-
ticamente distintas, por ejemplo el germen (Xa,O), zeC, de
ecuacidn local x4+ax2y2+y4 =0 en C°, que ﬁara todc asC
corresponde a la interseccidén de cuatro rectas en el origen
anzliticamente dependé_del pardmetre a, de forma gue si
a £ a’ seria Xa Z Xa, , 8in embarge parece natural intentar
en una primera clasificacidn considerarlas como una dnica
singularidad. De hecho la Imagen gue se pretende seguir es
ls correspondiente 2 las superficies de Riemann: primerc

clasificarlas teopoidgicamente segin el género, despuéds ya
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ze resolverd el provlems de la equivalencia conflorme (pro-
blema de los mdédulosn) para cads género.

Enterdida asi la cuestidn la clasificascidn greo-
sera que se busca puede ottenerse, en el casce de hipersu-
perficies, basdndose en la siguiente

Definieidrn: Sean (X,0) y {(X',0) dos gérmenes de Lipersuper—
ficie de igual dime:cidn., Tiremos que tieren mismo tipo
topeldgico si exister representantes locales
(x,00c(¢™1,0), (z’,0) (P!
morfismo (¢¥1,%,0) 5 (¢

s0) ¥ wi germen de homeo-
JX',0).

Adungue esta definicidén no requiere que las singu-
laridades sean aisladas, en 1o sucesive nes ccuparemos
exclugsivamente de este caso por ser los resuitados entonces
mucto mgs fdciles y completos. Asi pues, empezard citande
este criterio

Leme: Sea (X,0) un germen de hipersuperficie en Cn+1,,sea

£=0 unz ecuscidn loecal de (%,0) y sea %(f):LDTf,D2f,..,anl
Entonces (X,0) presenta a 1o sumo uns singularidad aislads

en el Origeﬁ gii B+

€ ur)

dim es finita.

Comc puede observarse fdcilmpente esta dimensidn
no depende de la ecuacidn local de (X,0) escogide y permite
RS
Definicién: Se llams mimero de Milnor de (X,C), p{X), a la
dimensidn sobre € de

9n+‘l__

¥ir)

Con esta nomenclaturz se tiene, de forma trivial:

un germen (X,0) es regular sii su ndmero de Milnor es cero,
eriterio dste que serd de wtilided mds adelante; y un ger—

men (X,C) presenta 2 lo sumo una singularided aislada en el
origen sii su ndmerc de Milnor es finito.

Ejemplo: Procuraré en lo que sigue ir mostrande todos los
conceptos que vaya introduciendo sobre un caso concreto,
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serd éste el de la serie de singularidades cuspidales, Aps
m+1, 2

gque admiten como ecuscidn local 2o +x1+...+x§ = 0, paru
éstas venos facilmente, aplicando la definicidn, que su
avmero de Milnor es m,

Acabowmos de asocizr a un germen coir singularidad
aislada un ndmerc natural, ahora vemos a asociarle un nudo
er codimensidn dos que permite una buens representucidn
topoldgica de la singuiaridad, es édsta
Teorema de egtructura cdénmica 1 (ver [33]}: Sea (X,0) un
germen de hipersuperficie en ®n+1 con singularidad aislada,
¥ sea V un representante de (X,0) en un entorno abierto U

del origen. Entonces existe un e£>0 tal que:

1) B, = {xe€™'; Yzl efcu
it) S, = {xs€n+1; ]2 = €} corta a Vv en una subvavie-
dad (2n-1)-dimensional, (n-2)-conexa, K, .

_ aghce

iii) el gar (BC,Vrﬁﬁa) es homeororfo al cono (Ss’Ka)'

iv) si e»’>0 los pares (S_,K ) ¥y (S_,,K_,) son
difectbpicos, g la clase de diTeotopiz de esios
nudes se 1llazme el nude del germer {X,0).

Asi se tilene que dos gérmenes son del mismo tipe
topoldgico =il sus mados son equivalentes.

Ejemplo: Coniinuando con la serie Am vanos a considerar
ahora s6lo n=1, esto es singularidades de curvzs planss,
pues precisamente fue con el estudio topoldgico de estas
singularidades por Brauner [5], Burau [10], [11], y Kahler
[231, como se inicid el método que acabamos de citar de los
nudos. Por consiguiente las singularidades a considerar

2 =0 en 62, pero ahora ne

son las de ecuacidn local xT+y
ee dificil comprobsr que proyectande estdéreograficamente la
53 sobre R3, el enlazado (53,K) es precisamente, si m es
-impzr, el bien conoeido nudo tdrico {2,m), ¥y si m es par,
dos circunferencias sin nudos enlazadas con mimero de enla-
ce m/2 (ver fig. 1} '
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Figura 1

2. LA FIBRACION DE MILNOE

"En. este gpartado vamos a introducir una estruc-
tura sobre el nvudo (Sa’K) anterior, la fibracidn de Milnor,
que desempeﬁa un papel esencial en la clasificacién de
gérmenes basade en el tipo topoldgico.

Histdéricamente, la estructura a laz que e refiero
se derivé del métode de las seccliones hiperplanes qie
S. Lefschetz [30] introdujo en su estudio de la topologia
de las variedades proyeciivas. Empezaré explicende cémo se
entiende shora este rétodo, sin entrar en detalles.

Sea Y una variedad compleja lisa de dimensidn n+i
y £+ Y » € una funcién holomorfa, propia y con un numero
finito a,,...,2, de puntos criticos, no degeneradoes (u=1),
¥ con valores critices distintos b?"“’br respeclivamente.
Tomando un &>0 suficientemente pegquenc los discos
Dy = { 2e€; iz—bjl £ 8}, 15 g r, serdn disjuntos dos a
dos, sea entonces w_ (1) = b.+6e2nlt, Og t¢ 1, ¥ sea vy un
camino chen_ev{b1,...,br} wiiendo un punto base
zoac-[b1,...,br} con b +6. Llamaremos entonces a

un camino elemenizal en torno a b., y 2 su clase de homo-
topia en n1(cﬁfb1,.,.,br}, zo) lz notaremos fj'

Con estas hipdtesis y notacicnes el resuliado de
ILefschetz és éste
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Teorems 2 {wver [30], [15], [271):
) . -1
iy g0 ¥t o0 » 6B, ) es un
fibrado Cm)]ocalmente'trivial, ¥ por ianto
todag sus fibras sor difecmorfas.

ii) ei P = f-?(z

0}, la aplicacién

Hi(F,Z) - Hi(Y;Z)

es biyectiva si i<n, y exhaustivs si i=n.

iii) existe para cada close ﬁj’ s 1€ r, un
cicio sjeHn(F,Z), de manera que

Nic(H (F,2) ~ H (Y,2)) = [s4s+.2,5,]

a este ndeclec se le liama el grupe de ciclos
evanescentes.

En el apartado 3 cocmpletaremos estos resuliados
viendo como los ciclos evanescentes Sj permiten el cdiculo
de 1a monodromia de Picard-Tefschetz.

Volvamos ahoira a considerar un germen {X,0) de
hipersuperficie en Cn+1 con gingularidad aisliada, si f=0
es una ecuacidn local de (X,0} definida en un entorno
abierto U de O en €n+1

Unico punto critico en 0, escogiendo U adscuadamente. Asdi

, la aplicacidn f: U -+ € presents un

tenemog una situacidn parecida a la anterior pero en la que
generalmenie, ni f es propia ni el punfo eriticc es no de-
generado. La counstruccidn que en ecte case realiza Milnor
es le siguiente: considerando el nudo (Se’K} define

o 1
¢ S~k =~ S

X - f(x}/IE ()|

¥ entences obtiene el giguiente resultzde:
Teorema 3 {Milnor [33]):
i} si £»0 es suficientemente pequeﬁo, ¢ es un fibrado

Coalocalmente trivialﬂ
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it) F =9 (i)} es el interior de una variedsd 4iferon—
ciable con borde, In-dimencicnal, y cuyoe borde es
precisemente K.

i11) H;(F,2) = 0, si ifn.
iv]) si y eg el nimero de Milnor de (X,0) entoneces
ﬁn(F,Z} es libre de rango u.
v} si £’ es otra ecuzecidn loecwl de (X,0) y si £'>0 es
sufiecientemente pequeﬁo para gue ¢’ cumpla i},
entonces los fibrades 9 ¥ @' son diferenciableuwente

equivalentes.

Al fibrado que define el teoremn ze le llams
fibracidn de Milnor del germen (X,0), ¥ & su fibra tipica

P, la fibrs de Milnor deli germern (X,0).

Ejemplo: Para la serie Am: xm+1+y2 = 0 henos visto anterior

mente que p=m, y que K era ¢l enlazado (2,m), gsi es fdcil
dar un buen modelc de la fibra de Milnor P, ver fig. 2:

e,

Figura 2

Existe otre construccidn, también de Milnor, que
define una fibracidn equivalente a la anterior, y a la cual
me referire en el apartado 4, es data:
ni1 '

YT dali< of, 1y = {mee, el <),

L _ 5 * _ =1, % .
Ty = Ty {G} , ¥ notemos XE,? = B_NE '(Tg) , entonces si

£,7 son convenientemente escogidos,

sed Bﬁ.z {zac

* *
f. Ke,’? ind Tq
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es un fitraco € loczlimente trivial, e isomorfo al del

tecrem: .. ver fig. 3:

J

Figura 3

a2 importancia de la fibvracidn de Milnor con res-
pecto a la clasificecidn que prevendo expener, estd en que
a partir de ella se obtiene este
Teorena 4 (ver [1], [287): Sean (X,0} y (X’,0} gérmeries de
hipersuperficie en Cn+1 del mismo tipo topoldgico, entonces
i} (X,0) es regular sii (X',0) es regular, i.e.
p(X¥=0 sii p(x’)=0;
ii} (X,0) posee un punie singuizr aislado en el origen

sii (X',0) lo pesee; ¥y en este caso

it} p(X) = u(X).

Con este resultade vemos que el nudmero de Milnor
es un buer indicador del tipo topoldgico de lz singularidad;
que tambidn ez un cdémodo indicador resulta del aiguiente
teorema, conjelurade por R. Thom, ¥y que jusiifica, en par-
te, la introduccidn misma del concepto tipo topoldgico.
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Teoremz 5 (Pukuds [15]): Sdlo hay un mimero finito de tipos
topeldgicos distintos de gérmeres de hipersuperficie ceon

sirgulm-idsd sislads, gue posean el misme nimers de Milror.

Antes de dejsr este apartadec guierc comentsr qué
otra exigencia deberis cumplir la clasificzcidn basada en
el tipe topoldgicc pare ser una muy buena clasificacidn.
Aungue, en el apzrtado Y haré otras precisiocnes, me 1limito
ahora 3 Iz multiplicidad, en efecto, hasta el nmomento n
habtia habvlado de la multiplicidad del gerwen {X,0), m{Xj,
atin cuando estd claro gue es un irportante invarisnie sna-
1itico, recuérdese que w(X)=1 sii (X,0) es regular. Ia
razén de este olvido estd en gue la mulitinlicidad no es un
buen indiéador, ni eiquiers anslitico, basta pensar en la
serie A xm+1+y2 = 0, toda ella de multiplicidad 2. Ahora
bien, lo gque si serisz muy de desear es cue la clasificacién
topoldgica que qstamos prorugnandoe fuers compstibvle con 1la
multiplieidad, esto es, desearismos tener unz resvuests
pesitiva a la

Preguntz {Zariski, [46]): 3i (X,0) vy {X*,0} son gdrrenes de
hipersuperficie del mismo tipo topoldgico ¢es m(X) = m(X")?

En el apartado S se dard una tabls sobre la cual
yuede verse que dichs pregunta es cierta si p g 10. Pero
una forms de atzque general a este prublemi., parece gue
debe estzsr basada en la fibrucidn de Milnor de (X, 0). en

especial seria muy interesante uns respuestz positiva a la

Pregunta: Si {X,0) y (X',0) son gzérmenres de hipersuperficie
del mismo tipo topoldgico ;son sus fibraciones de Milnor
honeomériicemente equivalentes?

Efectivamernte esto es asi en todos los casos gue
corozce, ver en especial [24] y (29]), y resultaria por los
resultados de [24] de esta Gltima

Pregunta: Sea (X,0) un germen de hipersuperficie con sin-
gularidad aislada ;existe un germen de hipersuperficie
{X’,0)} del mismo tipo topoldégico que (X,0}, y que admita
una ecuacidn loczl f=0, con { un polinomioc real?
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Como ya he mencionedo, estas dos Ultimas pregun-
ta3s admiten respuesta afirmativa si n=1 (casc de curvas
planas), en todas las formes normales de (3], ¥ en todas
las familias a p constante gue sean guasi-homogeness.

3. MONODROMIA

41 disponer ahors de la fibracidn de Wilnor asco-
ciada al germen (X,0). podemos obtener una informacién
todavia mayor si consideramos la monodromia de dicha fibra-
cidn. Reccrdemos que dada una fibracidn $: E - B, se pueden
levantar los caminos truzados scobre la base B en caminos
sobre el espacio total E, de forma gque =z csminos hométopos
en B corresponden caminos homéionos en E, en'particular 51
consideramos caminos cerrados en B con punito hase b, obten—
dremos homeomorfismos de la fibra Fb’ ¥ ccmo & una clase
de homoiopia en ni{B,b) corresponde una clase de homeomor-—
fismoﬁhomotopos en Fb’ resulta en definitiva uvn morfismo

By (Bb) - man(E, (By,2))

a esta aplicacidn se le llama lz monodromia de la fibracidn,
¥ a su imagen se le llama el grupo de ronodronia de la
fibracidn.

En el caso de la fibracidn de Lefschetz, esta
monodromia, por tener su origen en Picard [37] recibe el
nombre de Monodromis de Picard-lefschetz, y estd explicita-
mente determinada en el siguiente
Teorema & (FPérmulas de Picard-Iefschetz, ver {371, [30],
151, [27]): Con las hipétesis y notaciones del teorema 2,
la monodromiaz de la fibracidn f hace corresponder z cada
clase ,Fjsnl(c_{b1”"’bn}) el automorfismo hju dg H*(F,Z}
definidc por

h. = id sai g/n
ig a#

ni{n-1

hj’n(YJ = y—(-1) . cy,sj>sj

46 ' , yeH (F,2) .
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En el casco de la fibracidn de Milnor que nos’
ocupe comc el espacio base de la fibrzcidn es l1g S1 ¥ como
la homologia de la fibra es trivial salve en dimensidn n,
esta monodromia queds determinada si damos el automor¥ismo
hg de_Hn(Fb,Z) que corresponde al generador "pogitivo' de
“1(8 s}, a este automorfismo L, se le llama el operador
de monodromis, o bien 1la monodromia algebraica, de la
fibracidn de Milnor.

En este punto merece resaltarse un resuliadce and-
logo logal gl gque desempeﬁa wi importante pzapel ‘en 1la
demostracidn de Delighne de las conjeturas de Weil.

Teorera de monodromia 7 (ver [9)]): El operador de monodro—

mia es quesi-unipotente, i.e. existe un 130 tal que

(ng-1)%" = o,

En particular, 31 llamamos polinomis de monodro-
mia, A{t), al polinomio carscteristico de hy se tiene: las
raices del polinomioc de monodromia son raices de la unidad.

Ejempleo: Si guiero seguir ilustrando 1o que estoy diciendo

con el ejemplo xm+x$+,..+x2 = 0, deberé considerar la fibra

2%
de Milnor F = { 0+...+xi_= 1}, en cuyo caso h, estard in-

dveida por la moncdromis geométrica

h(xo,...,xn} = (égxo,...,éﬂxn), pero para eviitar excesivas
comprobaciones, utilizaré este teorema de Sebastiani-Thop
(381:

81 fix,y) = fO(x) + f1(y) con xe€”, ye@®, v si
fo(x), resp. f1{y), presenta una’ singularidad aislada en
Oe ¢, resp. 0e€C, entonces f{x,¥) presenta una singularidad
aislada en (0,0)ee"x¢™, # (P) = ﬁn_1(Fo) & ﬁnh1fF1) ¥

n+m-1
he = h, & h,, .
Con esto ya es muy fdacil pues si fx,,...,x } =
m __2 2 . . _ - Y
= X ¥Ry+. .. +x tendremos fo(xo)uxo,..., fn(xn)—xn, agl que

bastard con encontrar la mencdromis de fc’ pero en este
caso la fibra estd constituida por las rafces n—ésimas de
la unidad, y la monodromia algebraics en HO(F} es sencilla-
mente decalar uno, asi
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5 0 o..Bl. g
10 0 ...... 0

+0

ne obstante, al estar inferesados en ﬁu(F] debemos wehexr
en cuernla que, si (91,.{.,em) es una buse de HO(F), una
base de HO(F) es, por ejemplo, (91—em,...,em_1—em) ¥ en
esta base

S o1 BT
1 0 0 veerns c
by - O 1 0 ..... . 0
I 0
m=1)eeeoa.. e
0 0 0 iien.. 0

en definitiva pues

h, :h*oah*ﬂ

n
. = {-1}Y"h
® 8 h*n (=1} #*0
Este matriz nos permite czlculsr el peliromic de monodro-
mia, resultando evidentemente

At) = -im"—1
t-1

Vamos a ver, por dltimo, cdmo se define la forma
de Seifert a partir de la morocdromia algebraica. Para ello
deberé recordar la definicidén cldsica de nimerc de enlace:

. . 2n+1
51 x,y scon n-ciclos en 3 n

, nzd, ¥y X es una (n+1)-cadena
tal gue 2X - x entonces el mimerc de enlace de X ¢cn ¥,
1{x,y), es el nimero de interseccién de X e y, asi

1{x,y} = <X,y>. Con esto la forma de Seifert se define

mediante:
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(X1y) - 1(hnx1Y)

donde hn es el isomorfismo ﬁn(Fo) - ﬁn(Fn] inducidc por el
camino w: [O,n) - 5! , w(t) = it .

La forma de Seifert resulia ser no degenerads ¥y
su importancia redica en el '

Teovema 8 (Levine [3], ver también [12]}: Sean {X,0) ¥

(X’,0} dos gérmeres de hiversuperficie er Cn+1

con singu—
laridad aislada. Si sus formas de Seifert son equivalentes,
entonces {X,0) y (X’,0) son del misme tipo topolégico.

‘Fs importante hacer notar gque la forma de Seifert
facilite informacidn explicita sobre la tcopologia del ger—
mzan; en efecto: en primer lugar muestfa el mdmerc de Wilnor,
come es evidente, en segurndo lugsr, da la estriciura multi-
plicaiiva de ﬁn(F} pues si i denota la forma de intervsec-
cién en ﬁn(P) se tiene {(ver 11273, [271)

1
i=1g5+ (—1}ns
¥y en tercer lugar, permite obtener la moncdromis algetraica
de 1a Tibracidn de Milnor, vpues tomando unzs base en ﬁn(F)
resulta (ver [12], [27]1) la igusldad matricial

_1 4+
n*?s 150

H = (-1)
Ejemplo: Para las singularidades de la serie Am se encuen—
tra que su forms de Seifery admite como metriz, (ver [12])

v 0.0
nf{n+i) 9] i 1 eereu. O
S = {-1) 2 o 0 1 ......0

I e e s v vonrornvens

¢ 0 3. 1
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4. BEFOEMACIONES

Quiero exponer ahora una construccidn jue, 2vn
siendec también local, permite wna visidn mucho mis esiereo-
grifica de la singularidad, pues mientras se representa en
unce de sue planos la fibracidén de Milnor, en otros planos
se representan escenas (fibraciones) no degeneradas de
Picard-Lefschetz. La idea 23 "sumergir" la singularidsd
dadz en un esperio ds dimensidn mayor, de tal forma que di-
cho espacic contenga "todas” las singularidades Upréximas”
2 la original, Precisar las anteriores palabras es intro-
ducir la nocidn de deformacidn semiuniversal.

Definicidn: i (Xo,xo) es un germen e espacio analitice,
una deformacidn plana, o simplemente deformacidn, de
(Xo,xc} es un cusdrado cartesiano

(XO’XO) e (X, X)

| o e

{5) = (S:S)

en el gue G es un morfismo plenc, Al espacio (X,x) se le
1lams espzcio total, y al (S,s) espacio base, © espécio de
pardmetros, de la deformacidn,

Se definen de forma eviderte los merfismos entre
deformacioves de un germer, ¥ las deformzeiones por cimhio
de base. Entonces, se dice de vna deformacidn que es versal
zi todas las ctras deformaciones de aguel germen s¢ obliie-
nen por cambic de base a partir de dicha deformacidén vearsal,

y se dice de una deformacidn versal gqre es semi-universgl

si la dimensidn 4e su espacio base es minima.

El problema clave a2 resolver es el de existencia
de deformaciones versales de un germern dado, ¥y el de carac—
terizacidn de las semiuniversales. Este problema que en el
caso general es muy difiecil y sélo aémite solucidn hajo
determinzdas hipdtesis {ver {19], {44]), tiene en ¢l casc
gue estamos btratando de hipsrsuperficies con singularidad
aizlada una respuesta simple:
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Tecrema 9 (ver [44]): &i (Xb,xo) es un germer de hinszrsu-
perficie con singularidad aislada y de nimero de Milnor g,
entonces existe una deformacidn semiuniversal de (Xﬁ,xo),
siendo 1la dimensidn '« del espacio base de ésta g u.

Pero mids inieresante *todavis es yue este deforma-—
cidn puede construirse explicitamente como sigue. Sea f=0

una ecuacidén local de (Xﬁ’xo) ¥ sea (e1,...,e?} una base
9X0,xo .
sobre ¢ de ————— , entonces el espacio total (X,x) de la
[£,%(f}] . :

deformacidén semiuniversal que buscamos es simplemente el
n+1 T N .
germen en x:(XO,O)EG xL del espacio analitico en

®n+1xct con ecuacidén loecal

f(x)+e.|t.r+e2t2+...+e_:tT =0,
el espacic base (S,s) es (€5,0), ¥ G no es més que la res-
tricecidn a (X,x) de la proyeccidn natural. _
Si (C,x) es el espzcio eritico de G, ¥ {D,0) su

espacio discriminante, es decir le imagen analitica directa -

de (C,x) por G, se tiene que, tomando representantes, D da
los valored de los pardmetros para loc cuales la fibra es
singular, y resulta el

Teorema 10 {(Teissier [40], Gabrielov [18]): (C,x) es liso y
{D,0) es un germen irreducible de hipersuperficie en Cr; de
multiplicidad m(D)=u.

Mds concretamente, si en la base (ei,...,er)
escogida anteriormente supornemos 9121’ entonces
(t1,...,tr_1) forman un sistema de pardmetros para D, de
manera que, tomando representantes, la restriceidn a D de
la proyeccidn @; €7 - ¢f7

ramificado de orden p, cuyo lugar de ramificacidn A tiene

es un recubrimianto anzsiitico

dos componentes irreducibles: la cdustica, 61, sobre la
cual estdn las fibras singulares con singularidad degene-—
rada, y el estrato de Maxwell, 52, sobre el cual estdn las
fibras con mds de unz singularidad.
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Ejemplo: Me limitaré a ilustrar gréficamente la deformzcidn

semiuniversal pera f = x3. en cuyo caso se tiene

Figura 4
y el espacio discriminante para I

Figura 5
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Si ahora toremos un pinto a:(é1,...,ar_1)s®t_1

_I+ _ _ P ¢ :
fuerz de 8, la recta Yan{t1-a1.....t1_1~at_1} ¢ €', corta
a D en p puntos distvintos cuya fibra presents un dnico
punto singular no degenerado, asi, restringiende G a 1a
imagen inversa de Yq, tendéremos une aplicaciéﬁ

£ o=0 o o GNHY) - ¥
a ot a a
con sélo un mimero finito p de punios eriticos no degere-
rados, luwego {f, es uns fibracidn de Picard-Lefschetz! A
ura aplicacidn como ésta se le llama una morsificacidn de £

Aplicando el teocrema de Ehresmann a la restric-
cidn de G a2 X-G '(D) con representantes adecuados se ve que

G, ~-¢"m -~  s-D

es un fibrado % localmente trivial, cuya restricecidédn a la
recta YO coincide con la fibracidn de Milnor, de forma gue
le fibra tipica del fibrade G, es tambidn la fibra de
Milnor, y cuya restricecidn a una recta genéricg Ya 25 uns
fibracidén de Picard-Lefschetz: ésta es la imagen estereo-
grdfica que queria mostrar y gue aglutina uns enorme cun-
tidad de informacidn sobre la singularidad. Ver hasta que
punto esta informecidn, en principio analitica, 1lo es
también topoldgica es un interesante problema que estad

por resclver.

Voy a mostrar cémo se puede utilizar la defor-
macién semi-universal pars el cdlcvlo de la morodromia
algebraica de (Xo,xo). Para ello tomamosg en Y;': YO-{O}
un punto base 7,y de forma que la monodromia esté inducida

1

por el camino w: {Q,1] - S, w(t):e2“1t, entonces se puede

- #oo
escoger un acl 1—-A de forma gque todos los wvalorss criti-

cos bT,...,bp de fa estén en YEl dentro del disco de radio
Izol, gi ahora escogemos un camino ¥ en ¢™-D que una z,

con el origen de Ya’ y caminos elementales v1,...,vp en
Ya que no rodeen mds valor critico que b1,...,b“, resp., ¥

que no se corten dos a3 dos, resul tard gque w es homotopo en
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¢'-D a f_1vp evs vq¥ » de forma gue la norodromia hy = h
sera egquivalente a la monodromia h ... h1 de forms gue 1=z
monodromia local de Milner sobre Y, fun selo punto critico
degenerado) se obtience conociendo la moncdremia global de
Picard-Lefschetz sobre Y {4 puntos criticos no degeners-
dos).

Ejemplo: Siguiendo con los puntos cuspidales, tomemnes
x3+y =0 y veamos cémo se obtiene su monodromia algebraica
utilizando la monodromiz glohal de P-T. 8i en 02 {p=2)
tomo sdle 1z parte real Ade tj, podré represeutar en H3 la
situseidn

/.

/!

Figura &

tomemos como hase de H1(F,Z) los c¢iclos evanescentes 811 So
correspondientes a 1+ P?' {esto es siempre posible por un

teorsma de [9]), en este caso es eclarc aque

€S9a89> = <8py8p> = 0y <8y,8,> = =8, 8> =

de forma que apliecando las férmulas de P-IL resulta

¥ en definitiva nos da:
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1
h = hoh, =
7l o

5. FQUIVALENCTA ANALITICA

Hasta abora he mostrado un método de clasifica-
cidn esencizlimente topoldzico cuyo origen se encuentra en
R. Thom y su teoria de catdstrofes. En efecto, aungue la
teoria de cztdstrofes estd inicislmente formulada pers
gérmenes de funciones reales y utiliza la squivslencia
diferencighle, log hechos bdsicos son que alli las singu-
laridades se clasifican por su codimensidn {equivalente a
p-1 en el caso complejo} y que la clasificacidn que se
obiiene para codimensidn £ 4 es finita: las siets catds-
trofes elemeniales ya famosas. Sin embargo, exiztia un
bien conocido ejemplo de H. Whitney, precisamente las
cuairo rectas que he citado en el apzriado 1, que mostraba
la no finitud del numerc de clases no equivalentes de
gérmenes de codimensidn B (ver también [39])}. Fue asi como
R. Thom propuso sustituir la equivalencia diferenciszkie por
la basuda en el tipo topoldgiceo, a fin de mantener lz cla-
sificacidn por codimensiones y cohjeturando, acevtajamente
como hemos visto en 2, gque el mimerc de clases de gérmenés
de tipo topoldgice distinto pero de unz misma codimensidn
seria entonces finito.

No obstanie, este mdtodo ha sido contestado por
V.I. arnold, gquien ha propuesto otro sistema de clasifica-
cidn como alternativa. La propuestiz de Arnold consiste en
no zbandonar lz equivalencia diferenciable, o eguivalencia
analftica, en el caso complejo, pero si abandonar 1la clasi-
ficacidn basada en la codimensidn! Concretsmente lo gue
propone Arpnold es un nuevo invariante analitico: la modali-
dad del germen, y una clasificacién segin esta modalidad,
1legando & decir:

®... algebraically the most natural classifics-
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tion theorem are nnt those of sihgularities of small
codimension ¢ or of smell multiplicity p, but the classi-
fication of singularities with emal) modules number, m* [3]

Esclarecer la relacidn exictente entre esta cla-
gificaribn y la topoldgica (ver iatla adjunta), ¥, en
particuler, explicar qué conexidn existe entre las series
de Arncold y los estratos de Fukuda. la modalidad y la
dimernsidn del estrato {ver [B8]1},... serfa, a mi entender,
un decisivo avance en la clasificacidn de singularidades.

Sin pretender gque 10 que sigue sea una introduc-
cién en el tema {ver, por ej., en (2] 1la bibliografia del
propio Arnold)si gquiero comentzr un resultado suficiente-
mente arcmdtico.

Antes explicaré cdmo define Araold la modalidad:
si £: (¢7,0) ~ (€,0) es un germea de funcién holomorfa con
punte critico aislado el origen, y suponemos que T estad
dada por un polinomio de grado k (ver [32]), entonces
define una clase T en el espacio vectorial de dimensidn
finita_2242k+1, siends m el ideal maximal de las funciones
nulss en el origen. phora bien, soure este eSpaCiOAE?/_§F+1
actis el grupe G de los automorfismos analiticos

(e™,0) - (¢",0), v se 1lama modalidad de f al minimo mimero
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TAELA

CLASIFICACION TOPOLOGICA DE LAS SINGULARIDADES DE NUMERO

Dy MILNCR ¢ 10

], (171, [291, [45]).

(ver [2

W17 2 3 4 5 6 7T & 9 10
m
A1 A2 A3 A4 AE A6 A7 AB. Ag A10
0 D4 D5 D6 D7 D8 Dg D1O
E6 ET E8
T30 Tags
245
’ "23p
Pa % Tig
%o
siendo, salvo adicién de una forma cuzdrdiica uc degenerada

en las restantes variables,

J1G:
Cio*

xm+1 s m 2
xm_foy2 , m 34
X4+y3

x3y+y3

Sy

xPrydezlraxyz , a0

x3+y3+z3+axy7 ,  as+27£0
4+y4+ax2y2 s a2#4
iyPiax®y? ,  4ad+2740
3 4-+ Z +axy3

m para el gue existe un entorno de f recubierto por un
ndinero finito de familias mparamétricas de drbitas del
grupo G, 4 los gérmenes de modalidad cero se les llama

simples.
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Con este prélogo el resxltado de Arnold dice:

Teorema 11 {ver [3]): f: (€",0) = (£,0) es un germen de
funeidén simple si, y sdédlo si, f es analiticameute eqaiva-
lente 2 uno de los siguientes:

m* i

E6. x?+xg+x3+...+x
ET: x:r}x2+xg+}c§+. LHX
Eaz x?+x%+x§+...+x

Aungue a partir de aqui se obtienen interesantes
caracterizaciones de los gérmenes simples utilizdnde 1a
monodronia (citemos como ejemplo: f es simple sil el grupo
de moaodromia de la deformacidn semiuniversal de f es
finito) lo mds destacable es que'estas singularidades sim-
Ples han 1do resurgiendo en distintos estudios desde haceé
nds de cien anos. No afectar la condicidn de adjuncidn [13))
racionalidad [4] , elipticidad [43],... han sido criterios
de clasificaecidn que han aparecide a lo larzo de estos cien
anos y que han conducido siempre a las mismas singuwlarida-
des simples.

Explicaré concisamente la Fforma mds antigua de
obtencidn de estas singularidades, es debida a Schwartz y
F. Klein, y aparece ligada al estudio de las funciones
autemorfas poliedrales. Brevemente recordaré que dichas fun~

ciones se obtienen como inversas de las funciones multiformes
que se obtienen por prolongacidn analitica a partir de las
transformaciones conformes schwartzianas, que apliean el
semiplano superior del plano complejo sobre un tridnegulo
curvilineo, Segin sea la sura de los dngulos de dicho tridn
gulo mayor, igual o menor gue n se obtiene como imagen de

la funcidn multiforme la esfera (caso eliptico}, el plano
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complejo (caso parabblice) o el semiplanc hipesrbdélico de
Poincaré (caso hiperbdlico), respectivamente.

En el caso eliptico, unico que gquiero seguir, se
obtiene una' pavimentacidn de 1la esfern de Riemann formads
por los triéngulbs curvilineos engendrados por reflexiones
sucesivas a partir del triangulo curvilineo original. Resul
ta ahora que esta pavimentacidn se mantiene invariante por
un grupe finito [’ de transformaciones de Mbbius,

f'* ¢ PSL{2,L), asi las funciones inversas gque estamos
busecando son funciones automorfas respecto a (', Pero

como las Uniecas funciones meromorfas sobre la esfera son
las funciones racionales, tenemos que, tomando coordenadas.
proyectivas, lo que buscameos son cocientes de polinomios
homogéneos en dos variables del mismo grado e invariantes
por [', antiimagen de [7' en SL{2,C). Asi para resolver el
probvlema inicial bastard con que encontremos sl dlgebra,
Ar, de polinomios homogénecs en dos variables invariantes
por 7, y agui estd la sorpresa:

Teorema 12 {Schwartz-Klein, ver [14], [25]): 5i [ es un
grapo finito de SL(2,C), A" estd engendrada por tres poli-
nomics homogéneos x,y,z que satisfacen entre ellos la rela-
cidn (syzyey):

flx,y) + 22 =0
donde

f(x,y) = x +y° , si ["es el grupo cfclico de orden m.

fix,y} = x +xy° , si [Tes el grupo diedral binario
' de orden 4m-4.

fix,y) = xd’+y3 , 51 fes el grupo tetraedral binario.
f{x,y) = x3y+y3 y 81 ["es el grupo octaedral binario.
5.3

f(x,y) = x7+y” , si fles el grupo icosaedral binario,

jexactamente las singularidades simples en 02!
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