MESURES YECTORIALS I TRORELA DE RADON-NIKODYM
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1.- Introduceid - ' !

Sigqui- £ una o--blgebra de paris d’un conjunt no buit X,
m f =-— T una mesura positiva finita, Eel arbitrari,
£ = {E + m(E) > o}, i = {B7ex ¢ B'C E}, 2 {E ¢lp
m{E‘) > ‘0 } i F un esval de Banach real de dual topolbgic B,
Des dels anys 30 se .congideren mesures F-valorades, ge- ‘
ﬁeral&tzant 1es TR-valorades, Se relacionen amb giiestions
com 1z teoria espectral de Hilbert, la .representacié integral
d’operadors lineals entre diversos .espais de Banach {com C(K),-
'S‘{m), ¢tc.), la teoria de contrel de glstemes amb un nombre
finit o infinit de graus de 1llibertat, etec.
Per &ixd s'han seguit dos cemine .t
‘{2) E1l de les mesures conjuntistes
"? i —>F,
‘descrites p.e. 2 Bunford-Schwartz [110], Dinculeanu-[8],
‘Kluvéneck-Enowles [17], etc.
(b) E1 de les mesures de Radon vectorials sobre un espal
topolbgic locealment compacte T
Ky =8,
" considérades her Bourbaki. [ 3], ‘Grothendieck [14], Eawards [13],
Thomas { 30]-i [313, etc.
Hi ha resultsts de representacid ¢ aquestes mesures
com @ mesures conjuntistes. Anui mos limitarem a considerar
el punt de vista {a), destacaren els fets el voltant dels gue

- i
5'hz znat consolidant la teoris 47aquestes mesures vectorials,
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i mos fixarem especialment en el problem de la validcsa del
teorema de Radon~Nikodfm (TRN).

Cap 811935, Bochner introdueix la integracid ("forta™)
respecte a m de funcions vectorials ? t X —> F.

Se diu gue ? és mesurable si és 1limit 49.p-%. d4d'uns sue-—
cessid gn de funcions simples. Se diu que ¢és integrable si a
més se té .

1im SI? -3 | am = 0.
En aquest cas, definint primer la integrel fe les gn i després
SE fan = 1m §, 3 anm,
5 cbté 1a integral de Bochner, =mb propietats com lz de la
convergkncis dominada, teorema d 'Egorof, completitud del

corresponent espai L;(m}, ete.

A cada ?sL;(m] se 1i té sssociads una funcid de conjunt

m.t E —-=> j 7 dan
E

£

que &s mesurs vectorisl en el sentit de ser una funcié

]E : £ ~—>F
o-~ aditiva, i.e., tal que, per tota successid (En)gzl C z

de conjunts,se té, amb convergkncia de 1la norma de F :
F(UE) = 3 R(E),
convergencia necesshriesment incondicional degut a que una
reordenacid de (En};21 és del mateix tipus.
Segurament el primer resultat significatiu sobre nesures
vectorials és el que assegura gque en la definiclé basta supo—
gar convergencia incondiecional dvbil, o, el sue €5 esuivalenti,

que ¢3 mesurs numerica cada

Fu = uoP (uer”)



Tearens 1 (Orlicz-vPettis}.~ A un espai de Banach, Z;?l X, éa/”d

sunshle si i només =i és debilment incondicionalment convergent.

Fe acuest un teorema no trivial que apareix per primera
vegada en els articles d'Orlicz sobre skries ortogonals, en
els anys 30, 1 del que Pettis [22] va donar la demostracié
completz. Ha estat objecte de variants i gemeralitzaclons en
treballs posteriors (veure MeArtur {20], Robertson [28],
Thomas [30] i [311).

Naturalment el teorema 1 només té interés en el cas
dim F = o, cog essencialment diferent del dim F <, com
se posz de manifest p.e. i se considera la variacié |F|
de la mesura
IFI(E) = sup I I?(Ei)l
(suprem respecte a les particions finites E = UE,, Eisz)

i que és la més petita de lea mesures > 0 amb la propietat

|F1>(E)f < if?i(E).

Contrhriament al cas numbric (o dim F < @), |'_.1>| no té
per qud ser finita i, de fet, si dim F = oo, sempre hi ha

->
mesures amb

= >
H,J Il := |f1|(X) = o
com @ conseqilencia del teorema de Dvoretzki-Rogers [11],
segons el qual existeix '{xn]no_.il ¢ ¥ dehilment sumable no

absolutament sumsble.
Les mesures m sén exemples de mesured de varliacid fi-

_>
. . T
vectorizls de variascié-finita que no sén del tipus m,.

?

2ixf, si m és la mesura de Lebesgue sobre [0,2n} i si

nita ( m, [l = fl?”-f ) i és fheil construir exemples de mesures

w

r;)o (B) = { jcos nt dm(t) )n=lg

el lema de Riemann-Lebesgue esgegura que se té
_n>
P 1 L ¢,
o o
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1 ge tracta 4'une mesura vectorial tel que [rzol < M.

4 . . . .
En canvi Po no coincideix amb una mesura del Tipus m

per cap ? = (fn):glz [C,1] — c, integrable, j& aue aixdb

'implicaria
S fn dm = [ cos nt dm{t) {nct W, Ecz),
E E
és a dir
0 o
{fn(t})n=1 = (cos n*t.)nzl q.p.t.

Alxb és impossibdle, pergud cos nt —> 0, cualsevol que
aigni t.

3.— Imntge d una mesura, teorems de Bartle—Dunford-Schwerte

Un segon punt fonamental dins el desenvolupament de les
mesures vectorials és el de la determinacié de les seves imat-—
ges F(E).

Aixf, si dim F < o, el teorema de convexitat de Liapounov

sgsegura que la imstge d'una mesurs P-valorada no atdmica és
un compacte convex de F, i aixb d6na lloc & importants aplica—-
cions a la teoria de control bptim (com és el principi de
bang-bang), El mateix Liapouncv va observar que el resultat
ne se conserva en el' cea dim F = oo.

Per =ixd s’'hs de considerar cem a bhsic el segient

Teorema 2 (Bartle-Dunford—-Schwartz [2]).- Lz imatee F(I)'

d’una mesuras vectorial és debilment relativament compacte.
Resnita aix{ :
(=) g és de imatge acotada i (_> ) o (E0 bola wuni-
P P u' uel ;
tat de F'} és dbbilment relativament compzcte dins 1l'egpai. de

Bonach ca(Z) de les mesuresngndricues amb la norme || rzl] =

= IPI(X).

En realitat el tecrema resulta 4 aguesta propietat, ja

que, demostrat (a), 1 operador



T opeF -~ Fuzca(E)

&s dbbilment compscte, el seu trasposat T’ també i la imatge
ser T’ de 1z bola unitat de ca’{E) conté & F(Z).
(b} Respecte a la continuitat se té que, donada m,
l%m F(E) =
n(E) > 0
implica r.?« m (o sigui, Fl){E) =¢g si m(E) =0 ). 51 r—f
és de vuriacié finita se compleix el reciprec.

Doneda P sempre se pot obtenlr ni)( >0 finita) amb els
mateixos conjunts de mesura nulla que M. aixi se t6 1 ° P) =
= 1% (a) i, en generzl, se pot considerar

Lm{r.?,E} = 1%(a,E)
format per les #:1 ®(m) nuldes fora de E.

{c¢} Knowles va descriure les mesures vectorials 0 que
s6n de Liapounov en el sentit de que tots els F(ZE) siguin
debilment compactes i convexos. Va observar que bastea interpre—:
tar 1z condicif de no atomicitat que zpareix en el teorema de

Ligpounev com la no injectivitat de les
= . W, > o -2 +
K@ fel (F,E) >£Ef dpt eF (Ecz.].
1 1libre de Kluvineck-Knowles [17]) és uns bona referkn-—
¢iz per aguest problema de la descripcid de les imatges de

mesures i apliczeicns a la teoriz de control per & sistemes

covernats ver equacions en derivades parcials.

4.,- Teoremes de Radon-Nikodym i de Dunford—Fettls

_)
E1 TR# tracta de determinar quan una mesura i és una m
ner nuslque ?EL;D(m}, de la que se diu que &s la derivada de
Hegon-Nikodvm d_E)

dm
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-2 . .
de P. respecte de m, de manera cue es=tk relecionat smb 1sies—
cripecid dels operadors "integralsw

g —/——2 Sg? dm .

Com en el cas numkric, s’obtenen flcilment condicions acue
necesshriement he de cumplir Fl) ner que Sigui uns m, 1 s~ té-
gque la mesurd ha de ser de variacid finits i =absolutament con-
tiaue (F « m).

Perd 1’exemnle r_)?o HED e | c0 del No 2 mostrz nuwe, = dife-—
rencia del cas numbric, aquestes dues propietsts no sén sufi-
cients.

En 1°estudi d’aquest problema sc tenen diferents punts
de vista : .

(a) En anhlisi funcional interessar® en relecié smb des-

cripcions 4 operadors F-valorats definits sobre espais de fun-—
cions continues (veure [2] i [14]) o sobre un espzi L'(m), com

és el cas, p.e., del teorems de Phillips oue assegurs que

tote eplicacid lineal continua dvbilment compacta
T: LYm) — P

é3 del tipus :

Tg = Sg}?dm (l?aL;O(m)).

Méz endavant tornearem a considerar les relascions d’acues—
tes descripcions 4 operadors amb el TRN per a mesures vecto—
rials i del gque la priméra versid és
Teorema 3 (Dunford-Petitis [8]).~ Tota mesura

£:1— ¥, F’seperable,

 que cumpleixi Irz(E)l < k m(E) se representa
—>

,.1 = m? (?E:L;,,{m)).

(b) En geometria d’espais de Banach s’intenta determinar
eapais 1 mesures gue admeten un teorems semblent 21 de NDunford-

Pettis a pariir de propietats geombirigues dels velors de la
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mezura, seablznts a la de comnacitat relativa de conjunts com
'E(E')
A(R} = { : E'SE% }
m(E"}
considerades ja per Phillips [25].

els de aitjrnes

De fet se trobe fhacilment una nova condicid que ha de cum

plir f? si ég igual a unz m? H

"Monat € > 0, A(Ea) és relativoment compacte per qual—
cue E_ amb m(E—EE) < eM, S’entén E CE.
Se comprova considerant
ig- 4 ‘
a{E ) = {T(-— ) 3+ E‘ex } C T{bolla unitet de L {m))
E , E
m(E") £
on
Tg::& gd?:j g?d.m
E . E
3 £
que, per m{E- E )< & s2dequat (el que proporciona el teorema
" d'Egorof, 59gons el gual hi ha ;}n -—> f> en I.F(m) i 1la conver-—
_.)
gencia &s uniforme scobre Ee, amb s__l gimples)}, és operador
compacte per ser 1limit d operadors de rang finit
T g = J. gg dm.
n n
E
£
Rieffel [26] considera una prepietat interessant en relasid
smb el TRN gue té A(Ee) per ser (debilment) relativament com-
pacte : hz de ser dentable,
Se diu que ACTF 6s dentable si per tot &> Q se pot
determinar xeA tal que xXgZ co(A—-B(x,g)), amb B{x,e) bola
de centre x i radi € 1 on ? co ® vol dir "envoliura convexra
tancada". Si se té un mateix xe4 per tot £ 0, se diu Qe X

és un punt de dent ("denting point") de A.

Teorema 4 (Rieffel).- Si P'Z 43 de variacié finiia i F?«. By

sbn eruivalents :
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{n r? =m? per una ?EL;\(III}.

(2} Per tot £€> 0, se potprendre m(X- XE] < & amb A(XE} {debil-
ment) relativament compacte.

+ PR . .
{3) Per tot Eez+, existelx E'EZE amb A(E’) (debilment) releti-

vament compacte.
*
{4) Per tot Eaz+, existeix E'aZE amb A(E’) dentable.
+ s :
(5) Donats > Q 1 EEZ+, existeix E’szE amb diam A(E"} ¢ ¢.

la construccié de T en 1la implicacié {(5)=> (1) s’acon-
gsegueix considerant particions cada vegada més fines
M= {Eil""'Eiki}
de subconjmtzde X formedes per conjunts amb diam A(Eij) pe=

tits que assegzurin la convergencia de les
_>
= Sj [r.l (Eij)/m(Eij)].lE

Sy

1 i:'
dins T(m), 4 el 1fmit és 7.

(c) En probabilitats la tecnicea anterior és la de les
martingales.

8i zn és la o--hlgebrs engendrada per una particid
Ma = {Enl’”"Enkn}

i squestes particions sén cada vegeda més fines, (zn]rf:l-és

base de martingales (successié creixent de sub= o ~hlgebres
de £) i, doneda f'?’ les corresponents gn que hem aasocist &

o
n=1

les n_ sén tals que (I ,g ) és martingala {les £ sén
n n’"n : n

En—mesurables i tais que R
Esn dm = gEsm dm
el n ¢ m i Beg ).
Suposant, per gimplificar, que ¥ és lz o = hlgebra en-
gendrada per la reunid de les En, en el cas ’.? = m? s obté
fheilment que

e - 2il, — o
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(g1 la funcié f> és zivple se té eventualment s ? i, en
cas contrari, s aproxime per funcions simples).

Yo ébs 4’extanyar , per tant, cue, al mateix tempa que
Rieffel, Métivier [21] demostrhs la implicacid (2} => (1) del
teorema 4 2 partir de resultats de convergbncia de martinga-=

les wectorials.

5.~ La provietat de Radon—-Nikodfm

El feorema de Rieffel porta a2 considerar la classe d‘espais
F amb la propietat de ?adc;n-ﬁikodfm (PRN), i.e., amb la propie-
tat de aue tota mesura r.1 F-valorade de variacid finita que
compleix P « m respecte aunam (>0 finita) és

Dezut a oue r.1 « m equival a IP { € m, la PRN equivzl

a gue tota r? de variacié finita tengui derivada de Radon-—

Nikod#m ;‘_gsiapecte de la seva variacid Ifl | * en squest cas exis-—
teix al B I/dm’ ja queé se v-acua de megures numbrlques, i
” =
d 3 a
ol _f‘_ _f‘_
am ai H ?laa

Ja hem vist com c no té 1a PRN : 1= mésura c -valorada
_'>
Po era de var1ac16 fmlta, complia r1 “«m i, en canvi,

rz ;-‘m? si ?EL {m).

%
Tampoc té la FRN 17espzi L'([0,1]. En efecte, la mesura

> - '
oot EeX b IEEL [o,1]

€3 de variacié finita, Pl « m sim éa ls mesura de Lebesgue
(se ¢ || rxlE) il. = m(E)) i, en canvi, qualsevol que sigui
Bez , A(E) no pot ser mai relativament compacte, degut a gue .
se pot descomposer E en uma particié numerable {En)nfl de con~

-+
junts E £¥ i
n

=2 sinfk.
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A4 partir d'aquests exemples s’en poden construir molts &°
" altres perque també t& 1la PRN tot subespai tancat d‘un F amb
1a PRE. Aixf, si F conté una cbpia isomktrica de ¢ r F no té
le FREN.

Els qweients 4 espais de Banach amb la PRN no tendran, en
general, aquesta propietet. Recentment, Edgar [12) ha demostrat
que 3i H &= subespai taneat de P, per que F tengui la PRN, és
suficient gue la tenguin H i F/H. '

Els ¥l%ims anys s ha treballat en la determinscid de con-—
dicions necesshries i condicions suficients per la PRN, i en

" estudiar la geva relacid amb propietats geomeiriques, topolb—

glques i de la teoria d¢ les mesura i probabilitats.

6.~ Propietats geombtrigues i FPRN

El teoreme de Rieffel aémz lloz = una szracteritzadd geo
metrica dels P embh lz FEN ¢

Teorems 5 (Meaynard-Buff).— F ¢ 1le PEV si' 1 només si éz denta-

blé-(iae., tot scotat &= dentable a;lel gue és equivalent, &=
denteble la bolla unitet de tots norma compatible). -

Que le dentabilitst és suficiént per ia PRN, resulias del .

teorema de Rieffel, ja que, per m = !i?], se té gue ¢&és acctat
tot J"{E') s .
A(E) = % Ii-——— : E'EEE } {Ezz )
E 1z -

(6s TR IFHED).

El reciproc el va demostrar Huff [15) suposant, per reduc-
¢id a 1'absurd, que F no és dentable i té la PRV, per construir,
seguint un metode de Maynard [19], una mesurs F-valoradz sobre
[0,1] que cumpleix

| £ (B)} € ml®)

respecte 2 la mesura de Lebesgue m sobre [0,1] i cue no vot
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tenir deriveds de Radon-Nikodfm degut & que no se compleix la-l
propietat {5) del tecorema de Rieffel.

Acucsta és le demostracié que recull Diestel [6]. Un altre
mbtode &= el de Davis i Phelps [5].

Del teorema de raynard-Huff resulten moltes conseqilkncies.
aixi, degut a oue un conjunt és dentable i ho sén els seus
subeonjunts numerablee {Maynard), se té 1'equivalkncie de

(1) F té 1 ERN. |

(2) Tot subespai tancat separable de F té la FPRN.

Una altra descripcid geombirica deéls espaig amb la PRR és3 -

Teorems 6 {Phelps).— Per P sbn equivalents 3
{1) F té 1a PRN.
{2) Tot tancat acotat no buit té punts de dent.

{3) Tot tancat acotat no buit té punts fortament exposats (xed
ase diu fortament exposat si exlstelx usF tal que ul(x) =
= max u(A), 1 1lim x, =% si (x ) C A (xm@leix lim u(x } o=

ulx)).

(4) Tot convex tancat i acotat és 1’envoltura convexa tancada

=1

dels seus punts fortament exposets.

D‘aguest teorema resulta, en particular, que tot ¥ amb 1a
PRN +é la oropietst de Krein—Milman (PEKM) : tot tancat aecotat

i convex no buit té punts extremals (o bé, és 1l envoltura com-

vexe tancads dels seus punts extremals), ja que tot punt forta--

ment expesat és extremal.

Huff i Morris [16] han carecteritzat els F amb la FRN com
els que tenen la PEM forta : tot tancat aéotat no buit té
punts extremals. ' '

PROBLEMA : PXM => FRN ?
Stegall [29] va demostrar que la resposta és afirmativa

pels F°.
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7.— Fropietats topoldzigques i FRHE

Com ja hem indicat, baix el punt de vista de 1l’anblisi
funcional, 1l°'interes dels espais T emb lz ¥il se posz de meni-
fest amb lz possibilitat de representsr les splicecions linesds
continues

v L (m) = P
en forma integral.:

En efecte, defining

]u(E) = T(l Y

ge |T(2p)i< ||T [lm(E) resulta;'.l «-m i de veriaci$ finite.
S5i P t& la PRN, se podrh escriure

g(5) - j'?am,

per certa ??EL?(m de 1la aue ég fhc11 veure que éa essen01al-

ment acotada. Fer tant

T(s} = S' ? dm,

si 8 és simple. Per continuitat
T{g) = jg? dm.

" ‘Bn particular, aixd serh cert pels duals separables, ja que

el teorema de Dunford-Pettis {teorema 3) se pot enunciar :

Teorema 7.~ Tot F’ separable té la PRN,
Resulta del teorema de Rieffel : si ACT’ és acotat 1
€ » 0, se comprova que existeix XeA tai cue xﬁ'E;{A— Blx,e))
inelde considerant tr(?',F)—adherbncies. Fer tant F'és.dentable.
Tegualment resulta @ ’
Teorema 8.~ Tot F reflexiu té la PRH.
Sens dubte, aquests sbn els resulists positius més impor-

tants sobre espeis amb la PRE. Del de Dunford-tettis se dedu-
‘eix 1 '
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(2) Si tot subespai separable de F té @ual separable, F’
$6 la FaN. (vhi [321). S

El reciproc és cert (Stegali[29]).

Ele teoremes 7 1 & admeten una millora :.

(b} Si tot subespai separable de F s'injecia dins un:dual
gseparable, ¥ & la PRN.
PROBLEMA 3 Es cert el re¢iproc 7

De (a) se pot deduir un resultat de Kuo :

{c) Si F’ és subespai d’un espai de Banach dbbilment

compactament génerzt (i.e., conté uns part dkbilment compacta

total}, P’ té la PRN.
PROBLEMA * s cert el reciprec ?

En el cav. 5 de Diestel [6] se € une bona descripeid
dels espais debilment compactament generats;'Estanirélacionats
amb la tlasse 4 espais amb norma que és diferencigble Fréchet.
Fer eduests eapais se té (veure Diestel {6]) @

(@} Si F t& norma difereficiable Préchet, F'té 1z PRN (de
fet és suficient due F siztii "#olt 1lis").

Serien interessants elspossibles reciprocs.

E1 1968, Asplund [1] va introduir els P tals que tota fun—
cié continus convexa Sobre un obert convex és diferenciasble Pré
chet gobre un G& dens de 1'cbert i.va provar que, en aguest casg,
F’ té 1z PRN. Recentment Stegall ha demostrat el reciproe #

(e} F és 4’Aspiund si i només si P” té le PRN.

Cons 1deranu c {I} amb card(I} > card{lﬂ}, Llndestrauss
[18] va provar aue el ser P 4 Asplund no implica ghe F 31gui
debilment compactament generat, perd ia implicacid inversa és

certa (veure {c)).

E.~ Teoriz de )= mesura 3 PRA

Com hem vist, el TRN se pot estudiar & partir de propie~
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¢ats de convergkncis de martingales. Aquest és el mbiode sersult
per Métivier [21] i Chetterji {4] i ome permet donar unez alira

ceracteritzacid de la FRYN :

Teorema 9 {Chatterii).— Per F sén equivalents :
{1) F té la PFRH. ) .
{2) Tota martingszls (ziﬁ'?dieI gsobre (X,£,m} amb valops dins F

i wniformement acotada (fii(t}ist) és convergent dins‘L;(m).

. ) =
{3) Tdem per amaritingales del tipus (En'}ﬂgnaim'

Un altre aspecie interessant de 1a iteoria de la mesura
relacionat amb la PRN &3 el de la mesurabilitat de conjunts de
1‘espai P. Aixi, Edgar [ 12] ha demosirat ¢

Teorema 10 (Edgar).- F’ té la PEN 5i'i només si els conjunts

dkbilment universalment mesurables de F’ coincideixen adib els
universalment mesurables per ia vopologis de la norma.

En un espei de Banech F, com demostra Bdzar, els conjunts
universaiment mesurables i els o (F,F )-universalment mesura-—
bles sdn els mateixocsg, Perd !

PROBLEMA : ; Exisieix gualoue F tal que els berelians de

(P, § 1}) siguin diferents dels de {F, o{F,P")} ?

" En el cas d’un dual P’ hi ha coincidencia de borelians

per (F", {11} 1 (7, o-(F’",F}). '

9.~ Apendix

;.Una extensid Gtil de 1la feoria de les mesures vectorials

i de les propietats i qﬁestio?s gue hem considerst soui és

1’estudi de mesures =mb valors dins espals loceslment convexes.
- Aix{ una bone part de lo que hea dit s’aplica al cas en que F
- és esprl de Fréchet i actualment hi ha une intenso activitat
" 'dins mquesta 1fnia. '

Aquest estudil no se reducix simplement s una generalit-
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zacié pel gust de generalitzar. Una bona mosira ila tenim, P-8.y

en el llibre de Kluvéneck i Knowles {17], on queda de manifest

que el tractazment funcional de problemes concrets de la teorla.

de control no és viable sense sortir del marc dels eapais de

Bangceh.

Perb la consideracid d‘aquesta generalitzacid mos duria

messs enfora.
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