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SolutionBhomographigues du probla2me plan des guatre corps (%)

Cartes Simo
Seccid de Matemdtiques

Universitat ARutdnowma de Barcelona

On considdre le probl2me plan des n Corps avec des masges
mi> 9. On suppose toujours i m = 1, Ainsi les masses peuvent
i=1
gtre prises comme lea coordonées barycentrigues d'un point 4°'un
n-1~simplexe. On l'appellers triangle, tétrabdre, etc. des masses.

Les équations du mouvement rapportées au c.d.m. sont:

m % =-D U , i=i<n {1},

avec zi=(xi .oy, € R y z z. si i¥ j , et fonction

potentiel

mim_
S S . B

r,. 13 =| 3

On dit gu‘une selution z(t) de (1) est homographique s5i
le passage z(toj — » zit} est une similitude pour toute valeur
de t {pourvi gu'cn n‘aboutit pas & une collision} . Pour une telle

solution il faut gue
Wz = )\D U {2)

aveg )\ indépendant de i et gue 1l application z. — z, sgoit une
- i i

(#)Exposé fait au Sém.de Méc. Celeste, Univ.de Paris VI,8 mai,1978
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n
2 & 2 E 2
r= I = iil mi izif = mimjrij P

1«3

alors de (2) et de 1'homogénéite de U on &

—GF.

-

IT=-3y == A= :Im

si (z,.2;) =0 et izi|= ujkil . le mouvvement z(t) consiste
4 une rotation autour du c¢.d.m. comme s'il s’agigsait d'un corps

rigide, c.a d., iij=o. Oon dit ausai gque les zi sent des positions

d'équilibre relatif {(p.e.r.}

On peut considérer les IZJ comme un point d'un ellipsoide
Sk en introduisant Zi=zi/t . hlors z::ni |Zi|2 =1 et (2} égui-
valt & gque U . soit stationnaire.

K
Les solutions homographiques { soit dans le plan ou dans 1l'es-

pace, mais il y a seulement des p.e.r. dans le cas plan) jouent
un role fondamental dans le problédme des n corps. Dfun cBté sont
les zeules solutions gu'on connais analytiguement. D'autre. elles
servent 2 l'édtude Ses collisions multiples [20], des expansions
paraboliques et hyperboligues [7] et pour le classement des “va-

rigétés” invariantes [?I.Iﬂ .

Buler en 1767 a Bté le premier 3 donner solutions homographi-
gues. Ces sont les soluticons sur une droite dans le cas n=3. Si

x, est la cocrdonnée de W, sur la droite, on peut zupposer

1 2 3 31 2

d'un polyndme de cinguilme degré dont les coefficients sont fonc-

X, < X, < X . X -¥_ =1, % -x1=a. adlorg a est le seul zfro positif

tions des mnssesﬂﬁiq .. Compte ténu des permutations des masaes on

trouve 3 solutions. Elles sont linfairement instables.
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Quelgues ans aprids, Lagrange a trouvé les solutions en

triangle égquilatare. Il en y a deux, selons l'ordre cyclique des
masses. Hors des solutions d'Euler et lagrange il n'y a plus de
solutions homographiques si n=3. Quant & la stabilité linéaire

des solutions de TLagrange, il faut gue mlm2+m2m3+m3ml< 1/27

guil n'est que trois petits morceaux du trilangle des masses, trés

pr&s des sommets. On connalt aussi la gtabilité noplinéaire Bﬂ.

En 1910 Mculton prouva gue pour n corps il y a toujours
n!/2 p.e.r. colinéaires. On les appellera dorénavant solutions‘
de Moulton. Elles sont toutes lin&airement instables h]. L'idée
de l'existence de ces solutions est instructive: C'est vrai si
n=2. On suppose vrai pour n et on introduit un corps infinitési-
mal qui ne change pas 1’&quilibre relatif des autresa. IL faut
gqu'il soit en &quilibre soumis au potentiel gravitatoire des n
corps magsifset au potentiel centrifuge. Cette somme a n asymptotes
verticales, est touijours pogitive et tend vers 1l'infini lorsgue
la position du petit corps tend vers +w . C'est 2 dire: il vy a
n+l points d‘'équilibre. Il reste & voir que ces points subsistent

si on augmente la valeur de mn jusqu'd sa valeur actuelle.

+
Mais l'apparition ou disparitioi de solutions n'est possible gue
i le jacobien de l'éguation F(x,m}=C, qui donne les solutions,
est nul. Mais ce jacobien est transformé en défini positif par
simple multiplication des files et colonnes par des constantes

convenables. On trouve & P] les détails.

D&s maintenant nous nous bornons au cas plan. Une formula-
tion égquivalente de [2) est

n

S . -3 R
m {i,i.k) (rik - rjk) =Q {3),

i,i#k=1
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ol [i,j.k) est l'aire du triangle formé par les masses mi,

mj,mk Bﬂ .

McMillan et Bartky &ﬂ donnent en 1932 guelgues résultats
pour n=4. Ces ré&sultats sont aussi exposés et completés par Brum-—
berg en 1938 h]. Outre l'étude de quelques cas symétriques on
considére les regions ol on doit placer deux des masses, les au-~
tres deux ayant &té placfes en des points fixés & l'avance, pour
avoir une p.e.r. en quadrilatére concave ou convexe. En particu~
lier on montre gue quelles que soient les m, il existe toujours

solution convexe.

L. probléme restreint des 4 corps, c. &4 d., avec un corps
infinitésimal, a &té considéré par Lindow (1922-1928) et Hitter-
hain {1933-35) si les trois masses non nulles sont égzles. Si ces
massea sont en triangle éguilat2re il y a 10 points de libration
{fig. la} pour le corps infinitésimal, tandis que si elles sont
en p.e.r. alignée il y a 2 soclutions outre les solutions Moulton

(fig. 1b) (ef. [2]).

Mais l'&tude le plus important pour le probl2me restreint
avec les primaires de masse quelcongue en triangle équilatére a
&t& faite par Pedersen ﬁ4,15] . 11 procdde, essentiellement, &
l'inverse: Ayant donn& le point de libration on calcule les masses.
De (3} on constate que ga c'est un problédme linBaire. Apr2s on
examine guelgues cas particuliers: Point de libration sur un axe
du triangle, sur un cfHté&, préds du centre, prés d'un sommet, pras
du symétrigue d'un sommet par rappoert au obSté opposé, prés d'un
cercle de libration (ces sont les cercles de rayon le cOBté et avec
centre aux sommets). On obtient ainsi les régions admissibles
{fig.2). Comme on a fait & hS], il suffit de donner les régions

oll Be trouvent les points de libration si m = m, <m, (my=

masae infinitésimale} (fig. 3).
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Quelgues ans aprés, Lagrange a trouvé les solutions en

triangle &guilataére. Il en y a deux, selons l'ordre cycligue des
magses. Hors des soclutions d'Euler et lagrange il n'y a plus de
solutions homographigques si n=3. Quant & la stabilité linéaire

+
5 m2m3+m3mlc 1/27

des solutions de Tagrange, il faut gue mlm
qui n'est gue trois petits morceaux du trilangle des massas, trds

pres des sommets. On connait aussi la stabilité noplinéaire [4] .

En 1910 Moulton prouva gue pour n corps il y a toujours
n!/2 p.e.r. colinéaires. On les appellera dorénavant solutions
de Moulton. Elles sont toutes linfalrement instables ﬁ]. L'idée
de l'existence de ces solutions est instructive: C'est vrai si
n=2. On suppose vrai pour n et on introduit un corps infinitési-
mal qui ne change pas 1'équilibre relatif des autres. Il faut
qu'il scit en &guilibre soumis au potentiel gravitatoire des n
corps maseifset au potentiel centrifuge. Cette somme & n asymptotes
verticales, est toujours positive et tend vers l'infini lorsque
la position du petit corps tend vers +e . C'est & dire: il ¥ a
n+l points d'équilibre. Il reste 3 voir gque ces points subsistent

si on augmente la valeur de m jusqu'ad sa valeur actuelle.

n+
Mais l'apparition ou disperitioi de solutions n'est possible que
si le jacobien de 1l'équation F(x,m)=0, qui donne les scluticns,
est nul. Mais ce jacoblen est transformé en défini positif par
simple multiplication des files et colonnes par des constantes

convenables. On trouve & p] les détails.

Das maintenant nous nous borpons au cas plan. Une formula-
tion équivalente de (2] est

n

> m (13,00 (2,70 - r;f() = (3),

i, j#*k=1
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o (i,j.k) est l'aire du triangle formé par les masses ™.

mj.mk Eﬂ .

McMillan et Bartky &q donnent en 1932 guelques résultats
pour n=4. Ces résultats sont aussi exposés et completés par Brum-
berg en 1958 h]. Qutre l'é&tude de guelgues cas symétriques on
considére les regions ot on doit placer deux des masses, les au-
tres deux ayant &té& placées en des points fixés & l'avance, pour
avoir une p.e.r. en guadrilat&re concave ou convexe, En particu-
lier on montre gue guelles que scient les m, il existe toujours

solution convexe,

Le problaéme restreint des 4 corps, <. & d., avec un corps
infinitésimal, a &t& considéré par Lindow (1922-1928) et Hiitter-
hain (1933-35) si les trois masses non nulles sont &gales. Si ces
masaes sont en triangle &quilatére il y & 10 points de libration
{fig. 1la) pour le corps infinitésimal, tandis gue si elles sont
en p.e.r. alignfe il y a 2 solutions outre les solutions Moulton

{fig. 1b) (ef. [2]).

Mais 1'&tude le plus important pour le probléme restreint
avec les primaires de masse guelcongue en triangle &quilatére a
é6té faite par Pedersen h4,15] . Il procade, essentiellement, &
1'inverse: Ayent donné le point de libration on calcule les masses.
De {3) on constate que ga c'est un probléme lin&aire. Aprés on
examine quelgues cas particuliers: Point de libration sur un axe
du triangle, sur un coté, prés du centre, préas 4'un sommet, prés
du symétrigue 4'un sommet par rapport au cfSté opposé, prés d'un
cercle de libration {ces sont les cereles de rayon le cBbté et avec
centre aux sommets). On obtient ainsi les régions admissibles
(fig.2). Cowmme on a fait 2 ﬁa], il suffit de donner les régions

oll se trouvent les points de libration si m o=m,<m, m,=

masse infinitésimale) (fig. 3),
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Le potentiel total est -

30T 2.2 -
U= 2: g + w r4 f r4=
i=1 14

La condition de libration est

f(x,y,mz,m3}=0

= =1 s
=0 [g(x:y.mz.m3)=0

gui nous dit qu'on peut prolonger la golution si

D(f,q)

| 5] = A0

Dix,y)

la condition |J|=0 peut &tre exprimée comme.$ix,y) =0 si on
substitue ley masses par ses valeurs en fonction de x,y. La
courbe C:$ix,y) = O dans l'espace (X,y) est en correspondence

avec la courbe C #@ans le triangle des masses (fig. 3}.

Des &tudes pareilles pour les problémes de 2+2 et 143
corps ont &té faites par Llibre [5].

Avant de traiter le cas général des 4 corps con donne un
apergu sur les importants résultats de Palmore en une gérie d'ar-

ticles j8+13} .

soient M=R" iz e (R4 % £ mizi=0} et A 1'ensemble
des colligions: A = {quﬂ 3i,5, i¥ 3 avec rij=di on prend
M’*L\. comme espace de confiquration et T{M- AY={M-A)x M
comme eapace des phages. Pour l'étude des p.e.r. on peut prende
I=1 et on fait gueétient par 51. Alors la vari&té résultante est

Pn_Z(C) - B (A est la projection de /) sur l'espace projectif
Pn_ztt)}, dont la dimension réelle est 2n-4. On peut calculer

1'homologie de cette varifté et on peut faire usage des inégalités
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de Morse si U n'est pas dégénérée aux points critiqueg

2
( Jp"ul # 0 si DU=0). On rappelle que l'index d'un point
critique est le nombre de valeurs propres négatives de DEU.

Voici un résumé dJde guelques résultats de Palmore:

a) ¥n»3, J p.e.r! avec index compris entre n-2 (par

exemple les solutions de Moulton)} et 2n-4.

b} Soit Pi(n) £ nombre de p.e.r. d'index 2p-g-i 8i aucune

de ces p.e.r. est dé&générée. Alors Pi(n) =[2)(n—1—i}[n_2)1

et 2 p im)= [2"  n-2y41] (n-2) 1,
1

e} 5i n=4, m1=m2=m3 aont aux sommets d'un triangle éguila-

tare et O (nﬁ'dml est au centre, il y a une et seulement une
valeur de m4 telle gque la p.e.r. est dégénérée. Ce résultat

généralise & n> 4. En outre, si m, =m,=m, > m4> 0, il existe

seulement une autre valeur de m, telle gue U aie un point
critique dé&généré.

d) Si n=4 et les masses sont égales il y a: 12 solutions
Moulton, d'index 7: 6 sclutions en carré, d'index 4; B solutions
en triangle &guilatdre et masse au centre, d'index 2; 24 solutions
en triangle isosciéle et masse & l'axe de symbétrie, d'index 3,
et 2 familles de 48 sclutions chacune, formées par trois masses
aux sommets 4'un triangle scaliéne et la guatriame & l*intérieur

du triangle, et avec indexs respectifs 3 et 4.

e) On considére 1'ensemble des masses telles que U a points
eritiques dégénérés, {sans la condition- ff: mi=1). S mesure
i=
n-dimensionnelle est 2éro, mais la mesure n-l-dimensionnelle est

positive.
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Une borne supérieure du nombre de p.e.r. a &té& donnée
par Kuz'mina en 1977 (3] . On emploie les estimations de Milnor
pour le nombre de composantes d'une variété algébrigue réelle.
Soit Kn le nombre de p.e.r. du probleme des n corps. Pour les

masses telles gue ce nombre soit fini on a:

2
X_& 2(n=2) (3n+1) (6n+1) (n"-n+€) /2

9
En particulier, pour n=4,5.6 on a, respectivement: 52225,
13
96x31 , 15213?18. $*il n'y a pas aucun point critigue dégé—
néré, c. 4 d. si U est fonction de Morse, alors Kn eat fini.

La borne inférieure de Palmore donne enh ces c¢as: 34, 294, 3086,

On retourne au cas n=4, Les sclutions Moulton, carré
et triangle éguilatdre étaient classigues pour masses &gales.
Notons gque le type Moulton appartient & un minimum de -U,
carré & un maximum et que les valeurs de -U pour les cas trian-
gle &guilatdre et igsoscile sont -01.1811110924, ~0.1811095060,
regpectivement. Cela donne un apergu 8sur le fait que les solu-
tions non classiques sont tras prochesde la golution en trian-
gle &guilatére ce qui expligue qu'elles zient resté inconnues

jusqu'au présent. .
A

En fait., au moins les solutions isoscdles &taient & la
portée de Pedersen. Si on fait 1'&volution des p.e.r. du cas

restreint 3+l a1 cas des 4 masses &gales on a la fig. 4.

Dans le cas de 4 masses arbitraires (gui seront représen-
tées comme les coordonnées barycentriques d'un peint d'un L=

traddre T), qu'est ce gu'on cherche?
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p.e.r. est différent.

b) Masses pour lesguelles existe dégé&nération (frontia-
res des régions de al}.

c) Pour des masses données, obtenir les p.e.r. et "iden—
tifier". {Par exemple, l'identification peut se faire
reliant par &volution chacune de ces solutions & ce-

lle qu'on obtient si lea masses sont &galesl

On va exposer les principaux ré&sultats de {19] que por-
tent sur les solutions qui par &volution donnent solutions du
cas de 4 masges é&gales qui ont au moins une symétrie. (On note-

ra apres guelle est 1l'importance des autres).
Deux méthodes sont proposées:

1) fvolution : Cette méthode est générale en Analyse
Numérigue. Connue sous le nom de méthode de Davidenko {entre
beaucoup d'auvtres), peut se résumer disant que pourvu gue
Fix,m)=0 (eq.(3)}). soit suffisamment différentiable, si on
connait une solution x® pour un point m=m" on peut passer &
1a solution x*® correspondante & m=m™* . Tout simplement, joig-
nant m* et m®™ par une courbe dans l'espace des paramdtres m,
on progresse soit directement par des petits morceaux sur
ls courbe, soit en résolvant une é&quation différentielle

associée(ce qui revient aussgi a des petita morceaux sur elial.

Il v a des difficultés. Deux ou plusieures sclutions
peuvent se joindre et disparaftre. Une solution peut donner
naiseance & plusieures et méme & un certain point sur la conr-
be peuvent apparafitre sclutions qui n'existaient pas. C'est,
bien sur, le phénomdne de bifurcation. L'apparition d'une bi-

furcation se fait aux p.e.r. dégénérées.
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prochaines exige due le jacobien de F{x,m) par rapport & x
soit non nul. Pour .déterminer une p.e.r. on peut fixer les
masses m.,m_ & (0,0}, (1,0} et prendre (x cos A, X sin A},

1"72

(y cos B, y sin B) cormme coordonnées de m3.m4. Soit

X==iXER4, ¥= (x,y.B,B), 0 €xsgy, O(B,Bdﬁj.

On peut montrer qu'ayant donné un point ¥, une condition né-
ceggaire et suffiassante pour gu'il soit p.e.r. (pour des mas=

ges convenables} est

3 -3 -3 _ -3, , -3 -3, . -3 -3
= - - r - -
Gy = (], = Tyy) (g = Fyp) (rpy = Tyy) (Fpg Tya)
3 -3, -3 =3, -3 -3, -3 _ -3
(£, = %34} (Fyp = Tag) (Fa3 = Toy) Ty T Fpy) <0

Deg 6 &quations (2) il en y & 4 indépendantes. Si
G(X)=0 et on verifient trois des guatre éguations indépendan-—
tes de [2) la gquatridme est aussi satisfaite. soient F=XsT -

3 o, F
R~ ces trois équationa et J{X)

.

Dx G

5i G[X)=0, alors J(X)=0 contient les p.e.r. dégénérées.
a l'aide de F on obtient les masszes correspondantes. Du boint
de wvue pratigue, si on se donne y.B.,x tels gque 2y cos B +
4 gin B. x2> yz + 1, i) existe une seule A gu'on peut trouver
par une méthode de Newton qu'on démontre &tre convergente.

Fixés y,B on a J=I(x).

Les résultats ont &té obtenus par la méthode 1) et veri-
figs par 2). La fig. S montre une reprégentation qualitative

des régions 3 l'espace des masses. 11 guffit de donner 1/24

du tétraddre des masaes {mlﬁ m2£1n3éln4]. La fig. & donne les

digpazritioc ' i
j==] ns gu'on a entre le point n® appartenant & messes
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&gales et le cas limite restreint 3+1.

On a 5 surfaces Si.Les masses sur une de ces surfa-—
cas sont telles gque U perd son caractdre de fonction de
Morse. Quant aux bifurcations: & Sl il y a création de 2 cou-

ples de p.e.r. qui évoluent & L_,L  {fig. 1 a} loraque

01

m,=m_ =m_, m, —= O; & S il y a fusion et disparition

17273 4 2,3,4,5
des p.a.r. numérotées 2 et 6, 4 et B, 3 et ?, 1 et 5, res-
pectivement & la fig. 6.

Quantitativement les points les plus représentatifs &

la fig. 5 ont les masses sulvantes:

0=(.25,.25,.25,.25) : 1={0.1/3, 1/3, 1/3);
G=(0..2882?635,.2882?635,.42344?31):

J=(0,0,.5..5); E=(0,0,0,1)7 H={€, .11959987, .44020007, . 44020007} :
A=(.24983388, .24983388, .24983388, . 25049836} ;
B=(.249§6130,.24966130..250338?0,.250338?0):
C={.24846730, .25051090, .25051090, .25051090) ;
D=(.24903371,.24903371, .25096629, .25096629) ;

F=(.20434680, .26521773,.26521773, .26521773).

Leg volumes dea différentes régicons et leurs ceracte-

rigtigues sont donnég & la table I.

Sur le segment OI on trouve le point C., C'esat & ce
peint qu'on produit la disperition des solutions scalénes
(par fusion d'une solution d'index 3 avec une d'index 4) .
Ainsi la region d'existence des p.e.r. qui par &volution
donnent le cas scaldne pour masses &gales, est trds petite

et les masges doivent @tre presque &gales.



123

Palmore montra que le nombre de p.e.r. est exactement le

minimuﬁ E:ri(n) ='[2n'1(n—2) + 1] {n-2%! {pourvu que U soit fonc-

tion de Morse) dans un ensemble ouvert de l'espace des masses.
La table I suggdre gue cet ouvart a une mesure prasgue totale
{97,7% si n=4). On peut conjecturer que cela est vrai pour tout

n.

I1 y a des nombreux cas dégénérés se trouvant. sur une
des surfaces Si ou m2me gur deux ou trois d'elles. Ainsi, au

point F il y a 32 p.e.r.

51 on prolonge les Si aux sutres morceaux du té&traddre

on trouve gue Sg devient du type 52 en traversant OIJ et du type
5,4 en traversant OIE. D'une fagon pareille 84 devient du type

83 si on traverse OEJ.

Dans bQ] on fait mention 3 l'application des p.e.r. ob-
tenues au calcul des ensembles de bifurcation [21] : valeurs de
l'énergie h et du moment ¢ telles gue les variétés invariantes

I {points de 1'espace dea phases avec cettes énergie et moment)

he
changent de atructure. En particulier cela dépend da l'ordre des
valeurs du potentiel aux p.e.r. le nombre de cas différents 3

conpidérer (plusieures centaines) semble défier une analyse dé-

taillée profitable.

Pour finir disons quelgues mots & propos de la stabilité
{linséaire) des p.e.r. du problame des 4 corpd. On peut &crire
les équations dans le systéme d'axes tournants avec vitesse snN-—

gulaire w:



" Z.-Z.
ﬁi—ZwLo 1) ii—wzzi= Z m.—33—“!"— .
1o iF=1 iy

Comme d*habitude on trouve les éguations wvariationnelles,
“t substitue auxX points d'égquilibre et on a une &guation pour

.e spectre du probléme linarisé:

2
M- AT [Be2wAI
N-2WAL [P- A% I

A =

A M,N,P sont des matrices aisement calculables en fonction

3 coordonnées des p.e.r. {(guel que Boit n}. Si n=4 nous avons
2 2 2 3 8 & 4 2
AN = A (A +wh (A +a A +b A +c ATra) .

# calecul de a,b,c.d4 en fonction des mineurs principaux de

YN )

. est gimple. Il faut gue R{z) = 24 + 323 + bzz + oz + & aie
1

’ toutes ses racines négatives.

Les r&ésultats gu’on a obtenu se r&sument disant que
seulement les classes qui par évolution donnent les solutions
-n carré, si les masses sont &gales, peuvent Etre gtables.

En plus if faut gue m, scit prés de l'unité: seul le cas pla-

4

nétaire, une grande masse et les autres trés petites et toutes

.resgue a la mBme distance de la masse centrale, peut &tre
table comme p.e.,r. On coniecture la validité de ce résultat

Our noguelcongue,

Plus exactement, la fig. 7 montre l'é&volution pour les
slutions pouvant possé&der stabilité Le cas limite 3+1 donne

rois régions R,CR,CR, (R, = CST, R, = UTC, "155 = CUVYC)

4 &
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dans lesguelles doit se trouver le point représentatif des masses

M, My, M, POUr gue m, soit en libration stable. (Le numéro des

régions ici vient du nom du cas limite par analogie avec la fig.

1 a}. Observons gue la stabilité de la p.e.r. @ besoin de stabi-
1ité du point de libration et de la configuration Lagrange des
trois magses finies. Ainsi la courbe limite de la stabilité du
point de libration type L5 est Uvy , et celle du Lagrange est XVY.
Cela expligue la forme de Rs‘ Il faut se rapporter & ﬁQ} pour les
détails.
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Sommets

GABC
aABC
aBCD
abCh
aDFbC
abAE
FGHI
EabDFGHJ

Huméro
v
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34
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Table I
p.e.r. Index i=
2 3
20 24
18 22
16 20
16 20
14 18
14 18
12 18
12 16

MmO Mmoot

p.8.T. géométyique-
ment différentes

gt= ¥ + &)

2

31
29
27
27
25
25
25
23
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