Publ. Mat U.A.B.

ne 8 Juny 1978
UNTIVERSIDAD AUTONOMA DE BARCELONA

FACULTAD DE CIENCIAS

SECCION DE MATEMATICAS

SEMISISTEMAS DTNAMICOS DISCRETOS
DEBILES, ¥ SU APLICACION A LA
QPTIMIZACION DE FUNCIONALES

Memoria presentada para

optar al grade de doctor

E.Llorens Fuster



Este tesis doctoral fue dirigide por
el Catedrétice Dr.0. FLORENGIO DEL CASTILLD
ABANADES, y fue leidas al dia 9 de dicismbre
de 1977 en la Facultad de Ciencias oe la uni
varsidad Autérmoma de Bercelona ante al

siguiente tribunal:

PRESIDENTE

Dr.0. Alberto Dou Mas de XexAs

Pr.0. Jusn Luis Cardéd Martin
Dr.D. Florenclo del Castillo Abénedes

Or.D. Julifn Cufi Sobregrau

VICAL SECRETARID

Dr.D. Carlos Perelld Valls

Celificacibn:

SOBRESALIENTE "CuUM LALDE"



Desec hacer constar mi agradecimiente al
Brof.Dr.D. Florencio del Castillo Abanades,
Catedrdtico de la Univeraidad de Mdlaga,
Director de este trabajo, sin cuya ayuda

y comprensidn no hubiera sido posible.






I NDICE

INTRODUCCTION .. insr ieieen s caan e cm v 2
.- EL ESPACIN CON LIMITE  (F(H),3) a
2.:SEMISISTEMAS RINAMICOS DISCRETOS DLCBILES 15
Definicibn y ejemplos............ eere e 1&
SOLUCIONES . o v v v et e n s mrasaasnbans Ce e 21
Semiconas de trayectorias........ce.eeieann -oo22
Invariancia.......ovniv i en e ser e 23
Puntos criticos, de partida y peribdicos. 24
Conjuntos 1imite......cvniineonnnraanvins 26
Funcionales de LiGPunov......veevecraresns 34
Atraccidi, . oo iarancannn e e 37
Estabilidad . ... i onennanns e 43
Minimalidad ............ ey e 50
Recursividad y estabilidad Poissdn..,.... 54

Semisistemas sobre un conjunto débilmente

compacto de H ... . it e 57

3,: APLICACION AL ESTULID DE ALGORITMOS DE MINTMIZACION DE
FUNCIONALES .. vv i uiinmnnrsvasananessanananescnnin s 60

Hipdtesis y planteeziento del problema. .. 60

Semisistema sohre WEF(H) asociado a un

atgoritmo tipo Rradiente ...........oeeeeirianns &7

REFERENCIAS o vv i iern s inaasnasascns s scaneasbssuen 72






INTROTUCCTION

Dado un espacio topolégice X y una aplicacién
:XxRk —3 X con las propicdades:

1) VxeX, n(x,0}= X

11) V¥xeX, Vh,keR, n{n(x,h),k}}=n{x,h+k].

111) = &5 continua en XxR,
se dice que 1a terna (X,R,n} es un 3istema dindmico ordina-

tio, definicién axiowmitica que se inspira en algunas propie

dades de las soluciones de un sistema diferencial autbnomo
sobre R%.

Si xeX se 1tama solucién de (X,R,r) pasando por
x, a la aplicacidn ﬂx:R+X definida por =, {1}= n{x,t),y se
llama trayectoriz de x al conjunto {a({x,t):teR}.

Si la trayectoria de x se reduce al punto X, di.

cho punto es 1llamade critico o de equilibric. Una propiedad
de especial interés es que si x es critico, de ser y#¥x con
niy,t )*x, ticne que seT T 4w o t o=, es decirt que los
puntos criticos no pueden alcanzarse en tiempos finitos.
Un estudic detallado de los sistemas dinémicos

ordinarios, se encuentra ¢n el libro de V.V.Nemytskii y V.V
Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equatxons 1947,
y una puesta al dia de esta teoria. con indicacidén de los
campos estudiados vy técnicas empleadas en los (lrimos ahos,
puede verse en (5), ocbra desarrcllada prefergntemente £n
el casoc en que el espacioc fase X es métrico localmente com-
pacto. En Topelopical Dinamics and Ordinary Diffcrential
Equations, (1971), G.R. Sell estudia ¢l caso en que X es un

espacio uniforme.

Modificando alpgunos elementos de la terna auec
constituye un sistema dinfmico ordinario, se obtienen alpu-
nas e las generalizaciones hue conducen al concepto de se-
mi-sistema din&mico discreto débil sin unicidad, cuyo estu-
dio es, en parte, un objetive de la presente memoria.

Citarcmos algunas de ellas.



Si se considera mXxR' —>X se obtienen semi-
sistemas dinfmicos, estudiados por N.P. Bhatia y O.Hajek

en (3). Como particularidades importantes propias de los
semisistemas dindmicos pueden sefialarse:

a} El concepto de punto de partida:.Situacio—
nes que no pueden ser intcrmedias del fendmeno considerado
y 51 pueden ser condiciones iniciules.

b} Un punto c¢ritico puede ser alcanzado en tiem
po finito. )

En 1.570 M.Slemrod en (29) define sistemas dini
micos débiles {en realidad semi-sistemas) manteniendo inal-
terados los axiomas I y II, y reenunciando. III de modo
que, (siende X un espacio de Banach),

ITI'y Si Etn-t[+0 Yy X »x (débilmente) enton-
ces a(xn,tn]+n(x,t) {(débilmente).

Si la aplicacidn = es multivoca se obtienen,

partir de los sistemas dinfmicos ordinarios, los sistemas
dindmicos sin unicidad, que constituyen un estudio axiomdti

co de las ecuaciones diferenciales ordinarias con existen—
¢ia de solucién y prolongacibn de cada una de ellas a toda
la recta real. y que han sido estudiados por G.P, Szego vy
G.Treccani en (32).

Andlogamente, si la aplicacién s es multivoca |,
se obtienen a partir de semisistemas dinfimicos ordinarios
los sistemas generales de control, un estudic de los cuales

puede verse en “Stability in general control systems’ (1965)
de E.Roxin.

Tambi&n en 1.970, G.P.Szego y G. Treccani pre—
sentan en Varenna (Como,Italia) la comunicacidn "An abs—
tract formulation of minimization algorithms' recogida des-
pués en (30), en la que se introduce el concepto de semi-
sistema dinimico discreto, que considerade en 1a linea de

las anteriores gencralizaciones, toma la aplicacidn

n :XKI“—«-—-—-izx'

y el axioma I1II queda, si X es un espacio métrice,

111') 81 x,»x entonces =(x,,k) 8a(x, k) Vker®
dende &1 simbolo 8 indica la convergencia en una adecuada
topologia introducida en F(X), espacio de las partes no va-
cias y compactas de X.



En el misme traﬂajo se aplica la Teoria de Semi-
sistemas dinadmicos discretos para dar una prueba clepante de
la convergencia de determinados algovitmos de minimizacidn
dc funciones sobre R"

En efecto, si J:R—3 R, y s¢ trata de determi—
npar sus minimos, un procedimiento &5 construir una sucesidn
{xn}c:Rnl tal que

a) Ji{x )>J(x ) L

b) {x } tiene como ifmite un punto x*, en el
que J tienme un m1n1mo.

8i J es suficientemente regular como para que
.las operaciocnes que se indican tengan sentido, un método pa
ra construir {xﬂ} es el liamado del gradiente, en el que, a
partir de un punto inicial arbitrario x, se toma:

Xp41™ Xp* P -Grad.J{xp}

BGrad.J(x

pn = grg.min. J{ xn + p M]
0e [0, K] [ Grad.J (xn)H

con k>0 previamente fijado.

siendo

Se trata de definir sobre RY un semi-sistema
dindnice discreto adecuado, (R",I+,n) de modo que, si xeR"
n(x,k) sea el conjunto de los puntos nbtenidos a partir de
x por k aplicaciones sucesivas del unlgoritmo, aprovechando
propiedades del semisistema para probar. su cunverpencia.

Observamos que:

a) El1 pruceso sblo tiene scntido en una direc—
cibn, y ademis seria de desear que el punto critico se at—
cance en un nimero finito de pasos.
ne ¥ Pov tanto Xp+1
no osti unicamente determinado, lo que hace pensar en 1a ne

b} Fijado xn'sucede que ¢

cesidad de prescindir de la unicidad.

c} Fijado x  los posibles X forman up com-

+1
pacto de R®. Los compdctos no vactos Jug;rén un papel funda
mental en toda la Teoria de sem1s15temas dinsnmicos discre—
tos.

En (8) sc hace un estudiec extenso de cierta cla
se de semisistemas dinfmicos discretos sobfc R", que en
{(34) G. Treccani aplica a 1a minimizacién de funciones so—
bre R"

También se exponen resultados en la misma linea



14 an (26).

De mode formalmente similar a como se efectua
en R, pueden aplicarse resultados de la Teoria de Semisis
temas dinémicos discretos al estudio de la convergencia de
algoritmos de minimizacidn de funcionales sobre un espacie
de Banach, presentandose cn este caso las légicés dificulta
des derivadas de no ser localmente compacto e} espacio con-
siderado. Una aportacidn a este respecto es el trabajo de
F.Castillo {8), en que, definiendc sobre un espacio real de
Hilbert separable semisistemas adecuados, se prueba la con-
vargencia {fuerte) al minimo de un funcional dado, de las
sucesiones obtenidas por la aplicacitn del algoritmo ante—
riormente descrito sobre 'R", -

Sin embargo, en la mayoria de los algoritmes de
minimizacién de funcionales definidos sobre un espacio de
Banach reflexivo, extensamente estudiados en (10) y (14),se
Consiruyen sucesiones ﬁue, bajo determinadas condiciones pa
ra dichos funcionales, convergen débilmente a.su minimo.

Ello condujo al deoble problema de definir sobre
un espacio de Hilbert semisistemas dinfmicos discretos ade-
cuados, y a probar que, en efecto son aplicables al estudio
de la convergencia débil de algoritmos de minimizacibn, tal
como se hizo en los casos anteriores, ' ’

La principal dificultad para el primero de es—
tos propdsitos radicaba en la expresién de un modo adecuado
de un "axioma de continuidad" para la.aplicacién multivoca
definidora del semisistema dinfimico discreto, o en otros
tdrminos, de hallar una forma idénea del axioma TII1,

La distribucién de la presente memoris en sec—
clones, es la siguiente:

_En la Seccidén 1 se estudian, con vistas a la
enunciacifn del antedicho axioma de continuidad, determina
dos tipos de convergencia secuencial en el espacio F(H) de
las partes no vacias débilmente compactas de H, que para una
de ellas Tesulta ser un espacio con 1limite.



En la Seccidén 2 se definen Semisistemas dind
micos discretos débiles sobre H, (terminclogia que pare-
ce la mis natural en consonancia con la de sistema dinimi
co débil), y se estudian propiedades de invariancia, con-
juntos 1imite, estabilidad, funcionales de Liapunov,atrac
cién, minimalidad, cte., siempre bajo el doble Aspecto
(habitual en semisistemas dinfmicos sin unicidad) de con-
direrarlas para el conc completo de solucicnes (propieda-
des “fuertes") ¥y para las scluciones individuales (propie
dades "débiles™). Se ha procurado mantener esta acepcibn
del término 'débil', evitando su empleo en las correspon
dientep propiedades topolégicaé,que se han distinguido
con el prfijo o habitual.

Las definiciones relativas a los conceptos
de invariancia, estabilidad etc., se ha procurado expre-
sarlas de modo que constituyan generalizaciones de las
usuales, aunque en las que son de naturaleza topolégica
se haya hecho necesario desdoblarlas, apareciendo, por
ejempla, conjuntos limite fuerte y débil de soluciones,
atraccién fuerte y débil, etc.

El estudioc de estos semisistemas dindmicos,
se ha hecho con vistas & su aplicacibén a las pruebas de
convergencia de algoritmos de minimizacién de funcicnales

sobre KB, por 1o que nose tratan 105 conceptos 'megativos".

La Seccidén 3 se dedica z cxponér los métodos
a seguir para probar la convergencia débil al minimo, de
ciertos algoritmos de minimizacién de funcionales, defi -
niendo para ello semisistemas dindmicos discretos débiles
adecuagos, y mostrande que las sucesiones que generan son
soluciones del correspondiente semisistema, soluciones cu
ya convergencia débil a un cierto compacto (que’en este
cago ser§ el formado por el punte en que &l funcional al-
canza su minimo), se ha probado en la seccidn precedente.

Es de notar gue si {xn} es una sucesidn de
la que se ha probado que converge débilmente al minimo x*



16" del funcional considerado J, nese sigue necesariamente,si
B es de dimensidn infinita, que {J(xn)} converja a J(x®)
ya que la mayoria de los funcionales empleados en la préc
tica, no son débilmente continuos {Cfr, 1.4 .). Ello impg
ne sensibles cambios con resmecto a los métodos usuales
en dimensidén finita, 'en los que la continuidad juega un
papel esencial.

. El disponer de esta interpretacién "dinimica®
de los algoritmos de minimizacidén de funcionales, aparte
de la unicidad de los métodos y consiguiente mayor elegan
tia, puede aportar una contribucién a su estudio en condj
ciones menos exigentes para el funcional, asi como al com
portamiente de nuevos algeritmos o a la extensifn a dimen
si6n infinita de otros conocidos para RP,



1,: EL ESPACIO CON LIMITE (E(H)1.9)

1.1.: NOTACTONECS

"Se supondré dado en lo que sigue un espacio real
de Hilbert H, separable, en el que se considerarin las topolo
gias débil y de la norma. S5i {xn} es una sucesidn en H se em
plearfn lpos simbolos x,—*x ¥y X, > Xx para indicar que
converge & xtH respectivamente en ceda una de ellas.

La topologia débil de H serd denotada con el pre-
fijo ¢ .Para ¢l producto interne, norma y distancia en H se
usarin las notaciones habituales (./.), K.§ , y d(.,.) res -
pectivamente.

"1.2. LEMA

Sean {x_} {y,} sucesiones en H tales que
xn——A X, ¥n —_ Y,
verificando ademds que, para cada n=1,2,...

- <
Hyn Xl € k.

Fntonces se tiene que Iy - x i & k.
Prueba:
Para cada enterc positivo i, ¥ para todo vec—
tor acH, se cumple que:
Hyy/a)-(xg-a) | =1y -x;/ay b € lly -xghval
£ k llal. '

Por tanto:
lim by, /a)-(x/a) | £ % Nal

=

1o que, por hipdtesis equivale a
|(y/a) - (xfa) € kMl
Tomando en particular

as L
Uy - xi
quedaré:
ly-x / a)| = |(y-x/ —LF= ) |= ly-xd € k _flay=k

v-xll
lo que completa la demostracidn.



1.3 TEOREMA
Sea BCIl wun ceonjunto débilmente compactoe,

Entonces

S[B,e] = {xeH : d(B,x)
es débilmente compacto.

Prueha:

LY

e !

Sea {x 1 una sucesidn en sfB,e].

Al ser S[B,elacotado, la sucesifn dada ad

mite upa subsucesidn {xnp} débilmente convergente & un pun
to xeH.

Como para cada pel’, X, & 5[B,e], d(B,xy )=ay
. P P P

con nn S E.

Al ser B débilmente compacto, es fécil compTOo -
bar que , existe ynpaB (p=1,...) tal que;:

d{B,xnp) = ﬂynp - xﬂp" = unp & (p=1,...7).

B es débilmente secuencialmente compacto, por lo
que (ynp1CTB admite una subsucesidén {que puede suponerse
es ella misma) débilmente convergente a un punto yzB.

Como, abviamente, xp
terior s¢ tendrd que

iy - x££ e

p__*\x, por el 2ma an-

y de enuf que x e¢S{B,c] probindose asi que S{B,e] es dé~—
bilmente secuencialmente compacto, siguiéndose la conclusifn

de - R
o

En 1o que sigue F(H) es el conjunto de las par
tes no vacias débilmente compactas de H.

1.:4 ¢ DEFINICION

Dados A,BgF(H) se llama semidesviacién de A Tes
pecto de B al nimero real

8(A,B} = sup {d(x,B)} .
X6 A

Il

1,5 .: TEOREMA
Para cualesquiera A,B,C<F(H} se cumple:

}._5.1. 8(A,B}) = 0 & ACB,

1.5.2, p(A,B) < ¢ &» ACS(B,e)={xeH:d(x,B) e},




1.5 .3.: Un general, 8{A,B) # £(B,A).
1.5 .4, 8(A,B) £ B(A,0) + B[C,B).

Lz prueba se omite, por ser simple consecuencia
de la definicibn.

1.6 .:  TEOREMA
Sean AcF(H) y Sg{(A,r)={ BeF(H) @ 8{B,A)<r]
Si se define [ = {SB{A,r} : AeF(H), T>gl se
obtiene unn base de una topologia sobre F{H), que satisface
el primer axioma de numerabilidad, y que es no T,.
La comprobacifn es inmediata.
Aﬁrng—aA indicari en adelante que la sucesién

{An}CF(H} converge en esta topologfa al conjunto AcF(H}.

1.7 .: DEFINICION
Sea {An} una sucesibén en F(H), y sea AeF(H). Se
dice que {An] c-converge a A, { kn § A), si para toda su

cesién'{xn} con X eA, {(n=1,...) puede obtenerse una subsu
cesibn X, COR  Xp—> Xeh,
p

Con esta convergencia F(H} no es un espacio
con limite (Cfr L20. 1),

1.  .: DEFINICION
Sea (An} una sucesién ep F(H}, ¥ sea AeF{H). Se

dice que (An} g-converge & A, (Ang A), si para cual-
quier subsucesién {Ank} de f{A,} se tiene que Mg, 9 a.

1.9 .: TEOQREMA

. L
F(H)} con la convergencia d , €5 un espacio con

limite.
Prueba:
Sea {nn} una sucesidn en F{H}, v sea AeF{H].
Es sabido que F(H) es un espacio con 1lipite pa-
ra la convergencia ¢, si verifica:
1) 83 G-lim A=A y k <k, ... entonces
§-lim Ap = A e
2) Si para cada n, A _=A, entonces 3-%;2 An =A.
3} St {Rn} no &-converge & A, contiene una
subsucesidn tal gue ningu?a de sus suhsucesiones ¥-converge
i A. :



"
Para ver (1) supongames que An —3 A mietcas
20 que Eara alguna subsucesidn {Anp] de {A,1 se tiene que

Anﬁ—,i—) A,

Ep tal caso, al menos una subsucesidn {knp_}de
{Anp} verifica que

a
Anpj——-i-a Al

Pero como {A gs subsucesidn de {n“} s ah-

, npj
tiene gque "
A, — %L 5
en contra de lo supuesto.
$i, para cada n, An=A, Y {Ap.} €35 una subsu-
cesidn arbitraria de{A,] entonces tomando {xp}cH con
ngAnp {p=1,...}, por ser A débilmente compacto, puede su
ponerse gue xp——AXEA. Luego Anp—ﬂe A, vy al ser arbitra—
ria la subsucesidn (Ay_}, se ticne que An——A A, estable—
ciéndose de este modo (2).

51 la sucesién {A,1 no g-converge hacia A, al
guna subsucesidn suya verifica que Anp—3¢—9 A, Probaremos
que ninguna subsucesién de {Anp}gconverge al compactc A.

En efecto: Caso contrario, si 1z sucesién {Anp_}
extraida de A, verificase gue Anp;—g—é A, en particu
lar también se tendria gue

Anpj"% A
y si tomamos cualquier sugesién {xnp}c H, con xnpgﬁnp
{p=1,,..),una subsucesidn de

{xni)j }
converge débilmente a un punto de A,

Pero, 21 ser esua misma,subsucesldn de {xnp] se
obtiene, en definitiva gue

Anp——"——-) A
una ceontradiccion.

Se ha demostrado pues ({3} vy con ello el teore

»
ma. a

Nétese que la convergencia ¢ verifica en F(H)
los axiomas (2) y (3), mas no €l {1}. No obstante:
t.10. . TEOREMA

Sean (A VCF(H), AeF{H). An—E-—)A si y s6-
lo si, para alguna subsucesién Anp——ﬂ-éﬁ.



Prueba:

Si para alguna subsucesibn ‘{Anp} de {Ap) se 21
tiene que  Ap, —~—Z 5 A, entonces dada cualquier sucesidn

{xpYc M, con xpeAn (n=1,2,...), {xq } admite una suhsuce --
sifn débilmente cohvergente a un punto de A, Lucgo también
{xp} ag?ite una subsucesidén débilmente convergente a un pun-

to de A, ¥y, en consecuencia, Anﬂﬂg—r Al

0

1.1, TEOREMA

Seca {An} una sucesifén en F{H).

Si Aﬁ—E-éA, entonces A g A

Prucba:

Si An-—ﬁ~)A, dado k»0 se tiene que B(An,A)tk
salve, quizfs, para un niGmero finito de subindices. Puede
suponerse, por tanto, gue .

A C 5[A %] =12,

5i {x_ } es cualquier sucesifin con x_eA para
n=1,2,... entonces '{xn]CS[A,k] y como consecuencia de 1,
3 ., admite una subsucesidn [xnp} con xnﬁ——ﬁ~ch[A,k].

Como B(Anp,A) + 0, también unp = d(xnp,A) + 0.
De modo anflogo al expuesto en la prueba de 1.3 .., puede ha
llarse una sucesidn {ynp}_cA‘, tal que

d(xnp,ynp)= d(xnp,A) =6 e

Al ser A d&bilmente compacto, puede suponerse
que. ynp__imyeA.
' Pado e»0, puede hallarse p(a)gI+ tal que si

P * p(E}; d(xnp,ynp)_ =a np B,
lo que, en virtud del lema 1.2., implica que d({x,y)%e.

Luego, necesariamente -d(x,y}=0, es decir que
xcA, completdndose de este modo la dempstracién.

o
Sy L2, CORNLARIO -
Sea {An} una ;ucasién en F(H). Sea A5F£H).
Si A, —E A, entonces A ——vﬂa—+-.A.
Pruecba: )

8i A —B> A, para cualquier subsucesifn (Anp}

de {Ap)} se tiene que Anp—-§A+ A, ¥y en consec%encia,- por

el teorema anterior, Anﬁ —Z2 . A. Lucpo Ay -2 A

jm}



1.13.: OBSERVACTON

51 {Ci] ¢5 una base ottonarmal cn H, entonces
221a sucesién {{e;}JeP(H) verifica que {e;} 5 (0}
Pero  8{ fe;1 ,{0} ) = 1 para edo i=1,2,....
Por lo tanto el reciproco del anterior teorema
es falso.
-
1.14,: TEOREMA
Sea {An} una sucesidn en F(H},

) i Ay $ A puede cncontrarse una subsucesidn
'{Anp} de  {A}, tal que An, € S[AK) p=i,2,... , p. a al
gGn k»0. .

' (0, en otros términos, {An} esti contenida fre
cuentemente SfA,k] para algin k»>0).

Prueba:

Caso contrarioc {hn} estd Gltimamente no conte-
nida en S[A,X] pura todo k»0.

Dado k=2 am) / si n¥m,y B(A,,A)

Dado k=2 =any>n; / si nn, B (A, ,A)

2.
22

e

LS

= p B B % 2 3 p
_Dado k=2 anp>np_1/ %1 n np B(An,A) 2
Por tanto:
Dado k=2 3n, / siminy axleA d{x;,h)éz

" Dado k=22 3pz»>ny / si n3n, ax;zkn d(x2,A}222

—2P 5 iv b p 3,0
Dado k=2 :np>np_1/ sitn*n, axpeA, d(x;,A)32

Se construye ashora 1la sucesiﬁn'fyi} del siguien

te modo: . i
¥1eA arbitrario, ... *Yn _]eAn -1 arbitrario,
yﬁlzxgzeﬁnl, ot Yn2f1:xgl-1EAn2-?’
- yn2=x£29Anz, e )r1_13_1=:'<1‘:f'!,_‘_1 sAn3-1’ .en

Obviamente: .

dy, A 2, ... LICAURLY éz,d(ynz,A)!zZ,...
d(Yn3-1vA) 22 L. .

Como y eA, n=l,..., y Al 3 A por hipétesis,
puede cbtenerse una subsucesién {ynk} de {yn) tal que

Yne —Yeh .
y ademis,para cada k, d(ynk,y)é d{ynk,A].
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Por lo tanto, {d(Ynk-Y)} estd minarada paor

una sucesién numérica no acotada, lo cual es absurde ya gque

si Yo ——> ¥ existe Mot tal que

en H.

Iyne - Y0 <M (ks1,...}.

1.15.: TEOREMA

Sea ~J: 1l —3 R un funcional sobre H tal que
1.15.1.' J es débilmente secuencialmente continno

1.15,2.: J admite un minimo,x*,

-Entonces si J(xo] > J(x*}, el conjunto de nivel

Wix)) = {zeH| J(2)43(x,)}

es no acotade.

Prueba: )

Sea {x,} una sucesibn en H tal aue Xy —> x*.
Al ser J débilmente secuencialmente continuo,
J{xn) - J(x*)

por lo que, para n suficientemente grande

J{xn) - J(x*) < J(xg)-J(x*).
Puede suponerse, pues, que {xn}(:W(xO)._ _
... }es la base

Por otra parte, si {31,32,...,cn,.

ortonormal candnica de H, se ticne que:

Coegtxy, eytXy, ... & gy e — x*
2e]¢x], 232+x2, v 2ep+xp, - h_;fh xt_
MM . .
ke?+x1, kcz+x2. caa kep+xp, e —— X

continuc

Por lo gue, al ser J débilmente secucncialmente

JCerix ), .., I ep+xp} s T (XM
5 *
J{Ze1+x1),..., J[Zep*xp} yeee + J(x*)

J{ke #x )50y J(kcp+xp) Lo > 3(x)
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S5ea r= J{xo)-J(x*}. Dado r/2, se tiene quc

an1c1+1 51 nﬁn1 J(cn+xn)-J(x*]<r/2
:‘In?_c1+l siondn, J(2e +x }-J(x%)<r/2

BnkFI+| 5i nénk Jke +x )-T(x*)<r/2

De donde
J( engtxn,) «J(x*)+1/2=0 (x ) -1/2<T (%)
J(Zen2+xn2)<J(x*)+r/2 J(x y- r/2<J(x )

J{kenk+xnk)<3(x*]+r/2 =7 (x, }rr/2<J(x )

Obteniéndose asi la sucesifn  [kepy*xp,l,
obviamente no acoetada y contenida en W(x o) completindose
de este mode la prueba. .

N6tese gue 1.15.1se da, por ejemplo, si
el funcional J es Gateaux diferenciable en H y si ademis se
verifica que '

Co x - x

N O L N e R A NI
an



2.:  SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS DEBILES o¢
SOBRE H

2.1.: DNEFINICION
Se denomina semisistema dindmico discreto debil

sin unicidad sobre H a la terna (H,I+,ﬂ), donde
m: Hx1® ————3 F(H)
verifica:
2.1.1.:0m(x,0) = {x} VxeH.
2.1.2.:Si-xn—*——* x en H, entonces, para cada
entero no negative k, «(x,,k) —T oy L (x,k) N
2.1.3.:0(n(x,h),k) = vix,h+k)  V¥xeH, V h,kel'.

2.2.: OBSERVACIONES

2.2.1.:

En 2.1.3. se¢ afirma implicitamente que €5 a8 —
pilmente compacto el conjunto o

o (v (x,h), k) = Lh____aj T (y,k]).

yen (x,h)

Ello es consecuencia de los axiomas anteriores,
en el siguiente sentido: ' ' ]

Si MeF(HY, y a(.,k):H —— F(H) verifica los
axiomas 2.1.1., y 2.1.2., entonces el conjunto

st = Letrn
yeM

es débilmente cempacto.

En efecto:

Sea {xn}Cn[M,k).Por definicidn puede obtenerse
otra sucesidn {yn} C M, tal que xnau(yn,k) (n=1,2,...).

Como M es débilmente compacto, {y } admite una
subsucasién'{ynp1 tal que '

Yn, —— yeM,
lc que,en virtud de 2.1.2., -implica que

"[an!k] —T wly,k).
_ Como xnpgn[yn ,k). (p=},2,...}, la sucesibn
{xnp] ad mite una subsucesidn {xp_,} tal que

Inp* — xen (y,k) Cr (M, k).
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SGe ha probado, pues, gque w{M,k) es débilmente

secucncialmente compacto ¥, por tanto también que ¢S

débilmente compuacto..

2.2.2.: .

La definicién de semisistema dinfmico discreto
sin unicidad sobre un espacio métrico X, dada en (30) y re
cogida en (26}, es como sigue:

(K,I+,n] es un s.s.d.d, schre X si

m oXx1t — s F(X)
verifica: .

1) 7 {x,0) = {x} vVxeX.

2) w(v(x,k),h)= w(x,k*h)  VueX Vh,kel'

3) Para cada kel', x_» x = (x k) B a(x,k).

Como consecuenciaz de 1.12,, egs claro que todo
semisistema dinimico discreto sin unicidad sobre Rn, es un
semisistema dinfimice discreto debil sin unicidad sobre RD.
Heciprocqmente, SUPONgamos que X, > X en Rn.Entonces, por
2.1.2., para cada entero no negativo k, n(xn,kJ —-E—QW[x,k)
Veamos que también n(xn,k)—§—+n[x,k):

Caso contrario existee>0 tal que, para una sub-
sucesifn g{n(xy_,k), n(x,kX}) ® e.Puede encontrarse enton-
ces Ynpe n(xnp,K} p=1,2,... tal que d(ynp,n(x JK))2 e,
Como an* X, necesariamente "(x?p’k) — n({x,k}, en cu-
yo caso, para una subsucesidn de {an} (que, por comodi--
dad supondremos es ella misma): ' :

Yn, ——> Ve n(x,k)
es decir, d(ynp,y3+0, y por tanto, d(ynp,u(x,k}]+0, lo
que es absurdo,

Luepgo, sobre RF, ceinciden los conceptos de se-
misistema dindmico discreto y semisistema dindmico discreto
debil.

n2.2.3. .

El axioma 2.1.2., ﬁuede exﬁresarse de modo equi
valente afirmando que: '

2.1.2.% @ 81 X,—> x eg.H, entonces para cada
entero no negative, k, n[xn,k} — w(x,k).

En efecto, si X, — % ¥ se tuvicra que
n(xn,k) Y B 7(x,k), para alguna subsucesidn

ﬂ(ang.k)_ 4= n(x,k)
pero como xnp — x, en virtud de 2.1.2.,

" (xp, ) —2 3 wix,k)



- 1o que es contradictorio.
Por 1o tanto, si se¢ considera el espaclo topo—

1égico (H,0) como espacioc con limite, al igual que (F{H),?)

nt

todavia pucde redactarse de otro modo.el axioma cansiderado”

semejante al introducido originalmente en (el :

2.1.2": Para cada kel , la aplicacién

w(.,k): H ———— F(H)
es o-9-continua en H.

Maturalmente, la continuidad debe entenderse en
el sentido do (22).20.111.

2.2.4.:

5i w(x,k) estd constituido por un nfimere fini-
to de ﬁuntos, para todo keI+, se dice que (H,Ifn ) es local
mente finito en x. '

Si para cada xell, existe yell tal que n{x,1)={y}

+ . . L. -
(H,1",n) se dice que tiene unicidad positiva,

El siguientc teorema propoerciona un método
"standard" para definir sobre H un semisistema dindmice dis
creto débil:

2.3.: TEOREMA

Sea w(.,1): H ———————5 F(H) wuna aplicacién tal
que: ' . !
2.3.1.: 6i X0 —3 x en H, entonces
’ n{x 1) —E—> n{x,1}, en F(H).

—3 F(H) de modo que:

Si se define mHxI’
n(x,0) = {x} = ¥ xeH.
w(x,k+1) = \.____.Jn(y.1)

yen (x,k)
+ . .. ; . .
la terna {(H,I ,v) constituye un semisistema dindwico dis-—

-

creto sobre H, que denominaremos inducide en H por la apli-
cacitbn w(.,1) dada.

Prueba: )

n:Hfo;-% F{H) csti bien definida como conse _
cuencia de 2.2.1.,y verifica 2.1.1., por construccién.

Veamas que cumple también 2.1.3.:

Se proceders por induccitén sobre k. Para k=1 se
cumple bor la misma definicién de n.Supongimoslto vilido pa
ra k-1.
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S5i zew{x,h+k}, existe zicn(x,h+k-1) tal que
ZEn[z],l), y por hipdlesis do induccidn, z1sﬁ(n(x,h),k~1].

Sea yven(x,h) tal que zlen(y,k—l}. Entonces:

Zcﬂ(z1,1}C:ﬂ(ﬁ(Y,k'1},T} ¥y por tanto zes(y,k),
de donde

. zex{n{x,h), k) .

con lo que se demuestra que «(x,h+k) < n{x(x,k),k).

Sea ahora zen (w{x,h) ,k). Puede encontrarse
yen(x,h) tal que

zen(y,k)= a(n(y,k-1},1).

Entonces si zien(y,k-i] es tal que 25ﬂ(21{1},

-se tiene gue:

z1sn(y,k-1)Cn[n(x,h),k-'l) = v(x,htk-1)

de donde ’
' zen(zy,1) & «(n{x,h+k-1},1) = n(x,k+h),
es decir que también =(»(x,h),k) € =(x,h+k), completindeo-
se la prucba de 2.7.3, .

. Por ﬁltimo.véamos, por induccién sobre k,que se
verifica 2.1.2,:

Para k=1 es evidente,

5i ,xﬁ—é X en H, consideremos la sucesién {zn}
con znzn[xn,k), n=1,2,... .

Como n(xn,k}= n[w(xn,k-1},1), existe una suce—
sibn {yn} con  y e n(xn{k-l} ¥n=1,2,...,tal que Zﬁ"(yn’1;’
para cada n=1,2,... . _ . .

Por hipitesis de induccidn n(xn,k-1) Ly (x, k-1
y de aqui que {y“} admite una subsucésidn {ynp} tal que. ’

Ynp ~— yen{x,k-1)

perTo entonces

T(yp 1) —> n(y,1)
lo que imp}ica que {znp} admite una subsucesidn {znp*}tal
que: - '
- znpﬂ:'—\ zev(y,1). _
Como ven{x,k-1), zer{x(x,k-1),1) = =(x,k) 1o
que demuestra que n{xn,k} <3 2 (x,k), probindese asi el
teorema.

a

2.4.: EJEMPLOS

.Como consecuencia del tearema anterior, pueden
darse definiendo finicamente wuna aplicacibn n(.,1):H ~+~F(H),



sobreentendiéndose que se trata del seministema dinfimico dis 29
creto débil gque induce en H.

2.4.1.:
Sea Me F(M), Ffijo. Se define para todo x de H:
ap (x,1) = M.

. + - ) -+
Cbviamente verifica 2.3.3., y por tanto (H,I =)
es un semisistema dindmico discveto débil sobre H.

2.4.2.:

Sean F un ceonjunto finite no vacio y

B= {v;: ieFICH.

Definimos ny{x,1)= {{vai]vi: ieF}

_ Si x — x en H, sca’{z,} tal que an“Z(xn’1) )

n=1,... . Puede escribirse entonces que:

Zn” (xn'fvi (n)}vi{n]
y al ser F finito, para algln igeF existe una subsucesidn
{znp] tal que '

znp = [xnp/vioj Vin
en cuyo caso €s inmediato que

znp-—v——ﬁ (x/viu)vincﬂz(x,l}.

Luego  ®2(x,,1) Ty wy(x,1) y de aqui que
[H,I+,“2 ) es un scmisistema dindmico discreto débil sobre
H. ' '

2.4.3%,:

Sean k»*0 vy acgR, fijos.

5e¢ define ﬂa(x,1j = S[ux,k]

$i x —>x enll, sea'{zn} tal que zﬁan(gnl)

n=1,2,... . En tal caso

= g £ -
Z, 0= 8X, v con and k, fn=1,2,...).
Al ser {v } acotada, puede extraerse de ella
una subsucesidn ) y
_ Vip — ves{o,k] -
luego
2ap —— OX * Ve 8[ax,k] = 73(x,1)

Por tanto, ra(x ,1) —Z Suy(x,1), ¥, €1 conse-—
. + . P, R o
cuencia, (H,I ,%#3)} es un semisistema dinamico discrete débil

sin unicidad sobre H.



30

2.4.4.:

Sean Melf(H), yaoeR, fljos.

‘Se define my(x,1)=qx + M.

De forma anilega 2o los cjeﬁplos anteriores se
prucba que w4(.,7} wverifica 2.3.1., y, en consccucncia,
(H,T+,ﬂh) es un semisistema dindmico discreto débil sobre H.

2.4.5.:
Sea A:H ;Q——a fI tal que cumple gque
X, —x = Alx) — Ax).

5i se define ng(x,1)= A(x) trivialmente se ticne
que (H,I+,w5) ¢s un semisistema dinfimico discreto debil so-
bre H, locaimente finito en cada xel, ¥ con unicidad positi-

va.

En 1o que sigue, se supondri dado un semisistema
. - . - . +
dinimico discreto débil (H,I ,x}.

C2.5.:0 7 DEFINTICION

Se llama solucibn de {H,I+)“} a través de x.H, a

toda aplicaciﬁn
;_____9 H
que verlflque 1ﬂb SJgu1entes propledqdcs

2.5.1.: 1 CIXCI.

2,5.2.: x(0)= x.

2.5.3. x(3)ewn(x(h), ]-h) Vj,hel, j * h,

Las imdgenes de i, Ixf\I', I por la aplica
cidén x se denominan, respectivamente semitrayectoria posi-
tiva por x, semitrayectoria negativa por x, y trayectoria de
la solucidn x.

_ En adelante, cuando no haya lugar a confusidn,no
se distinguird entre una solucidn y su recorride ¢ trayeccto-
ria, empleindose el mismo simbolo para su designacién.

"2.6.: ~ TEDREMA

Sea xell. 81 yen(x,k} para alglin keI', cnton-—
ceés existe ung solucidn y por x, tal que x{')=y.

Prueba: : -

Cfr. {(26).1



scbreentendiéndose que se trata del semisistema dindmico dis 29
creto débil que induce en H.

2.4.1.:

Sea Me F{l1), fijo. Se definc para todo x de H:

A, (x,1) = M.

Cbviamente verifica 2.3.1., y por tanto (H,I+n1)
es un semisistema dinfmico discreto débil sobre H.

2.4.2.:

Sean F un conjunto finito no vacio ¥y

B= {vi: ieFICH.

Definimos_nz(x,1)= [{x/vi]vi: ieF}

Six — x en H, sca'{zn} tal que znsnz(xn,1) .
n=1,... . Puede escribirse entonces que:

20 Vi) Vita)
y al ser F finito, para alglin i4eF existe una subsucesién
{znp} tal que

znp = (xnp/vic) vio
en cuyo caso s inmediato que

znp--~——-—-wj {x/vio)vioeug[x,l).

Luego  ma{x 1) Iy wa(x,1) y de aqui que
{H,I+,n2 ] es un semisistema dindmico discreto deébil sobre
H. ' '

2.4.3,:

Sean k>0 y ock, fijos.

Se define ®3(x,1) = Sfex,k]

Si xnﬂw—é x en l, sea'{zn} tal que zﬁ°“£%n1)
h=1,2,... . En tal caso

z, = “?n vy con nvnu £ k, (n=1,2,...).

Al ser {vn} acotada, puede extraerse de ella

una subsucesifn

v“p _ vﬂS{O,k]

v

luego

7. — Sax +ove S[ax,k] = my(x,1}

np
Por tanto, w3(x ,1) —2 Si3{x,1), ¥, &n conse—
+ . ek . oy .

cuencia, (H,I ,73) es un semisistema dindmico discreto débil

sin unicidad sobre H.
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R

2.4.4.;
Sean Me(H), v o, fijos.
Se defline syfx,1)=ax * M.
" De forma aniiloga o los ejehplos anteriores so
prucba que 94(.,1) verifica 2.3.1., ¥, en consecucncia,
(H,I+,“h] cs un semisistema dindmico discrute Jdébil sobre 1I.

2.4.5.:

Sea A:H ;—;—% H tal que cumple que

xg = x = A(x) -— Ax).

Si se define ag(x,1)s A(x) trivialmente se ticne
que (H,I*,ns) ¢s un semisistema dindmico discreto debil so-
bre H, localmente finito en cada x:H, y con unicidad positi-
va.

En lo que sigue, se supondrid dade un semisistema
dinimico discreto debil (H,I+,n).

T 2.5.7  DEFINICION

Se llama solucifn de (H,I+)n) a través de x.H, a
toda aplicacién

x:I ——3 H
que verifique lgs sipuientes propiedades:

2.5.0.: 'L I '

2.5.2.: x(0)= x. .

2.5.3.: x(jden{x(h),j-h) Vi,hel, j ® h,

Las imagenes de I+, Ix(\I', I por la aplieca
¢ién ¥ se denominan, respectivamente semitrayectoria posi-
tivﬁ por x, semitrayectoria negativa por x, y trayectoria de
la solucidn x. )

_En adelante, cuando-no haya lugar a confusidn,no
se distinguiri entre una solucidn y su recorrido ¢ trayecto-
ria, empledndose el mismo simbolo para su designacidn.

"2.6.7 ' TEOREMA

Sea xeH. Si yen(x,k} para algln kel', enton—
Tés exxste und selucibn x por x, tal que x{%)= y.

Prueba: .

Cfr, (2e).1.
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2.7.¢ TEOREMA

_ Sea'{xn}_ una sucesidn de soluciones de {H,I+,n)3|

~ tales que .
xn(O} —— xeH.
_ Existec entonces una solucidn y a través de x,tal
que ' '
x(1) = o-lim x,, (i} {i=1,2,...}
prw
siendo '{xnb} subsucesidn de {x,} (que depende de i ).

Pruecba:
Xn (I)an(x {0),1}, lo que, como consecuenc1a de
2.1.2. da que pucdc extraerse una subsucesifn {Xn1{1)} " de
n(i)} tal gue (1) — ycn{x 1.
XnI(Z)cw(xn}(T) 1), por lo que, come consccuen—
cia de 2.1.2., puede cxtraerse una subsucesidn \Xn2{23} de
{xpy{2)3 tal que an(Z) — ypen{y ).

xnk'I(k)s “(x“k 1(k 1},1}, por le que, coma con-
secuencia de 2.1.2., puede extraerse una subsucesién {xnk k}
de {Xnk-ltk)} tal que xnk(k) —_— yken(yk_1,l)

La aplicacidn x'.I"——)H definida de modo 'que
x(k)=yk, es, obviamente, solucidén de (H,I+,ﬂ} que verifica
la tesis propuesta si se toma x{o)= y =x. '

' + O

“2.8.: ' DEFINICION

Sea xcH. Los conjuntos

T = A ot Teo= L) xr a1
x (0} =x x(0y=x X
son ilamados resﬁeétiﬁamente, semiconos de trayecto}ias posi
tivo y negativo, a través de X.
|
2.9 .: DEFINICION-

Un conjunto MCH se dird ser

2.9 .1.: Positivamente invariante, si T (M)= M.

2.9 .2.: Negativamente invariante, si T (H-M) =
= H-M, . '

2, 9.3.: Invariante, si es a la vez positiva ¥y
negativamente ipvariante.

2.°9.4.: Cuasipositivamente invariante (o débil-

mente positivamente invariante), si para todo xcM existe una
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solucidn ¥ a través de x, tal quc su scmitrayectoria pesi-
tiva estd contenida en M.

2, 9.5.: Cuasi negativamente invariante (débil
mente negalivamente invariante} si para todo xeM cxiste una
solucidn x a través de x, tal que X(I,N Iy M.

Z2.30.¢ TEOREMA

Los conjuntos ﬁoaitivamente invariantes de H,
constituyen una topeologia sobre H,

Prucba:

Puede considerarse que la aplicacibn multi;:;lug_
da w(.,1)}: H=—> ¥ hace que (H,n{.,1)) sea un grafo.,

Mostraremos que:

Si (X,n} es un grafo, existe una topologia
1{7*) sobre X, tal que un conjunteo es t(n)-abierto si y s6-
lo si s(}C U,

En efecto:

Si se define Ex= f ve Zx: {xMin {x) =V} ,se
tigne gue:

1) S% Sez:" y S%ef, entonces SnS‘csx.

2} 8i Seg, y UDS, entonces Ueg .

3) Si Seg, entonces xeS.

Por lo tanto

1{n) = '{UeZX: Uet, para cada xel}
e5 una to?ologia sobre X. : .

Si «{UYCU, para todo xelU, n{x}cUY, és decir
que para todo xel, Ueex ¥ en consecuencia, U es :{n)-abier-
to. ’

Reciprocemente, si User{w}, para todo x:U,UzEx,
¥y en consecuencia, para todo xelU,n(x}cC U, es decir que

- =2{U}yCU,

. - - I L4 .
Como los conjuntos positivamente invariantes M
son los mismos que verifican que w{M,1)C M, se cbtiene

O

"2.11.: TEOREMA

Sea MCH. M es débilmente positivamente inva_
riante si y sb6lo si
Para todo xeM, w(x,1)0M # ¢.



2.12.: COROLARIO

La unién de cualquicr coleccién de cofuntos dé-
bilmente positivamente invariantes, es ddbilmente positiva-33

mente invariante.

2.13,:  TEOREMA

Sea M M. Si M c¢s débilmente positivamente in-

. eS8 . . P
variante, cntonces M (cicrre secuencial débil de M) tam
bién lo es.

Frueba:
gs

Sca_xs M., Existe una sucesién'{xn} M tal que

X — X, y como M es débilmente positivumente invariante,
para cada X, existe una solucidn X, @ través de x, tal
que su semitrayectoria positiva estd contenida en M,

Por el teorema 2.7., cxiste una sclucidn g i

través de x,verificando que

x{i)= o-1lim Xn (i) (i=1,...},
. P P
de donde sc deduce que, para cada entero positive i,
. o5
x{ide "°M

¥ la conclusidn se sigué ahora de 2,11,

2,14,: DEFINICION

Sea xel, 'si para tode yell y para cada entero
positive k, x¥¢n{y,k), x es llamado punto de partida.

2,15 ¢ DEFINICION
Sea xeH. §i T+(x]= {x}, entences x es llamado
punto critico.

2.16.: DEFINICION

Sea xel. 51 xen{x,1}, entonces x es 'llamado pun
‘to singular.

"2.17.: " DEFINICION

Sea xeH. Se dice que x es un punto peribdico si
existe ke I'- {0} tal que xen{x,k ).

En tal caso se tiene también que xen({x,nk ) neN.

Se 1lama periodo del punto peribdico x al

p(x} = min {kel*-10) : xen{x,k)}
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2.18.:  OBSERVACTONES
Tode punto critico es periddico y singular.

Todo punte singular es periddico de periodo uni
dad.

S$i x es criticoe {x} es positivamente invariante,

y si x es singular, {x} es débilmente positivamente inva-

riante.
2.1 . TEOREMA
S5i xeH es periddico de periodo Xy se verifica
que:
n(x,p)ern(x, kgtplen(x,2kptple... {Vpel+} .
Prueba:

Por hipftesis, xen{x,ky). Entonces:

w(x,ple nin(x,ke),p} = v(x,kg*p).

Tpualmente:

w{n{x,p) kol aln{x,ko+p) . kg)
por lo que

5 (X, ko*p) € (x,2kg*p).

Procediendo de igual forma se llega & la conclu
sibn deseada.

8]

2.20.: TEOREMA

8i xeH es perifdico de periodo kg ,entonces vy
sBlo entonces existe una solucidn y a través de x tal que
x(nkg) = x  Vnel'.

' Prueba:

Como xen{x,ky), por 2.6. sabemos que existe una
solucifn x* a través de x, con x*(kg)=x.

Naturalmente, se cumple que: '

x*(0) = xen(x,0) = n(x,kq)

x*(1)en{x,1)

x*(2)en(x,2) ,

x*(ko-1)en(x,kp-1) .

Podemos entonces definir 1la aplicacibn x:I+—+ H
de modo que

x{0)= x(ke) = x(2kp) = ... = x
Cx(1)= x(ko*+1)=x 2kg+1) = ... = x®(1)
x(2)= x(k +2)=x(2k +2) = ... = yx*(2)

x(kg-1)=%(2kg-1) =x(3ky-1)

1

= x*{ko-1)



lucidn de (H,I+,n) que verifica la tesis del teorema, COmM

Como consecuencisa oel teorema anteriar, x €5

pletidndose de este modo su prueba. a

tivo de

tivo de

partida,

tivo de

partida,

tivo de

CONJUNTOS LIMITE

2.21.: DEFINICION

Sea x una solucibn de (H,I+,n).
Se l1lama conjunto norma-limite secuencial posl
x, al
+ +
L7 {x)= {yeH ¢ sik Jel, ke ,x(kn} — vy}

2.22.: DEFINICION
Sea y una_solucién de [H,I+,n).

Se llama conjunto limite débil secuencial posi
%, al
+
LI G0)= {yel @ atkdel’, ko»e yxCk)) — y)

2.23.: DEFTNICION

Sea y una solucibn de (H,I+,n).

Se l1lama conjunto limite finito de x,al
-

LF(x)= {yeH : E{kn}cl » ke sx(ky) = v

2.24.: DEFINICION
Sea x una solucidn de [H,]+,n), sin puntos de

con 1 =1 .

Se llama cenjunto norma-limite secuencial negg
x, al

L (x)= {yeH : a{kn}cl, k - ,x(kn) —+ y1l

2.25.: DEFINTCION

Sea x una solucidn de (H,I‘,n}, sin puntos de
con Ia Ix .

Se 1llama cenjunto limite d&bil secuencial nega
xs al

L;(x)ﬂ {yeH : H{kn}CT, kn+-= ,x[kn] — vy}

2.26.: OBSERVACION

Obviamenté LF(K) c L+(x) C:L;(x) para cada

solucibn yx de (H,I+,n). También, si x es cualquier solu--
¢ibn apropiada, L7 (x) @ L {x].

35
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2.27.:  FJEMPLOS

+ . . PR .
Sea {(H,I ,m;) el semisistema dinimico discreto

debil sin unicidad introducido en 2.4.1,

que:

S AN ¢'S

€5 un punto

Sea {ci} una base ortonormal de I,

g Lo ‘. +
Considérese la siguiente solucidn: x:I =+ H tal

x{0) =x(1) = e,

x{(2) =x[4) = x(8) = = x(2) = ... =e,
x(3) =x{9) = x(33)= . = x(3P) = ... =ey
x(5) =x(28)= x(5%)= ... = x(3F) = ... e
x(8) = e,

x(7) =x(38)= x(71)= ... = x(P) = ... =e,
x(10)= €10

Obviamente se tiene:
LF(x) = {ez,es,es, cee s By e keI* primo }

LF(x)-
L;(x) ='{0}lJLF(x).

Por otra parte, si x£ §[0,1), necesariamente

de partida.
Todo punta de 5[0,1] es singular, y no exis—

ten puntos Ccriticoes.

La aplicacifn ¢:T— H definida de modo que

9(0) = xes[0,1] w{-i]=éi (i=1,2,...)
$(i) = 1728 e; (3=1,...)

es, igualmente, una solucibn de (H,]+‘n1] para 1a gue se

tiene:

invariante.

L) = L () = (0)
L7(#) = & = Lp(v),
L (e = {0},

2.28.: TEQREMA

Sea y una solucidn de (H,]+,n].
El conjunto L:(x] es débilmente positivamente

. Prueba:

Sea yeL:(x]. por definicibn e xiste [kn}CI+'

kn+m , tal gue x(kq) —— y. Entonces:



wix(k},1) —== (1)
y como x(k +Ten(x(k,},1) 1a sucesibn {x(kn+1)3 admite 37
- una subsucesidn {x(kni+l)3 con
x{kp;*+1} — yrexly,1}
- Comd - kni+‘* t= y*eL;(x), y por consiguiente
Lox)Nn(y,1) # ¢
siguiéndose la conclusién de 2.11.

- + e

Notese que Lo(x) no es, en general, positiva-
mente invariante, comc se pone de manifiesto en el ejemplo
anterior.

c
2.29.: TEOREMA

Si xeH es perifdico de pericde k entonces
existe vna solucibn y a través de x tal que xcLF(x), ¥ su
semitrayectoria positiva coincide con sus conjuntos limite.
positivos.

Prucba:

Baste tomar la sclucibn x comtruida en la prue
‘ba ge 2.20.:

Su semitrayectoria positiva consta de k pun—
tos, por lo que

Lp(0= L7(%) = L) = Im.(x) = dx,x*(1),...
veey XXk -1} L .

u}
2.39.:  TEDREMA

Sea y una solucibn de (H,I+,n). .

) El conjunto Lp(x) no contiene subconjuntos pro
pios positivamente invariantes.

Prueba:

Sea AcH, positivamente invariante con? #AcLE{x}

El conjunto {hel™: x{h}eA} e5 entonces no va-
¢fo. Sea hA= min {(hel': x{h}eAl .

La aplicacién x%:1 -+ H definida con x*{(j)=
x(hA‘j) es una sclucidn de (H,I+,n} a través de x*(0) =
=x(hA) cA, luego:

fx{h): héhA}c:Ac:LF{ ). _

PeTo 51 te LF(x} existe una sucesidn {kn3c1+’
K, += ,con x{k,) = t, por 1o que teix{h): h 2 hA) .Por 1o
tanto L {(x) Cix{h}: h *h,}, y,-en consecuencia:

LF(X} = A‘ O
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2.31.: TEOREMA

Sea y una solucidn de (H,I+,n).a través de xeH,

Si {H,I‘,n) es localmente finito en X, entonces
LF(x} es débilmente positivamente invariante. ’ '

Prueba:

Sea yaLF(x}‘ Por definjgién, existe una suce—
sién {kn}<:l+,kn+w, con x(kn)=y, de donde

0y, 1= x (kg 1), (n=1,..00.

51 tomamos x(kn+1)cn(x(kn},i), al ser necesa—
riamente finito el conjunto nfy,?)=n(x(kn},l}, para uma sub
sucesidn {k;+1) c1’, k;+1+w, se cumplirid que

z= x(k;+1} {n=1,...}
luego

zeLF{x}.

Como también zew{y,1} se obtiene que

Ty DL e
siguiéndose la coanclusién de 2.1t1.

2.32.: TEOREMA

Sez y una solucidn de {H,I+,n), a través de xeH

5i para todo'k:l*, 7{x,k) estd constituido por
un so0lo punto, (es decir si el semisistema tiene en x unici
dad positiva), entonces Lp(x) es positivamente invariante.

Pruebaz:

Sea yelp(x). Por definicién existe {k jcC1’,
kn+°, tal que x[kn}= Y.

Como x(kn+1)£ﬂ(x{kn),1) = n{y,l)_ {n=1,..) ¥
el semisistema tieme unicidad positiva en x, guedari gue

s{x,kn+1} = a(y,1) = {x(kn+T)}
y al ser kn+1+w

x(k +1) eboix)
o 1o que es lo mismo,

w(y,1) C Lpx)
lc que equivale a que LF{x} €5 positivamente invariante.

[
2.33,: CORCLARIQ

R + . - s

8i (H,1 ,1) tiehe unicidad positiva en x, y pa-

ra la solucidn correspondicnte y a través de x, LF{x)#¢ »ER
tonces existe h51+, dependiente s8lo de x, tal que

Lelx) ={x(k)eH : k * h) = My



2.54.: QBRSERVACTON

Si [X,I+,n) es un semisistema dinfmico discre- 39
to scbre el espacio m@trico X, el conjunto limite de cual—.
quier solucidén x, para la topolegia de la norma, es cerra-
do en dicha topologia. (30).

En nuestro case cabria esperar que L:(x) fuera
débilmente secuencialmente cevrado.

Sin embargo, en general no es asi, como se pone
de manifiesto en el siguiente ejemplo:

2.34.1.:

Sea {e;) una base ortonormal de H,

Consideremos la sucesidn {xi} en H, construida
de modo que:

X1= eyt ) Xp= e1* ez XgT €1t €3

Xq= ep+2e; Xg= e€p+2lep Xg= extlez ...
Xy eB3t3e; Xg= eztde; Xg= e3tdéy ... (M

Se define 1a aplicacién n{.,1): H+ F(H) de for-
ma que:

m{x;,1) = {xi'xi+1]

a(x,1)

={x,1) = {x} si xfB y x¢ Im.{xi} =M.

5{o,1) si xef0,e,,e,, ...) = B

Nétese que VxeH, xew(x,1}.

Sea {yn} H tal que vy, ——>y.

Pueden darse las siguientes alternativas (no
triviales)

a) Una subsucesitn {ynj} extraida de {y } es
tal que ynj £ OBRUM {Vi=1,Z2,...). .

Entonces n(ynj,1) = {ynj) —3 n(y,1) ya que
ynj—‘ yen(y,1).

Coma consecuencia de 1.n ., se cumple, entonces
que n{y_,1) -2 a(y,1).

) Una subsucesién { ynj} extraida de {y,} es
tal gue ynj= e (j) (j=1,?,...) .

En tal casc, sea finite o no el conjunto
{ep(j) : j;1,;.[} , necesariamente y = 0 o bien ¥= ej Ta
ra algin  jel .

En ambas situaciones u(ynj.1] ~0.8 W(y,1) vya

=0



.que n(ynj,1) = 5{0,1) = s{y,1). También por 1.10, se sigue
que ' .
40 w1y, 1) —— = (y,1).
c) Una subsucesién {yp,.} extraida de fy,} es
tal - X s i=1,...3.
2l que Ynj X039 (i=1, )

Si {xp. :j=1,...} es finito, claramente

"Ongs1} = {xnjaxngey) —2 (y, 1),

51 {x iy j=t,...1 es infinito, necesariamente
es el rango de una subsucesidn de una fila de (1), pues, de
otro modo, [ynj} seria no acotada, lo que es absurdo.

Por lo tanto, puede suponerse que

. Yny — > ¥= e,eb. o
¥ entonces n(y,1) = S[O,I].

51 tomamos una sucesidn {zj} con zjsw(ynj,1)
j=1,... necesariamente tiene su rango en la unidén de las fi
las r-1,r,v+1 de (1), por lo que una subsucesién extraida
de iz, converge débilmente, bien a e 4. a e, 6 ae per-
ténecientes a  5[¢,1].

Luego también nw{y,.,1) —n{y,1) =2

1ly,s1) —= n(y,1).

r+1

~ Se ha llegado , en Tesumen, a prechbar que, en los

tres casos, y —y = «(y.,1) —~Z 3 ay,N.

La aplicacidn «(.,?) induce en H un semisiste-
ma dinZmico discreto debil, sin unicidad, para el cual,

x:I'+ H con y{i}= x, i=1,...
es una solucifn, a través de x(0)=x1.

Pero ’

L ()= {eq,ep, oo )
no es débilmente secuencialmente cerrado, ni (por tanto) dé-

bilmente cerrado.
Para que se de una situacifn andloga a la del

ejemplo anterior, es esencial gque el conjunto {yx(i):i=1,...}
sea no acotado, como puede verse en el siguiente:

2.35.: TEOREMA

.
Gea' xeH, tal que T (x} es acotado.
Entonces, para cada solucién y a través de x,
+
L (x) es no vacio y débilmente compacto,



Prueba:

{x(M? (r=1,2,...) es una sucesida en T*{x),
que, por estar contenida en un conjunto acotado, admite una
subsucesidn débilmente convergente:

f;(njﬁr con x[nj)———% zch.

Como njvm, zeL;(x) 7.

Sea ahora ycL;(x). Por definicién ¥y es limite
debil de una sucesibn de elementos de T+(x}, luego y:cTTET;
es decir que L;{x] T (XY, :

Al ser T*(x] acotado, su clausura débil es un
conjunto débilmente compacto, y peor consipuiente, también
acotado. .

Sea [yn}cL;{x), ynn-—é y. Existen sucesiones de
enteros no negativos, {kg} . kE Ba,tales que x(kg}~494 Yoo
(n=1,2,...).

Como TT{x) es acotado, su topologia relativa
de la débil de H, es dufinible mediante una métrics d*(.,.)
y podemos suponer que las sucesiones {x[k;}} verifican que

a*( xRy, ) ¢ Ve (Vmo= T,

Rkl
Es ffcil ver, entences, que x(k:) — y lo

¥ también que K

que implica que yel*(x).

L;{x) e¢s pues débilmente secuencialmente cerra
do, y al estar contenido en un conjunto débilmente compacto
es débilmente secuencielmente compacto, Y pov consiguiente,
débilmente compacto, completfindose de este modo la prucba,

. .

2.56.: DEFINICTION

Se dice que {H,I+,n} es estable en el sentido
de Lagrange, en el punte xel, si T*(x} es acotado.

S5e dice que {H,I+,n) es estable en el sentido
de Lagrange, si lo es en cada punto xe H.

El teorema anterior pone de manifiesto la im

portancia de este tipo de semisistemas.

|2.3?.: DEFINICION

Se considera la aplicacidn AT — M ta1

que:

41



% si existe una solucién yx por x tal
+ que L*{x)= ¢,
A (x}) = .
kuﬁ___aj L+(x) en caso contrario,
x (0)= x

Para cada x¢H, *(x) se denomina coenjunto norma
limite positivo de x.

2.38.: ~DEFINICION
Se considera 1a aplicacibn x::H -———9‘2H tal
que:
¢ si existe una solucién x por x tal
que L;(x)= 4 i
+
A lx) =
0 k_____) H;(x) en casa contrario.
x [(0)=x
©2.39.: " DEFINICION
Se considera l1a aplicacién AptH —— 2M tal
que: )

% si existe una solucifn x por x tal
] que Li(k)= °.

(x} = .
IF l L._J LF(x) en caso contrarie.

1x (0)=x

Para cads xcH, a;(x) [1;(x}) se denomina conjun
to limite secuencial debil (conjunto limite finito) de x.

2.46.: ' TEOREMA

Sea xeH. E1 conjunto A;(x) es débilmente positi

vemcnte invariante,
Prueba: s
Es simple consecuencia de 2.12, y 2,28.

2.41.:  TEOREMA

Sea xeH. S5i [H;I+,w] es localmente finito en x,

‘@ntences lF[x) es débilmente positivenente invariante.

Prueba:
Es simple consecuencia de 2.12., ¥ 2.31.



2.42.: DEFINICION

Sean VCHy J: V-—3R,

Se dice-que J es un funcional de Liapunov para
(H,1°,5) si ¥ s6lo7si: '

2.42.1.: J es débilmente secuencialmente infe—
riormente semicontinuo.

2.43.2.: Si x es cualquier solucién de (H,I7,s)
contenida en V, ¥ {knl cualquier sucesidén creciente de ente—
ros positivos, con x(kn)-—ivev, entonces J[x(kn}]*J(v).

2.42.%3.: J{x)} ® J(x(1)) para todo x&V y para
cualquier soluciofi x por x con x{1)eV. o

2.43.: OBSERVACTONES

2.43.1.; Un semisistema dinfimice dicreto.débil
dado, puede no admitir mas funcionales de Liapunov gque las
copstantes, COMC sucede, poTr ejemplo, al introducido en
2.4,3. para nnI;'pues si x,ytH son tales que para algln fun
cional de Liapunov J{x) # J{y), como existe en el semisiste-
ma wna solucién por x que contiene al punto ¥y, J{vy) £ 3(x),y
reciprocamente, al existir también una solucifn a través de y
en cuya tra&ectoria esti x, J(x}) € J(y), obteniéndose en tal

caso una contradiccibn.

2.43.2.: Si J es un funcional sobre VC H, débil-
mente secuencislmente continuo, verifice trivialmente 2.4Z2.1
y 2.42.2., y serf funcional de Liapunov para el semisistema
considerado si es no c¢reciente a lo largo de 1as.trayectorias
de sus soluciones,

. 2.43.3.: Si H es de dimensibn finita, y J cual—
quier funcifn sobre H, continua,az valores reales acotada infe
riormente y con tedos sus conjuntes de nivel acotados, puede
definirse

w(.1): H—> F(H)
de modo que

nix,1} = W{x)= {zeH: J(2)£J(x))

Claramente estd bien.definida, pues para cada x
de H, w{x,1) es verrado y acotado,

Veremos inmediatamente que induce sobre H un se
misistema dinimico discreto, y note-mos que es esencial el

requerir que H sea de dimensidn finita, en virtud de 1.15.



Sea ahora {}Zn} CH tal que xn———) xe H.

5i {yn}cH es tal que ynen(xn,1} (r=1,...], en
tonces J(yn) £ J(xn) {(n=1,...) v como J es acotado infe—
Tiormente, existe MR tal que

M2 Iy, % Jx) (n=1,...). .
¥ al ser convergente la sucesidn numérica {J(xn)} podemos
concluir que {J[yn}} es acotada, pudiendo extraersele una
subsucesidén {J(y,.)} con

Jlyn;) — reM,J(x)]

Consideremos ahora la correspondiente sucesidn
{J(xnj}} que converje a J(x):

Puede ccurrir algunc de los siguientes casos!

a)

J(xp:} = J(x) salve, quizis, para algln nlme-
ro finito de subindices.

En tal caso, como J(y, ) £ J(xp:) = J(x) se
tendrd que {y,.}cW(x), salve, quizé&s, para un nfimero fini
to de subfndices nj.

Al ser W¥W(x) (débilmente} compacto, puede supo—
nerse que ‘

Ynj —>. yeW(x)
lo que prueba que

1lxnya 1) =2 a(x,9) = W(x)
¥, como comsecuencia de 1.10.,

w(x,,1) — % 5 a(x,1).

b)

Una Subsucesidn de J(x;.) (que, por comodidad
de escritura supondremos es ella misma) converge a J{(x)
poer la derecha. ) _ ‘

Bn -este caso puede suponerse también que la su-
cesidn numérica considerada es monfitona decreciente,

Como J(ynj) £ J{xnj) {j=1,...) se tendri
que {Yn} C:H(xn1), completéindose como en (a)la prueba de
gque

n(x,, 1) —T n(x,1).

<)

’Una subsucesifn de'[J(xnj) converge 2 J(x) por
la izquierda.

En este caso, como en el (2) puede obtenerse
una subsucesidn de fYnﬂ contenide en W(x), completindose co

mo alli la prucha del mismo resultado.



En todos los casos se¢ ticne, en definitiva, que 45
x,—x == a0x 1) —— T(x,1) )
¥y, como consecuencia de 2.3., la aplicacién n(.,1) indu-
ce en H un semisistema dinimico discreto [debil), sin unici~—

dad, que denominatemos asociado al funcional J dado.

Si xeM y x es cualgquier solucifn 4 través de

Jix(1)) ¢ J(x)
ya que x(T)en{x,1}= W(x).

Al ser J {débilmente secuencialmente)continue
por hipStesis, y no creciente a lo largo de las soluciones
de (H.I+,w), es un funcional de Liapunov para dicho semisis

tema.

2.44.: TEOQREMA

Sean VCHy J:V —— R un funcional de Liapu
nov para (H,I+,n).

" 8i V es débilmente secuencialmente cerrado, ¥y x
cualquier solucifn de semitrayectoria ﬁositiva.contenida en
Vv, con L' {x) # ¢, entonces J esti definido y es constante
sobre Ld(x).

Prucha:

Al estarla semitrayectoria positiva de x conte
nida en V, y &ste ser débilmente secuencialmente cerrado,se
tendrd que si xeL;(x) entonces xeV¥, es decir que J estd
definido scbre L;(xj.

Sean y,zel) (x), con J{y) J(z).

Pueden encontrarse sucesioncs'{hn)=1+, {kn}CI:
hnwu. kn+w, tales gue

x(h )} — z, x(k) —=y-

Ambas sucesiones pueden ser tomadas de modo que
hnﬂkn {n=1,2,...), por lo que, para cada mn se tiene!

JOx(x)) £ Jlx(hy))
de donde

iin J(x(k )y £ Jim J{x(h ))
obteniéndose, por 2.42.2. i

3 y) €3 (2)
lo cual es una contradiccién, pobfindose de este modo el teo
Tema.

a



2.45.: BEFINICION

Sean McF(H), xeH.
2.45.1.: x es o-atraido por M, si, para cunalquier

solucién por x, o-lim (x(n}) = yeb.
T~+=

2.45.2.: % es norma-atraido por M si, para cual-

quier selucidn x por x, MF1im {x(n)) = yeM
' e

2.45.3.: x es débilmente o-atraido por M si
V) F e,y A(OEN,

2.45.4.: x es débilmente norma-atraide por M, si
V) Fe, Yy ATocM.

' 2,45,5,: x es fuertemente atraido por M, si para
todo norma-entorno U de M, existen un norma-entorno V de x
¥ un entero ﬁositivo kU tales que n{V,n}J < U V¥n 2 KU.

2.45.6.: x es uniformemente norma-atraido por M,
si existe un norma-entorno V de x tal que toda solucidn x,
a. través de y:V esti filtimamente en todo norma entorno de M

2.45.7.: x es wniformemente o-atraido por M, si
existe un norma-entorno V de x tal que toda solucidén y per
vy ¥V estd filtimamente en todo oc-entorno de M.

2.45.8.: x es débilmente atraido por M si cual-
quier solucifn z través de x, tiene su semitrayectoria Glti
mamente contenida en todo mnorma-entorno de M.

2,45.9.: x es finitamente atraide por M si exis-
te una solucibfn x por X, tal que LF[x) CM.

c2.46.¢ DEFINICION

Sea McF(H}.

2.45.1.: E1 conjunto {xeH: x es g-atraido por M
= AY (M), es 1lamado Tegifn de c-atraccidn de M.

2.46.2.: El conjunto {xeH: x es norma atraido
por M} = A(M), es llamado regifn de norma atraccibn de M.

2.46.3.: El conjunte {xell: x es débilmente
¢-atraido por M} = A;(M}, es llamado regifn de o-atraccibdn
debil de M.

2.46.4.: E1 conjunte {xel: x es débilmente
norma atraido por M} = A (M), es llamado regibn de norma
atraccidn débil de M.



2.46.5.: E1 conjunto {xeH: x es fuertemente
atraide por M} = Af(M] es llamado regidn de atraccidn fuer 47
te de M.

2.46.6.: El conjunte {xeH: x es uniformemente
norma atraida por M} = AU(M), es llamado regidn de norma
atraccién uniforme de M.

2.46.7.: E1 conjunta {xeH: x es uniformemente
o-atraido por M} = Ai, es llamado regibén de o-atraccidn uni
forme de M.

2.46.8.: El conjunto {xeH: x es débilmente atra
ido por M} = Aw(M) es 1lamado regi6én de atraccidn puntual
debil de M.

2.46.9.: El conjunto {xeH: x es finitamentc
atraido por M} = AF(M}, es llamado regifén de atraccidn Ein}
ta de M.

2.47.: EJEMPLOS Y OBSERVACIONES

2.47.1.: Son consecuencia inmediata de las defi
niciones:

2.47.1.1.: ;\f(M)cAu(M)cAﬂ{M]

2.47.1.2.: A (M]CA‘T(M)CAS(M}

2.47.1.3.0 A (M)CA M)CATM)

2.47.2.: Sea (H,]’,nl) el semisistema dindmice;
discreto débil introducido en 2.41.
Sea M= §[0,1]
= = U = - = U t=]
AF(M] = hf[M) AU(M} hu(M) RN(M) Ad(M] H.

" Para todo xel, 1a solucibn x descfita en 2.2
(tomando x(0)=x) verifica que L (x}= L* (x} € M, pero es fa
cil construir otra solucibn a traves del mismo x con Lt {(¥)=
= ¢, de donde

Ad(M) = A(M) =
y también puede obtenerse una solucién por x que comsidera-
da come sucesibn, nc tenga limite débil (aunque necesaria—
mente ha de tener puntos de acumulacidn}, por lo que

A% (M) = ¢.

2.47.3.: Para el semisistema dindmico discreto
d&bil engendrado en H por el operador identidad, se tiene
que todas las regiones de atraccién del compacto débil {x1l,
definidas en 2.46 , se reducen a {x}.



2.47 .4.: Sea vell, fijo. Considérese la aplica--
8cir‘m t:H+F() / tlx) = {-x+v},

Engendra t en H un semisistema dinfmico discre-
to debil, para el cual, xpell es débilmente norma atraido
per el compacto débil M= {xg,v) pero no es norma atraido
por M.

Por otra partc, si W es un norma-entorno de x,
T+{W) = WW v-w. Tomando comoc norma enterne de M el conjun-
to WUs[v,t] fécilmente se ve que X, no es fuertemente
atraide per M. Sin embarge, x es unifoimemente norma atrai
do por M.

2.47.5.: Sea B={u,v) con (ufv) =0 y ful=

vl = 1/2. Sea {H,I+,u] el semisistema dinfimico discreto
debil sobre J| dado por:

p(x, 1) = {(x/u}u,(x/v)v}

w(x,2) = (0, -%—{x/u)u, -%—(x/v}v}
o - 1 L

wix,x) = {0, 4k_1[xIU]U, “k_l(xlv)v}

Para &1 se verifica:

AQ(D}) = A%(10)) = AJ({OD) = A ((0}) = A ({0})=
= H.

2.47.6.: Supongames H={2, y sea x=(x1,x2,...]cﬂ
Sea (H,I+,6) el semisistema dindmico discreto debil induci-
do sobre H por la aplicacidn

§(.,1):H+F(H) / &{x,1)= (G,XI,xz,...).

Se tiene que: '

A%((0)) = AZ({0}) = AJ({0}) = H
A '(.{01) = ;\w'((c}) = A (10}) = {0}
ALIDY) = Agllol]) = o

Ap(10}) = (0},

2,48 . TEOREMA

Sean xegH, MeF({H).
53 chu(M) ¥ A;(x) # ¢, entances XEAd(M].

‘Prueba:
Sea yck:(x).Existe una selucifn xy a través de
x, tal que ycL;{x}, es decir que, para alguna sucesidn



N *
(k JCI' ke, x(k)—> .
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Si y¢M, al ser W débilmente paracompacto,-y por —

tanto normal, cbtenemos abiertos débiles G,y Gy, disjun--
tos, tales que Mt;Gl. ¥eG,, y como x{kn) esti Gltimamente
en GZ’ no pucde estar dltimamente en G‘. Por ello se tie-
ne que xiA fM), contra la hipftesis.

Luege yeM, y en consecuencila, A (x}CM, es de-

cir que chg[M}.
D

2.49,: TEOREMA

Sea MecF(H)}. Se verifica que Au(M)C.RS {M).

Prueba:

Sean x:Au(M] y x una soluciﬁn arbitraria a
través de Xx.

Dado e>0, existe keeI* tal que si k ® L

x(K)eS(M,e) ©S[M,€]

S[M,e] es débilmente compacte en virtud de 1.31
por lo que puede obtemerse una subsucesién

x(k,) —— yeslM,e].

Si, en estas circunstancias, y(M, poedrian, co-
mo antes, obtenerse abiertos débiles disjuntos G, ¥y Gy
tales que

MG, yeG,.

Como G, es también norma-entorno de M, y Xe
A (M), las suce516n x(k) estd fltimamente en G,, con lo
que es imposible que esté frecuentemente en GZ’ Y por tanto
se llega B una contradiccibn.

Luego yeM, y ademis, por construccibn y:L;(x)

Procediendo de forma anfiloga con cualquier ele

mento de i;(x]. se obtiene que L;(X]C:M, y al ser y arbi-
traria
a(xy 4oy Ao (X)C ¥
1o que prueba.quc chd(M], completindose la demostracibn.
=]
©2.5u, ¢ TEOREMA

.Sea McF{H}. Se verifica que A (M)CAd(H]
Lz demnstracién se omite por ser idéntica a la

antetior.
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2.51.: TEOREMA

Sea McF(H). Se verifica que Ag(M)CAS(M).

Prueba: .

Sea stf(M). Consideremos los norma entornos de
M de 1a forma S[M,1/27} (nel’). Por definicidn podemos en
COntrar una sucesibn de norma entornos Vn de x, y una su
cesidn de enteros positives kn tales que

VR ko, w(V k) € s{M,1/27)  (a=1,...).

Si y es cualquier solucifn arbitraria a tra--
vés de x, como

B{n(V_,k ), M) € s(s[M1/2%], M) — o
¥y xtkn]cw(vn,k“) {n=1,...}, como consecuencia de 1.11., se
deduce que una subsucesidn {x(knp]} extraida de{x(knj} cum
ple que. . )

x[knp) — yeM

Luago L;(x) #¢ y también, por ser y arbitraria
Ax) f e .
81 zzlS(x], un razonamiente andlogo al expuesto

. +
en 2.49%., muestra que zeM, y, en consecuencia kc(x] C M,

lo que completa la prueba.
w]

" 2.52.: " TEOREMA

Sea MeF{H)}: El conjunte Ang) es positivamen-
te invarlante.

Prueba:

Caso contrario existirian xeAg(M)' ¥ una s¢lu-
cidn 1y a través de x, tales que péra alpGn entero positive
h,- x{h) ¢ Ag(M), lo cual implica que, o bien As{x(h)] = ¢,
o A (x(B)) M,

Existe, por lo tanto una solucibn ¢ a través
de x(h) tal que

L) =&, o bien LI($)EM.

La aplicacién E:I+————+ H definids de medo

que
(i) = x(3j) j £ h

MUY = ¥(3-h) > h
es una so0lucibn a través de x, con L;{g) = L;[¢}. Se ten-
dria entonces que xiAd(M), en contra de la hipbtesis.

o]



2.53.: TEUKEMA

Sea MecF(H). Son posifivamenteiiﬁﬁhfinntesalas '51
regiones A(M), A‘(M), Ayg(M) A (M) -

_La prueba es idéntica a la de]l tcorema anterior
¥ por tanto se¢-omite. ;

C2.54, ¢ TEQREMA

Sea McF(H)}., Si para todo xcH se verifica que
el norma-interior de «(x,1} es no vacio, entonces la re
gidn Au(M] es cuasipasitivamente invariante.

Prueba: .

Caso contrario existe xcA (M) tal que

n(x,1)F1hU(M] = ¢

_ Sea entonces ze il #int.(=(x,1)}). Como zlhu{M),
para todo norma entorno de z, ¥y en particular para n(x,1}
existe ven(x,1) tal que alguna solucifn x a través de y,no
esti filtimamente en algfin norma entorno de M.

¥ puede ser prolongada, como se hizo en la prug
ba de 2.52., de modo que sea solucifn a través de x, y en—
.tonces para todo norma enterno V de x,existe un punto, el
propi¢ x, tal que una solucibn por X no estd Gltimamente en
algGn norma entorno de M. Luego Xx¢ Au{M}, contra lz hipbte
sis.

0

©2.55.t TEQREMA

Sea MeF(H). Si para todo xeH se vérifica que
fl. I=int.(v(x,1)) # ¢, entonces AE(M) es cuasipositivamente
invariante.

La demostracibn es idéntica a la anterior.

C2.56.¢ TEOREMA

Sea MeF(H). Si para todo xcH, i int. {a(x,1))#
¢ , entonces Af[M) es cuasipositivamente invariante.

Prueba:

_Caso contraric, existe x:Af(M) tal que

nix, 1) Af(M} I

Sea ze Mi-int.(r{x,7)}. Como zfAf(M}, existe

un narma entorno Uz de M tal que para todo norma entor



no V de z puede hallarse una sucesidn creciente de ente-
ros positivoes '{kz} tal que w{V,ki)CiUz. Tomande, en par-
ticular V= a{x,1), obtenemos la correspondiente sucesifn
{k:““}a{kn} para la que

n('ﬂ[x,‘l],kn] QCUZ
es decir:

n(x,k +1) & U,

Entonces, si W es cualquier norma entorno de
X, es claro que )

n(x,k +1) © 7(W,k +1)
¥y por tanto

ﬂ(N,kn+l) & Uz

de donde se deduce que xéAf(M) contra lo supuesto,

- (m]
2,57.: DEFINICION

Sea McF(H).

2.57.1.: 54 A“(M) es norma entorno de M, se
dice que M es g-atracter.
2.57.2,: 81 A (M) es norma entorno de M, se
dice que M es norma atractor.
2.57.3.: 51 AS(M) es norma-entorno de M, se
dice que M es o-atractor debil.
) ' 2.57.4.: 58i A4(M) es norma-entorno de M, se
dice que M es norma atractor debil.
2.57.5.: S5i Af(ﬂ) es norma-entorno de M, se
dice que M es atractor fuerte.
2.57.6.: 5i AZ{M} es norma entorno de M, se
dice que M es o-atractor uniforme.
2.57.7.: 8i AU(M) es norma entorno de M, se
dice que M es norma atractor uniforme.
. 2.57.8.: Si Aw[M) es norma enterno de M, se
dice que M es atractor puntual debil.
2,57.9.: Si AF(M) es norma entorno de M, se
dice que M es atractor finito.

2.58.: OBSERVACIONES

Sea MeF(H). Como consecuencia de las definicio
nes, se deduce de forma inmediata:



2.56.1.: 5i M es atractor fuerte, entonces es
norma atractor unjforme.

2.58.2.: Si M es norma atractor uniforme, en-
tonces es g-atractor uniforme.

2.58.3.: Si M es norma atractor, entonces es

g-AtractoT.

tractor debil.
2.5%6.5.: S5i M es norma atractor, entonces es
norna atractor debil. )

2.58.6,: Si M es norma atractor debil, enton-
ces es o-atractor debil.

2.58.7.: Si M es norma atractar uniforme, en-
tonces es og-atractor d&bil.

2.58.8.: Si M es atractor puntual debil, en—
tonces es c-atractor d&bil. '

2.58.9.: Si M es atractor fuerte, entonces es
atractor debil, en nerma,

. 2.56.10.: Con las notaciones de 2.47.2., se ve
rifica que M es atractor fuerte, atractor puntual d2bil,
norma atractor uniforme, atractor finito y también
o-atractor débil, peroc no es norma atractoT, norma atrac—
tor debil ni o-atractor. Se tiene asi un contraejemlo que
prueba la falsedad de los recfprocos de 2.198.4, y 2.358.6,

. 2.56.11.: En el semisistema descrito en 2.47.
5., M={0} es norma atractor, atractor, g-atractor d&bil
‘norma atractor debil y atractor puntual débil..

2.68.12.: Para el semisistema dinamiceo discrg
te definido sobre M= (2 en 2.47.6., M={0) es o-atracter
g-atractor d&bil, o-atractor uniforme. No es en cambio,nor
ma atractor, atractor puntual d&bil, atractor fuerte, ni
norma atractor debil.

' Se tiene asi un contraejemplo que muestra la
falsedad de los reciprocos de Z.98.7., 2.58.8,, y 2.58.9

2.580.4.: 5t M es gratractor, entonces es g-a- -’



54
“"cada x¢M, yeM existen sendos norma entornos U de x, V de

2.59.; DGEFINICION

Sea MeF{H). Se dice que M es estable si, para

¥y, tales gque:
unTh vy = e.

©'2.60.:  DEFINICION

Sea MeF{H). Se dice que M es orbitalmente esta
ble, si existen norma entornos de M positivamente invariap
tes arbitrariamente pequefios.

2.61.: TEOREMA

Sea McF(H). Si M es orbitalmente estable, en—
tonces es positivamente invariante.

Prueba: .

Caso contrario, existe ch+(M}-M. Como M es
norma cerrado, existe un norma abierto V tal que MCY ¥
x4V, en cuyo caso: '

MC VO H-{x]}

* Por tanto, H - {x} es un norma entorno de M ¥
comc M es orbitalmenté estable, contiene un norma entorns
U de ¥, poéitivamente invariante.Es decir:

xeT° (M) € TT(U) €U CH~- {x},
uwna contradiccidn,

2.8%.: TEOREMA

Sea MeF(H). Si M es estable, entonces es posi-
tivamente invariante.

Prueba: .

5i xeM e yeM, por definicién existen norma
entornos U de x, V¥V de y tal que unNt (v) = ¢ , y, en par
ticular x¢T+{y). Al ser y arbitraric en M, obtenemos que

xéT*(H}.
Luege H-M C:H—-T+(M), p lo que es lo mismo,
T M)CM
lo que prueba que M es positivamente invariante.
' m]
2.63 .7 TEOREMA

Sea MeF(H). S5i M es orbitalmente estable, en -

tonces es estable.



Prueba:

Al ser M débilmente compabto es débilnente cg— 58
rradoc y per tante, norma cerrade; si x¢¥ existen norma -
abiertos disjuntos W, U, con MCW y xel.

Como_ﬁ“es orbitzlmente estable, existe un norma
entorne V de M, positivamente invariante conterido en W de
donde

' (V) evew,

Luego Uf\T+{V) = &, y come V es, cbviamente,
entorno de cada yeM, se concluye que M es estable.

- Q

2.84, ¢ TEQREMA

Ses McF{H). Si M es orbitalmente estable y nor-
ma atractor debil, entonces es atractor puntual debil.

Prucbha:

Sean chd{M] y V¥ un nerma entorno arbitraric de
M. Come Ad{H) es norma entorne de M, también lo es VOAd(M)
y por ser M orbitalmente estable existe un norma entorno W
de M, positivamente invariante, tal que NcAd{M)ﬂV.

Sea y una solucibn arbitraria por x, ¥y {x{i})}
su semitrayectoria pesitiva. Sabemos que L+{x) ey L*{x)cM
por lo que {x(i}} estd frecuentemente en cada norma entorno
de M y en particular en B #-int.(W)CW. Pero al ser W po
sitivamente invariante, se tendrf que {x{i}} estd Gltimamen
te en W, y por consiguiente en V.

Por 1o tanto X eA (M), obteniéndose pues que

A, (M) D A5 00 .
de donde se deduce que M es atractor puntual debil.

[mj
2.65.: DEFINICION

Sea McF(H).

Z.65.1.7 M es o-asintfticamente estable, si es
orbitalmente estable y o-atractor.

2,65.2,: M es asintfticamente norma estable st
es orbitalmente estable y norma atractor.

2.66 . EJEMPLOé

2.66.1.: En el semisistema dinfmico discreto in
ducido en H por el operador identidad, si xeH, toedo conjun



ngto de la forma {x} es estable y orbitalmente estable, pero

no es  atractor en ninguno de los sentidos definidos.

2.66.2.: El conjunto M= ${0,1] es orbitalmente
estable en el semisistema dianfmice discreto (H, I*,nl) des-
crite en 2.47.2.

2.66.3.:. Con las notaciones de 2.47.-5., {8} e=
asintdticamente norma estable en (H,I+,n2).

2,66.4.: Para el semisistemz dinfimico discreto
sobre 12 definido en 2.47.6., M= {0} es asintéticamente

o-estable, pero no asintdticamente norma estable.

2,67.: DIAGRAMA
Y
7 e
1 > 1
M es > M es > M es | M es 5
HORMA NIRACTR O -ATRACTOR FATRACTOR DEfia. NORMA ATRACTOR B
™ B
A A P
N

M es ) M es Mes M es

" ASINTOTICAHENTE [ 6-ASINTOTICA ATRASTOR
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A ~ N A o
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M es M es ' M es
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UNIFORME ESTABLE TE INVARIANTE




2.88, TEOREMA

Sean VCH, y J:¥ ——> R un funcional de 37
Lispunov para {H, 1t 2E) . ' ‘

Sean McF(H), y WeF{H}, con McWCV, tales que

2.68.1.: W es norma entorno de M

2.68.2,t W es positivamente invariante,

2.68.3.: 5i xeW¥-M y x es cualquier solucibn &
través de x, J{x(1}) <Ji{x}.

Entonces M es o-atractor debil, ¥y Ad{M}':)w

Prueba:

~ Sean xcW y x una solucibn arbitraria a tra—

vés de x. Su semitrayectoria positiva es una sucesifn en W,
por ser &ste positivamente invariante.

Al ser W débilmente compacto, para una subsu-
cesién (x(n }1 se verlfxcs que

x(n)) —_— yel.
_ Por lo tanto, La(x) ¥ ¢ , y al ser x arbitra—
ria, 1:(1) 7 e. '
Por otra parte, si zal*(x)-M, existe una sclu-
cifn ¢ a través de x, tal que cha(¢)-M.
Como L;(#) as cuasipositivamente invariante,
existe una solucidén [ & través de z tal que E(I}EL;(w).
Al ser 12éM se puede afirmar que
I{2)>3 (g (1))
pero estc =3 una cnntradicc16n, pues se hea probadc en 2. 64.
que J es constante sobre L (¢}
' Por consiguiente, A *(x}) - M=%, ¢, lo que es
1o mismo, 3, ‘(x)y C M.
Ai ser el conjunto limite débil de x, no vecio
Yy contenido en M, se tiene que X :Ad{M}, compl tindose de

este modo la demostracibn.
o

- 2.63.:  CDROLARIO

Con las mismas notaciones e hipbtesis que en
2.68 ., si para algGn x%eH, M={x*} , entonces:

2.69.1.: M es g-atractor.

2.65.,.2.: Pare todo xe¥W, J{x*) £ J(x}.

Prueba:
Sea xeW. Sea x una solucién arbitraria peor X.



S5i se tuviera que yx{n) —7L-4 x®%, existirian
58 un abierto débil U, entorno de x*, y una subsucesién
'{x(npj) de{x(n)} tales que x(np)iU p=1,2.....

Al ser {x(np)}clf, parz una subsucesién

x(npi) —  ze¥.

Por un razonamiente idéntico al empleadc en 2,
74., se obtiene que zeM, ¥ en consecuencia:
x(nﬁi) — x*
lo cual es absurdo, pues x(npi)iU i=1,...
Necesariamente, por tanto, x(n} — x*, vy
entonces xcA® (M), completéndose la prueba de.2.69.1,,
Para ver 2,69.2, supongamos que para alglin yeW
J{y)<J{x®}.
Como y¢M, dada cualquier solucién y por vy,
J{x (1)} <J{y)< J({x®)
luego x{1)#M.
’ ‘Procediendo de igual forma se llega a estable -
cer que
J{x*y>J(y)> I (x(13)>T(x(23)> ...> J(x(n)}> ...
, Pero, por 2.75.1. sabemos que x{n) —> x% .y al
serJ débilmente secuencialmente inferiormente semicontinuo,
J(x®) £ 1im inf J{x(m))
una contradiccidn.

T 2,70, COROLARIC

Con las mismas hipbtesis y notaciones de 2.68.
51 J es constante sobre My M'eF{H), M'CM, verlflca 2. 68.
3., ontonces “M! = M.

Prueba:

8i xeM -M! como ﬁara cualquier solucibn yx a
través de x, J(x(1))< J{x}, al ser J constante scbre M,ne
cesariamente x{1)cW-M.

Si x{2)eM se 1lega a unz contradiccién, pues
J{x{13}> J(x(2)). Luego también x(2)eW-M ,y repitiendo el
razonamiento puede llegar z establecerse que

JY>I{x(1¥>F(x(2}) > ...

‘Como M'es atractor débil y su correspondiente
regibn de atraccidn contiene a W, L;(x} es no vacio y con
tenido en M} e¢s decir que para alguna subsucesién



(x(np)} extraida de {x{n)} se tendrid que
x(np) ——3 zeMICM
.por lo gue . " - | : - 158
Jlx(ny)) — J(2)
¥, €n consecuencia;

J{x)>J(z)
le que es absurdo, pues J es canstante sobre M.

Luego M'-M = ¢, es decir M' = M,

n
MINIMALIDAD
2.71.%  DEFINICION

El conjunto’ MCH es positiveménte minimal, si
es o-¢errado, positivamente invariante, y no posee niagidn
subconjunto proplo con ambas caracteristicas.

2,72,:  DEFINICION

El conjunto MCH es débilmente ﬁositivamente
minimal, si es o-cerrado, débilmente posltivamente inva-—
risnte, ¥ no ﬁosee ningtin subéonjunto proﬁio con ambas ca—
racteristicas. ' '

©2.73.,:  DBSERVACTIONES Y EJEMPLOS

2.75.1.: BEn el semisistema dinfmico discreto
debil (H,1%,11) descrito en 2.4.1., el conjunto M= $[0,1]
es positivamente minimal.

2.73.2.: En el semisistema dinfimico discreto
débi {H,I+,=3) descrito en 2.4.3,, el conjunto M=H es po
sitivamente minimal.

2.73.3,: Dos conjuntos pesitivamente minimales,

o coinciden o son disjuntos.

2,753.4.: Un conjunto positivamente minimal, no
necesariamente es débilmente positivamente minimal, como s5u
cede, por ejemplo, al M de 2.7 .1.

2,73.5.: 51 xeH es un punto critico, entonces
M = {x} es positivamente minimal, y débilmente positivamen

. £l



‘te minimal.

2.73.6.: En el semisistema dindmico discreto
débil (H,I,1,) (2.4.1.) , el conjunto M= {0} es débil—
mente positivamente minimal, pero no positivamente minimal.

la situacidn es extensible a cualquier punto
singular no c¢ritico.

Z2.73.7.: Sea xecH. 5i el conjunte MCH, M # {x},
es positivamente minimal, enteonces no contiene puntos criti
cos. Si M es débilmente positivamente minimal, mo contiene

puntos singulares.

2.73.8.: Sea (H,I*,n) un semisistema dinimico
discreto débil, para el que todo punto es singular. En &1
se verifica que dos conjuntos débilmente positivamente mini
males, o coinciden o son disjuntos.

2.73.: ' TEOREMA

Todo conjunto débilmente compacto no vacio y
débilmente bositivamenté invariante, contiene algin subcon-
jﬁnto débilmente positivamente minimal.

Prueba:

Consideremos la familia £ de los subcon;untos

-de1 compscto débil consxderado M, que sean no vacios o-ce—

rrados 4 débilmente p051t1vamente inviriantes. Obviamente,
I es5 no vacfa y la inclusién es en ella una relacxﬁn de or
den parc1al

» . Sea {Hi}izr ‘una cadena en ella.

Toda parte finita de {M1}1:r tiene intersec—
cibén no vacia, y al ser M g-compacto, esto basta parz afir-
mar que dicha cadena tiene interseccién no vacia y o-cerra-
da. h

Sea pues ‘ | M, = M®. Probaremos que
ier

2 (x, DIM* £ 5.

En efecto, para cada ier , xeM;, y como Mi es
débilmente positivamente invariante,

LARTC R AT NS

Ademiis, si  1i<j, Mijl\ij, por lo gue Ni:) Nj Y



"y de aqui que cada parte finita de 1a cadena (N ) tiene

iier
interseccibn no vacia, y al ser M o-compacto, . 61,
nee (YN, #oo
icr ?
Como ™~
T(x,1)NM* = rH\ (x,1)f\Mi = N*,
ier

se prueba que M* es débilmente positivamente invariante.

Se ha visto, pues, que toda cadena en I tiene
cota inferior en f. Por el lema de Zorn, existen en I ele-
mentos minimales, y cada uno de elles, es cerrado, nho vacio
y débilmente positivamente invariante, por lo que es débil-
mente positivamente minimal (y ademds débilmente compacto},
completfindose de este modo la demostracibn,

©2.75 v TEDREMA

Sea M.F(H). M es débilmente positivamente mini
mal, si y s6lc si para cada solucidn x a través de x, de
semitrayectoria positiva contenida en M, L;(g)u M.

Prueba:

Supongamos que M es débilmente positivamente mi
nimal. '_

Sean xeM y x una solucibn a través de x con
{x(n)) C M (u=%,...) . Existe una tal solucifn por ser M
débilmente positivamente invariante. '

Al ser McF(H) sabemos por 2,38. que L;(x) es
no vacfo, débilmente compacte, y contenido en M.

Como, en virtud de 2.29, L) (x) es también d&-
bilmente positivamente invariante, la minimalidad de M impli
ca que

RMEEE

Reciprocamente, sea PCHM, mo vacio o-cerrado
y débilmente positivamente invariante:

5i xeP, existe una solucién ¢ a través de x,
con ¥(n) e P {n=1,...)}, ¥ como, obviamente

L, (#)CP _

y al ser, por hipbtesis, M= L:(w), se sigue gue

"MCP

y de aqui que P= M, y que, M es débilmente positivamente

minimal. w}



2.76 .1 TEOREMA
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Si (H,I+,n) ticne wunicidad positiva, el con

junto MeF(H) es positivamente minimal si y sdlo si, para
todo xeM:

T (x) =M
Prueba:

Sea xeM. §i M es positivamente minimal, es
positivamente invariante, por lo que T*(X)C M, de donde

g——— o-—
T{XYCM = M.
Como {H,I+,n] tiene unicidad positiva,

T (x) = x{1") |
para la solucidn yx a través de x.

Al estar X(I+) contenida en el compacto dé-
bil M, su clausura débil coincide con su clausura débil
secuencial, pudiendo escribirse que:

o + o + + +
T x) = x(I') = x{IJUL (x) =P
: Si ysL;{x], Pars una sucesién{kn}CI+, k=,
x(k;) —— y, en cuyo caso a(x(k),1) —T— n{y,D)
por lo gque, para una subsucesifn
: x(kni"U — ze “()’:1)

de donde se deduce que zel (%), es decir que

{z}e afy,1) CL ()
o lo que es lo mismeo, que L _(x) es positivamente invarian
te. )

-+
9
g
[+

Como x(I‘] €s también_positivamenfe invarian-
te {por la unicidad positiva del semisistema considerade],
se sigue que P. es positivamente invariante.

. Al ser M minimal, se obtiene que P= M, lc
que completa la prueba del directe.

Reciprocamente, si NCM  es no vacio débil-
mente cerrado y positivamente invariante, para cualqier xeN

T (x)C N

¥, Por consipguiente

o= o
T'(x}= MCN =N

siguiéndose gque HN=M, y que M es ﬁositivamente minimal.

- o]
i



2.77.: DEFTNICION

Sean_ﬁr-B, subconjuntos de H.

2.77.1.: B es recursivo respecte de A si y sblo
si, para cada Tel' existe tel’ tal que t>Ty

w(A, 1) B £ o,

2.77.2.: B es débilmente Tecursivo respecto de

A si y sblo si para todo xeA existe ‘una solucibn x a tra

vés de X, cuya semitrayectoria positiva estd frecuentemente
en B,

Si A es recursivo respecto de A {débilmente re-
cursive resﬁecto de A) se dice que A es autorrecursivo (dé-
bilmente autorrecursivo).

2.73.: DEFINICION

2.786.1.: El conjunto MeF(H) es estable en el
sentido de Poissfn, si tode entorno débil de M es recursivo
respecto de M.

2.78.2.: E1 conjunte MeF(H) es débilmente esta
ble en el sentido de Poissdn, si todo entornc débil de M es
débilmente recursivo rTespecto de M.

2.79 . DEFINICION

Sea xeH.

2.79.1.: Se dice que x es no errante, si tedo
entorno débil de x es autarrecursivo.

2.79.2.: Se dice que x es débilmente no errante

si todo entorno débil de x es débilmente autorrecursivo.

2.80.: EJEMMPLOS ¥ OBSERVACIONES

2.80.1.: Si B es débilmente recursivo respec-
to de A, entonces B es recursivo Tespecto de A, pues para
tedo xeA existe una sAlucién y, tal que para una sucesidn
{k )€1’ Kivm, Tx (K )ICB. Como xy (kden(x,k,) se ob—
tiene gue n(A,kn]r\B # &, es decir, que B es Tecursivo
respecto de A. .



2,80.2.: Sin embargo, para ¢l semisitema din&mi,
64; o discreto débil descrito en 2.37.1. no es cierto el reci-
proco:
Sean los conjuntos: A= § 111!1/8], B={x,,xq,
Xgs «vv 1o .
B no es déhilmente recursive respecto de A,
pues basta tomar st-{xQ}: Por x no pasa mas que la solu--
cién {x,x,x, ... lque no estd frecuentemente en B.
Mo obstante, B es recursivo respecto de A ,
pues para la sucesidn {2-1, 6-1,...}) c1t se verifica que
n(A,2-1)1YB # ¢ vya que tienen en comin X,

6

w(A,6-1)B ¥ ¢ ya que tienen en comin x
¢ ya gue tienen en comin Xq

n{A,7-1)N3B ¢

2.80.3.: Como consecuencia de 2.86.1,, se tie-
ne que:

Si A es débilmente autorrecursivo, es auvtorre—
cursivo.

8i xeH es d€bilmente no errante, es no errante.

8i MeF{H} es débilmente Poissén estable, es Poi

ssbn estable.

2.80.4.: Para el semisistema dinafiico discreto
a8b11 (H,I°,7,) e 2,4.1., el conjunto M = 5[0,1] es re-—
cursivo y débilmente recursivo respecto de cualquier subcon
junte B C H. Por lo tanto es débilmente Poissdn estable,

5i xeM es no errante y débilmente.no errante,
‘ocurriendo lo contrario si x4M. '

2.80,5.: PaTta el semisistema dinfimico discreto
débil descrito en 2.4.3., (a=1) se tiene que'si A y B son
cualesquiera subconjuntos no vacios, A es débilmente Tecur-
sivo respecto de B,

En particular, todo conjunto MeF(H) es débil-
mente Poissdn estable. Todo punto xeH es débilmente no
errante.

2.80.6.: Todo conjunto MeF(H) autorrecursivo es
estable en el sentide de Poisgon. Todo conjunto MeF(H) dé—
bilmente autorrecursivo, es débilmente estable en el senti-
do de Poissén, '



2.81.: TEOREMA

~ Todo conjunta MgF(H} dé€bilmente positivamente
invariante, es dél.ilmente estable seglin Poissfn,
Prueba:

Sea 1/~ un entorno débil arbitrario de M.

T
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Si xgM existe una solucién x a través de x con:

semitrayectoria positiva contenida en M, es decir, en u.

Por 1c tanto U es débilmente recursivo respec-
to de M, y al ser U arbitrario, M es débilmente estable
Poissdn. ]

2.82.: COROLARIO

5i (H,I+,q) es estable Lagran e ¥y ¥ es cual-
quier solucidn de dicho semisistema, entonces L;(x) es dé--
bilmente estable Poissbn, y por tanto, estable Poissen.

Prueba:

Es simple consecuencia de 2.29. y 2.38.

. jn]
2.8%.: COROLARIO

Sea McF(H). Si M es estable, o bien orbitalmente
estable, 'entonces es débilmente estable en el sentido de Poi

ssén.

2.84.: TEOREMA

Sea y una sclucitn de (H,I+,1) con limite se-

_cuencial débil no vacioe. ' )
si xeL:(xj, entences es no errante.

Prueba:

Sea x:L:(x). Por definicién existc una sucesién
'{]':n}c:I+l k +e, tal que x(k) —v.

Si U es cualquier entorno d¢bil de x, existe un

entero pesitive k(U) tal que, si kg 2 k(U = kn,

x[kn)cU.

§i ilamamos y= yx{(k(U}}, ecurre que:

x[kno+p ):n()’,kno*p - kno) (p=1,...)
luego .

'n(y,knp+p-kn=)f\U 7 ¢ (p=1,...)
es decir que

“{U'kn,*p'kno]n Ué ¢ (p=t,...)

por “lo que U es autorrecursivo,



SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS DERILES

66
- SOBRE UN _CONJUNTO DEBILMENTE COMPACTO

Sean WeF(H) y F(W) el conjunto de las partes
no vacias débilmente compactas en W. Notese que F(¥W)< F(H).

2.85.: DEFINICION

-Llamaremos semisistema dinfmico discreto débitl
sin wnicidad sobre W, a la terns {W,I+,n) donde
w1t 5 F(W) '
verifica:
2.85.1,: w{x,0)= {x} VxeW.
2.95.3.: 51 '{xn}c:w es tal que xnw# X, en-
tonces n(xn,k)—w——aﬂ[x,k] en F(W), Vkel™.
2.85.3.: w(u(x,h},k) = w(x,h+k) VxeW, Vh,kel®

5i McF(W) entonces, de forma enteramente anflo
ga a como se hizo en 2.2.1., se comprueba que n{M, k)€F(H).

Damos ahora, sin desarrollar la prueba, el re—
sultado corresbondiente al teorema 2.3.:

2.86.:  TEOREMA

Sea g{.,1):W —)F(W) una aﬁlicacién tal que:

2.88.7.: Si x —x en W, n(x,,1)%(x,1) en
F(u). _

Si se define n:WxI3mvde modo que:

w(x,0) = {x}

wx,k+ 1) = N S aty, ) k=1,..0)

Yeu(x,k)
entonces (W,I‘,n) canstituye un semisistema dindmico dis-
creto débil sobre W que denominaremos inducido en W per . 1a
eplicacién dada,

De forma idéntica a como se hizo para semisiste
mas dinfmicos discretos débiles sobre H, se definen en este
caso, con las medificaciones [formales) obvias, soluciones,
conjuntos invariantes y débilmente invariantes, conjuntos
limite, funciones de Liapunov etc. No se repetirdn tales de
finiclones, ni seestablecerfn mis resultados que los inme—
diatamente aplicacbles al estudic de algoritmos de minimiza
cidn de funcionales.



Se omitirén las pruebas reproducibles de modo
evidente, a partir de sus correspendientes para sepisiste—
mas sobre H. b

2.97.: OBSERVACION

5i (H,I+,ﬂ) es un semisistema dindmico discreto
débil para el que todo punto de W es sinpgular, entonces
la aplicacidn

ﬂw{.,1): W -3 F{W) / nw[x,1]= T(x,1)NW

induce sobre W un semisistema dinfmico discreto débii,que
diremos es 1a restriccidn a W de (H,I+,n}.

La condicién de que todos los puntos de W
sean singulares, puede debilitarse exigiendo fnicamente
que VxeW, =(x,1)NW # &,

2.88.:  TEOREMA

Sea x una solucidn de (W,I+,n).
Entonces L;(x)aF[W).

Prueba:

Cfr, 2.3%.

2.83.: TEQREMA
Sea x una solucién de (W,I7,7).
El conjunto L;(x) es débilmente positivamente

invariante.

Prucba:

cfr., 2,28.

2.90.:  TEOREMA

Sea J:¥ — R un funcional de Liapunov  para
(N,I+,w). Sea x cualguier solucidn de dicho semisistema,

En estas condiciones, J es constante sobre el

conjunto L;(x]. :

Prueba:
Cfr. 2.44.
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2.91.: TEOREMA

Sea J: W —R un funcional de Liapunov péra
(W,1%,7). Sea McF(M). .

5i se verifica:

2.91.1.: W es norma-entorne de M.

2.91.2.: Para todo xeW-M y para cualquier solu

cién - x a través de x, J(x(1)) <J(x).

) Entonces M es og-atractor débil y su regidn de
atraccidn es W.
Prugba:
Cfr.2.68,

2.92.: TEOQOREMA

Sean J:W —R una funcién de Liapunov para
(W,17,7), y x%eW tales que:

2.92.1,: 8i x#x®* y x es cualquier solucibn a
través de x, J(x{(11}<J(x}.

Entonces x(n)— x®* y J(x*) £ J{x) ¥xeW,

Prueba:

Desde luepo,una subsucesién de {x(n)) es débil-
mente coﬁvergente, por ser WeF(H). 5i

x(np) — y#x*®
come y:L;(x] ¥ L;(x) es cuasipositiveamente invariante, exis
te una solucién ¢ a través de y con semitrayectoria positi-
va contenida en L;(x), ¥y en particular con w(l):L;(x).

Pero, por 2.92.1., J{¢(1))<J(y), cbteniéndose
un absurdo pues J es constante sobre los conjuntos limite
de soluciones. Luego y=x*.

51 1x(n)} no converge débilmente a x*, existe
un abierto débil U que contienc a x%*, vy una subsucesibn

'lx(np)} tal que x{np]iu {p=1...). Repitiendo con esta

sbbsucesifén el razonamiento expueste en los parraftos ante—
riores, se llega a probar que X(np] — x®%_ una contradic-
cibn, .

La prueba de que J(x*) £ J(x) VxeW es idénti
ca a la de 2.69.2. )



Znd APLICACIAN AL ESTUDIO DI ALGORITHOS
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3.1.: HIPOTESIS Y PLANTEMIIENTO DBEL PROBLEMA

Fl objetivo de esta seccibn es definir semisiste
mas dinadmicos discretos débiles adecuados para la descrip —
cibn de algunos de los algoritmos de minimizacidn de funcio-
nales zobre H, cuyo estudio desde otro punto de vista, se en
cuentra en {(1N) & en (14).

Consideraremos en lo aque sigue un funcional

. J: H—— R
verificando:
+H.1,
Para cualesquiera x,y eH existe

Ji(x,y) = 1lim JOOM)-I(x)
a0 ]
y 1a aplicacién y+ J'(x,y) es lineal y continua.

*B.2.
Exjiste en H un finico punte x* criticc de J, que

es precisamente su minimo.

L B.3,
5i {u,} es cualauier sucesi6n on H

lin J(u ) = +=  siy sblosi fug > =

n+ =
+H.4. )

J es conveio en H.
*H.S5.

Para todo yel,
xn———ix e J'(xns\’]_’-"[xr‘f)
+H.6.

La aplicacibn u » J'{u,y) es uniformemente

continua en algén conjunto de 1a forma
W(x,) = {xeH [ J{x)% J(x, )} (x # x*),
para todo ycH con ayn =1, ’

" Ohsérvese que, como consecuencia de 3.1 y E.4,
J es débilmente secuencialmente inferiormente semicontfinuo.

(cfr. (10),Ch.2, 1-4].



Por otra parte, el conjunto W(xs) es débilmen
te secuencialmente cerrado, pues si la sucesidn {xn}cw[xol
es tal que X — X, entonces J(x) £ lim inf.J(xn] £ J(xo].
Como, en virtud de H.3 W(xo) es acotado, es también débil
mente compacto,

Por simplifi-car notablemente los planteamien—
tos posteriores, seria de desear que J fuera débilmente se-
cuencialmente continuo, mas se ha visto aue, si H eos de di—
mensidon infinita ello ¢s contradictorio con la existencia de

un conjunto de nivel acotado.(w{xo}).

Hechas las hinbtesis anteriores, en lo que sigue

escribiremos
J I(x) si  x¥#x®
p(xy={ BRI

ei x=x¥,

Sea {xn}CIi tal que xﬁdx#x?1 (xn#x“ n=1,...}
Por tener limite débil, (x,} es acotada y por
verificar J H.5. se sipue que :
x) — vI(x)
lo que implica, igualmente,que {H?J(xn)ﬂ}es acotada en R, y
ademis ;
0 < JvIx)f £ 1im inf, ﬂvJ(xn)H
por 1o que, para una subsucesién
AvIxp )l ——— v = lim inf. {|vI(xn)
de donde

y VI(x) . ﬂinx)ﬁ p(x) =a.p(x). asl.

P(?np) Y

Mo es cierto, en general, que si J cumple las
hipdtesis anteriores, y {u,) {v,} son sucesiones en H con

up— v, vy v, J{vp) € J(u.)
necesariamente se siga que J(v) £ J(u). No obstante, admiti-
remos que J verifica:

+ H,7.
Si t+t enR y X ,—x en H, ¢on
Ilxg-t p(x))e Ilx -c@I(x, 1) plx,))
entonces
J(x -tep(x)) £ I(x -cGvI(xM)Ip(x))}
siendo c:R*+R’continua ,¥ las restantes notaciones las
introducidas 'al comiqnﬁo del presente nirrafo.

En adelante se supone dado.un funcicnal J sobre
H, verificando, salvo advertencia en contrario, las condicio



I, DEFINL AN

La funcién d: P-—3R* es 1lamada £-funcién si,
. para toda sucesibn {xn}c: R+, d(xn} + 0 siy sblo si xn+0.7

3.3.: =~ DPEFINICION

Sea & = sup, { 19J(x} - YI{y)}v : X,yeW(x ) }
La funcién 6;Rt—->R+ definida de medo ‘que
infL(x-ylI ix,yeW(x ), #9I(x)- vI(yw>t , si teln,a)

8(t)= lim_ 6(s) si tew,=).
s+a

es 1lamada '"médulec inverso de continuidad de J en W(xo)“
Estd bien definida como consecuen da de H.6. y es

X a +

“una f-funcibn acotada y monftona creciente en R .

3.4,: DEFINICION

La sucesién {x }CH es minimizadora para J siy
sblo si J(xn)+ J(x*).

3.5.: DEFINICION

La sucesifn ix I CH es critizadora para J si vy
s61o si va(x )} ~o.

3.6.:  TEOREMA  ({14),T 4.3.1.).

5i (xn} es critiiadora, es minimizadora.

Prueba:

Como J(x*} = inf., {(J{x): x:N[xo}} podemos obtener
una sucesidn {yn}CZW{XO], tal que J{yn)+J(x*).

Al ser J convexo

Jy)) - Jlxp) 2 Cy-xp, WI(x)).

Ahora bien: :

[lyy-x, FOe) )€ lyg-x 0 09d (x )M
¥ como las sucesiones {yn}{xn} son acotadas, ¥ {xn} es cri
tizedora: -
e | ypex,, Tx | =0
luego

vim sup. (Jly,)-J(x)) X g,

Por construccifn existe 1lim J{yﬁ), y por otra par
Te:

J(x*¥¢ 1im inf.J(xn] é_lim sup J(xn) élimJ(yn)=J(x*)

luego



Los algoritmos de minimizacién considerades setin
72de tipo iterativo, es decir en los que, fijado un cierto pun-
“"to inicial xOcH, se construye una sucesidn {xi}-de sucrte

que, si xifx*, J{xi+1)<J(xi).

La sucesibn anterior se formaz de modo que

X X

ist X3 7 PPy
donde la direccidn P; ¥ el escalar pj Se calculan en cada
.paso en {funcién de xy {y del funcional J),.

g =
Como Ic J(x+tp}jtzo = (vJ(x),p) , vemos que J

es instantineamente mis ripidamente decreciente en la direc--
cién. p que verifique:

(vI{x),p) = - W 9I(x) = su? (vJ(x},v)
yF

direccién llamada de mdxime descenso, y gue en un Espacio de

Hilbert es
- -9 (x
P H?J{x%h

lo gue justifica la notacién anteriormente adoptada.

Todos los glgofitmus considerados en esta seccifn
serin del tipo del méximo descenso ( es decir, en los que
p = VI(x)/ UvI{x}l, si x#x*) variando en cada casoc el proce
dimiento de cilculo del escalar py("amplitud de paso™) cuya
eleccidén se hace, en la mayorfa de los métodos, en un interva

lo dependiente de X0 de p(xi).

La convergencia de un algoritmo implica poder ga-
yantizar que la sucesidn {xi} obtenida cenverge {débilmente
©o en norma) al minimo del funcional, lo que en dimensidén infi
nita, no necesariamente va ligado al hecho de que J(xi)+J[x*].

Un modo nateral de calcular p; &5 darle el valor
del primer minimo de la funcién t+J(x-tp{x)).(Métode de Curry)
que puede generalizarse prefijando una sucesiﬁn{an} con Déané
€a<].En estas condiciones se toma e igual al primer minimo
local positive de la funcibn

t+J(xi—tp(xi))- aiﬂVJ(xiNI.

{Tomando a&fo tesulta el algoritmo habitual).

En adelante nos referiremos a al algoritmo aqui
descrito mediante el neombre de "método de Curry generalizado'
{Cfr. (14} Secc.4.3).



3.7.: TEDREMA
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Para cada xeH se define el conjunto o
Flx)={x-tp(x): c(HvI(xW¥t, J(x-tp(x)I&T(x-c{UeI (03P (xF4T(x)}
siendo c:R*+R* Una £-funcién contfnua verificando que c(t)/t
es monétona éreciente. y tal que hapa f(x)#¢ para cada xeH.

Entonces se tiene:

3.7.1.: f{x)eF(H), VxeH. :

3.7.2.: X —x en H, f(xn} $ f(x) en F(H).

Prueba:

3.7.1.

Si x=x* f(x)={x*}eF(H}, obviamente.

S5i x#x* y tomamos una sucesibn [yn}c,f(x), serd:

Yy, =X - tnp(x), con J(yp,) & J{x-c(wvI(xJ)p(x)).

Como, para cada n, nx-tnp(x P “-tnp(x)n - uxy
si la sucesibn {tn} noe fuera acotada, tampococ lo seria en mnor-
ma la sucesidn Ix-tnp(x)L lo que es absurdo pues estf conteni-
da en el conjunto de nivel W(x), que es acotado en virtud de
H.3. :

Puede suponerse pues que

. tn + teR”

en cuyoc €aso

Yp * Y= X - tp(x)
y como J es d&bilmente secuencialmente inferiormente semiconti
nuo

J(y) € 1lim inf J(x-tnp(x)] € J(x-ctvI(xWpix)).

' Ademis, al ser c(ied(x}i) € tos tambign

c( 4 vJ(x)}1) & t, deduciéndose de elle que yef(x), ¥y en conse
cuéncia que f{x) es dtbilmente compacto. {(En realidad se ha
probado gue es compacte para la topologia de la norma).

3.7.2.:

a) Consideremos en primer lugar el caso en que
xn#x* (r=1,...) ¥y tambifn x#x*,

Tomemos la sucesidn {yn} con yncf(xn) {n=1,...).

Serd vy, = xn-tnp(xn].

Al cumplirse que X, —X, como consecuencia de H.5.,
vJ(xn)a—A-VJ(x), por l¢ cual puede suponerse que

Y= 1V [xn)[l—nr(hn



Ademis no puede ser v=0, pues como
K9I()0 £ lim inf v =y,
_Etsi fuera este el caso, necesariamente W9J(x)li =0, ¥ entonces
x seria critico en contra de lo supuesto.

Veamos, por otra parte, que {t ]} es acotada:
Caso contrario, como
lix -tnp(x 32 M-tnp(xnlﬂ -lenn
'y para un cierto MeR es {x 05 M (ya que {xn} tiene limite
débil), quedara: )
x -t p(x 30 2t |
y en el supuesto considerado
Hxn»tnp(xn)ﬂ o
lo que, en virtud de H.3,, implica que:
J(xn-tnp(an]+m > J(xn-c(H?J{xn]H)p(xn))+w'
lo cual, nuevamente en virtud de H.3., darla que
_ ”xn- c[H?J(an} p(xn)ﬂ +o
lo cual es absurdo pues, por H.5.
X" c(nvd(x a0 ¥(xg) s x - —l—l wI(x )
BvJ (xp M
Por 1o tanto, {tn} es acotada, y para uma subsu
cesibn

¥ entonces
W) o, . (IWIx

Y . Y

Xpp-tagP{Xny ) — x-t pi{x)= ¥y
"y, teniendo en cuenta H.7.:

J(x- t“%‘él“p(x)) € I(x- c(WIENNP(X))

‘ Como, ademis  c( Il 9J(xp 21} £ tny » Se tendrd
que c(y) € t; La funcién c(t)/t es monbtona creciente ¥y
al ser 1eI (x)4 ¢

c{hwril) o cly) ¢« t

e (x) Y Y

c(twIpn) £ L AWEP
5

luego

lo que prueba que yef{x), vy por tanto que f(xn) g f{x) en
este caso. _

b} Supongamos ahora gque x # x* (n=1,...} y que
x=R=,

5i v#0, procediendo como en el casc anterior obte

aemns una subsucesidn -



xnk-tnkp(xnk) _ 1*'$'v3[1*) = x*e f{x*)

con lo que también f(x ) g f(x?).
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S8i y=97 la sucesibn '{xﬁ} es critizadora, y por
tanto minimizadgra, es decir J(xn) = J(x*).

como I(y,) € J(xp-c (eI x WIplx)) € 3(xp)

en virtud de H.3. deducimos que {yn} es acotada, y para umna
subsucesién
’ Yo —VY

de donde

J(y) € lim inf J(yp) ¢ lim inf J(x;) = J(x*)
y al ser x* el Gnico minimo de J en H

y = x*
lo que completa la prueba @e que f(xnj % f(x*), y también
la del teorema. T

o
3.8.: COROLARIO

Bajo las hipbtesis de 3.7., si se define
nf':HxI+ + F{H}, de modo que

e(x,0) = {x 3
Ff(x.1)= £(x) _
m g (X, k+1) =\____Jrly.1) [kx1),
y:wfﬁx,k)

1la terna (H,I+,uf} constituye un semisistema din&mico discre
to débil sobre H.

3.9.: OBSERVACION

La existencia de una f-funcién c que verifique
las condiciones exigidas en 3.7. dependerd en cada caso de
las caracteristicas del funcional J.

. Si escribimos, como es habitual, (H{u)¢,¢) =

J'(u,4,9), ¥, por ejemplo, existen m>0, M<+w, tales que pa
‘ra todo uyeH [H(u)y;y) = miy]2 , y [H{u)[|¥M, entonces se
demuestra en (8),5.3., que si

0 <afhbf2m/M
x¢H es mo critico ¥y '

aefallvI (x), bvI(x)]]
entonces .
J(x - ep(x}) <J(x)

. e amatm rEacs TOMAT c{t) & a.t .
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76, Sean xocH arbitrario no critico y We{xeH:J(x)=

= J(xp]

Si se define, para cada xeW, f(x} como en-S.?.,
entonces:

3.10.1.:  f(x)eE(W).

3.16.2.: Si x ~—xen W, £(x) g f(x) en E{W).

Prueba:

S§i xeW y  uef(x), entonces J(u) £J(x) £J{xp},
por lo que f{x}CH. ’

El resto de la demostracidn es idéntice a la prue
ba de 3.7. o

3.71.: CORODLARID

8i se define Tet wWxlt » F(W) de modo que

wf(x,ﬂj = X
1e(x,1) = £(x)

ﬂ'-f(x,k*‘} = A “f()’s1)

yeglx, k)
la terna (W,I*,nf] constituye un semisistema dinidmico dis-
creto débil sobre W,

3.12.: “TEOREMA

Ser CZ:(O[T} fijo;

Si existe una f-funcién continua ¢:R'+R" verifi
cando las condiciones del teorema 3.7, y ademis, para todo
xeW, que .

c(lvIx)]) £ s(e,fvixd]d,

entonces J es un funcional de Liapunov para (H,I+,nf).

Prueba:
El (nico extremo no evidente es que si
. x{n) LU
es una solucidn del semisistema considerado, con u,—u, enton
ces J[un] + J(u).
Para mayor simplicidad escribiremos:
plu) = p, W) =y
Al ser, para cada n, u“‘1:nf(un,1) se tlen? que

u =u_ -t

n+1l" “n nPn ¢



Si th £ 44 czyn), puede verse en 14.4.2.4., que

J(u) - I, ) 2 ely ) ypmepry) (1)—
8i, para algln n, tn>6(czyn], o bien
- £ -
Jup-t p ) £ Jluy s(cyvp)py) (2}
o bien, dada la convexidad de J, existe tﬁe[}(yﬁ),é(czyn}]
con

J{u Y = Jlu, - tip) {3)

n tnPn
por lo que , si t >6(czy ), es decir en los casos {2) y (3)
puede afirmarse que, para algln 1 :[C(Y ), 6[c21 )]

Ju)-dCu ) 2 Ju)- Tl )
por lo que, de cualqu1er forma

Juy)-Iu ) 2 cly ) (vp=gyvy).
Al ser J acotado inferiormente, necesariamente
Yo ™ 0
ya que c es una f-funcifn. luego {un} es critizadora, ¥
por lo tanto minimizadora:

Jlu) -+ J{x*}
‘y como también

J(u) € lim inf J{u ) = J(x*}
se deduce, por ser x* minimo de J, que

J(u} = J{x*)
y por consiguiente

J(Un) + J(u)
completindose la prueba.

-0

Veremos a continuacifn que las sucesiones obteni

das a partir de X, mediante aplicacién reiterada del método

de Curry general:zado, son soluciones del semisistema (W, 1t f).

3.13.: TEOREMA

Si existe vna f-funcibn c verificando las condi
ciones de los teoremas 3.7. y 3.12., ¥ {xn] €s una suce—
sién obtenida a partir de x_¢H por aplicacifén del algoritmo

de Curry generalizado, entonces
X —>x.
n

Prueba:



Escribiremos,para mayor simplicidad
8 9 €3 = vy = (RI0x),pix)) plxy)=p .
Veremos ¢n primer lugar que la aplicadén

x:I+ + W definida de forma gue y{n)=x es una solucidn

n’
del semisistema (N,I+,nf].

Prefijada uvna sucesidn {uy} con O 5un£u<!,para
cada nel, por la naturaleza dei algoritmo se tendra:

d _
It {fon+tpn)+untyn)lt=tn =0 1)
¥, 51 0 £ 1£tn

I
L]

d
ar Glxprtpda oy )] (2}
por lo que, para 0 £ rétn
Jp*tp )-a tyy £ J(x+1pn]-un17n
Pero (1) puede reescribirse
(WI(xprtopn)  pp)-ep (WI(x),p ) = O (33

¥, fijado €,e(0,%-0), si se tuviera que tncﬁ(czvn), por
definicién de la funcifn &, se tendria que
|(VJ (xn"tnpﬁ}'v‘I(xn] * Pn ]r £ cz"fn
0, le que es lo mismo
POOI Cxgpvtp ) - 93 (x) = (93 () -e 99 (x,) ) ,p, )l
€ Ypq-
lo cual implicaria que
ASSHC SIS IO ELI LA TC o0 1015 LN G RUY0 PO Y TV
¥, teniendo en cuenta (3) quedars _
TQ-a) v, 1€ Cp¥p = T-a £cyc 1-a =3 a >a
una contradiccibn.
Luego tnés{czvn] 3 c[Yn]
_ Por etra parte, teniendec nuevamente en cuenta
la definicidn de t , para todo 1:[0,tn]
J(xn) - J(xn+tnpn) 2 J[xn) -(J(xnprn)+“n1Yn—
Teptov, ) = J(In} - J(xn+rpn)+un[tn-1)yn 3 J(xn)—J(xn+Tpn}.
y tomando en particular
N = {
= cfy ) € Elcvy) £t

queda que )
Jlxp}-Jlxp,q) ® I -Tex ey Ip(x))



es decir que xn+1°"f[xn'1] = f(xn).
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Por otra parte, si £ es cualquier solucidn del —
semisistema a través de x#x*, veamos que J(£{(1))<J(x}:

En efecto; Serd £({1)= x - tp(x) con c(jvJ(xM4t,
y Jlx - e{wa0aInxd) > I £03)).

si te{eCvI (12,8Cc, eI, en (14)4.2.4. se
muestra que

J{x) -J(x-tp(x}) > c(vI(x3( !vJ(xm—czﬂvJ(x]ﬂ}>0
y, al ser x#x®

J{x}) » J(g(1])].

Si t> &{c, feI(x3}), como también

J(x-tp(x)) & J{x-c(JeI(x){Ip(x))
de cualquer mode se tendri que

J(e(1)) < J(x).

La conclusidn del teorema se sigue ahora de 2.98.

a

Pueden construirse semisistemas dindmicos discre-
tos débiles sobre W, ma§ sencillos que los hasta shora con-
siderados, si ¥J verifica en dicho conjunto una condicibn de

Lipschite:

3.14.: TEOREMA

5i, para cualesquiera x,yeW
fed(x)- wJIL &L Nx-v)
"y se define, prefijados ¢,c’'e(0,1), la aplicacién f:W ~2¥
de meodo que
f£(x) = {x-t9J{x) : cétf (V1-c")/L }
entonces se tiene:
3.14.1,: f{x}eF{W)
3.14.2.: Si x —>x en W, f(x)) 2 f(x) en F(W)}.

Prueba:

Veremos en primer lugar que f verifica 14 tesis
3.14.1,
. Desde luego, si ¢J{x) verifica la condicifn del
enunciado, entonces es inmediato ver que &(t) :ot/L.

Por lo tanto, si xeWy cf t £(1-c')/L, entonces:

c. vIx)lé elvaxl & ((-c ) v ()l /L)

&6 ((1-c)vI(xM
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Y, como s¢ muestra en (14),4.2.4, también en este¢ caso

Jx-tvd (x))=T (x-t e (x}Ip (x)) <J(x) (si x#x?).
luego

x-teJ{x)e W (Vtc[},(1—c']/L]).
es decir, f(x)C W. El resto de 1a prueba es muy similar a

la de 3.14.2. y se omite.

Para probar la segunda conclusidn suponpamos
que X —X en W y tomemos yncf(xn) {(n=1,...}.
Serd y, = x -t vJ(x)), con t_elc,(1-c")/L].
Para una subsucesian
toy + tefe, (1-c')/L]
con 1o que

Ynp—> %= t vJ(x) =f(x).

de donde se sipgue que .f{xn] § f(x). o

Notese que no se ha hecho usc de H,7.

3.15.: COROLARIOD

5i se define »:WxI + F(W} como en 3.11., enton
ces la terna (W,I+,u) constituye un semisistema dinémico
discreto débil sobre W, para.el que J es un funcional de
Liapunov.

La prueba es idéntica a las de 3.11 y 3.12.

3.16.: TEQREMA

Bajo la hipftesis del tecrema 3.14., si {x.}

es cualquier sucesidn construida de modo que

= x, -ty wIx) toefe,(1-¢")/L)

x
n+l n n

entonces
X —x®,
n
Prueba:

Es simple consecuencia del teorema anterior y
del 2.97,
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