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UN TEOREMA DE COINCIDENCIA

J. Cerda

Sig(t) =kt (0 kX «l}, el teorema de la apiicacién con

tractiva asegura la existencia y unicidad de solucién para
gix) ==x,
supuesta g: X » X tal que d{g{x),q{yl< o [dix.,¥}].

5i X,¥ ¢ X v sl X es espacio métrico completo,

El resultado subsiste (Boyd y Wong, 1969) si se sustituye

@l{t) = kt por cualguier funcién de contraccién o funcibn
m:[D,q,} - [O.m) continua por la derecha tal gue ©{eg) <€ si
€> 0. Veamos cdémo la situacién se extiende a un 'teorema de coin
cidencia”, que en el caso X=Y métrico completo y £ = Id da lu-

gar al teorem2 de Boyd y Wong:

Teorema: Sean y funcidn de contraccién, X espacic topolégice,

Y espacio métrico y f,g: X , ¥ dos funciones que cumplen:

{1) £ 5 g es propia(*)

(2} £ es continua exhaustiva (6 £(X) > g (X}
(3} ETﬁT es completo (p.e..Y completo)
(4) dlg(x),g{y)}) = Pra{fix).£(y)) ] si x,¥v ¢ X
Entonces £ y g son constantes sobre 5 = {(x:f{x)=g(x)} {("unicidad"}

¥ 5 no es vacio {existencia).

(#) La antiimagen de un compacto es compacta.
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Demostracidn: Observar que a(gix).gly)l = -d{E£{x),£(y}},
< 81 £(x) # £{(y). Para la "unicidad” observar que de X,y ¢ 5

resulta

dlg(x), gz« @(£(x),£(y)) = dlgl{x}.gly}.

de modo que ha de ser £{x}) = £(y).

. . =1
Para la existencia a2legimos X, g X X, € £ Tglxg).

Xy € f_lg[xl),... (hipdtesis (2)) vy guada construida

{x, }:=l e X tal que

l)‘

g(xl‘:) = f(xn-l-
y resulta

dlg(x J.gix 1) = d(f(xn+l). £{x 1) N 0 {a)

por ser decreciente [d{g{x,).glx, )} < d(ffxn).flxn_l))=

= dtg(xh—l)’g(xn—z}’] v, sisu limite e§ &, ha de ser g

Ir
[}

pues  es continua por la derecha y por tanto gple)=

= lim o [d(f(xn)'f(xn¥l)}] > l;m d(g(xn),g(xn_l)} =& . Ha

de ser gpif) < & si & » 0.
o =~}
Veamos que {g(xn)}n=l , O sea {f{xn]}nzl ., &5 de Cauchy.

$1i no, existe £> O para el que se pueden determinar

k < P, < Q enteros (para todo k ¢ N)
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tales que

a{f{x_ ). fl{x_}) = g {b)
Ak Py
y, sl se toma qk el menor posibkle,
AlEle 0. filx_ ) < ¢ . (e}
k qk 1 Pk

De {b), (¢} y {(a} resulta

x, = d(f(qu), f(xpk)) -~ ¢ {por la derecha) {(a)

¥ 4o
ya gque

esrksd(f(xq ),f(xq

. 1 +d(f(xq ull.f{xp))q

k1 k k

™=
.

1

w d{fl Y, E{x ) 4 g o
Ty Iy

Por otra parte, utilizando {(a) y (d4),

aifix_ ),
rs((xq)f(xq

X . +]_))4.123(15'[><q

X + 1

. E
. ).f(xp](+l]}+d(f[xp +l) (xpk)l <

k .

< d(f(x_),fix Peplr, b4 d{fix JoEix_)) o4 gy ¥y serla
9y q+d k B+l Py

. k
e<p(e). en contradiceidn con g0 Y g (£} < &

Existe 1}1‘“ g(xn) = 1%1“' f(xn] =y e g(X}) Y- 81 p.e. £ es pro
pia (hip6tesis (1)), existe x ¢ X punto de acumulacién de

= ~1 o . )
(xntp=y © £ [{f(xn}}n:__l]. 2l ser £ y g continuas, f{x) y g(x)
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son puntog de acumulacién de {f(xn)}“’l;l y de {gix) }01:-——1' o sea
gi{x) = lim g(xn) = lim f(xn} = fi{x).
REFERENCIAS

D.W. HBoyd & J.5.W. Wong: Eroc. Amer. Maith. Soc, ,20(1969) 458-464.



