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Introducecid.- Aquestes notes constitueixen el contingut d'una
conferdncia donada a la U.A.B. el 7.12.76, dirigida als estu-
diants dels darrers cursos de llicenciatura i que tenia per ob

jecte interessar-los en aquest tema. Era doncs una conferdncia

de propaganda.

§1.— Generalitats sobre varietats complexes i gquasi-complexes.

La teoria de wvarietats complexes estd lligada fntimament a la
tecria de funcions analitigues per un costat i a la geometria
algebraica per un altre. El concepte de varietat complexe va
Ber definit rigqurosament per primera vegada (en dimensis 2) en
el llibre de H. Weyl "Idee der Riemannschen Fliche" (G&ttin-
gen, 1913}).

Una varietat complexa M &s un espai paracompacte, Haus-
dorff, dotat d'un atlas complex, és a dir, modelat a T, els
canvig de coordenades del gual es fan per tranaformacions ho-
lomorfes. En i 1'espai projectiu P, {) en constitueixen els
primers exemplea. Es poden definir els conceptes d'aplicacié
holomorfa entre dues varietats complexes i de subvarietat com-
plexa d'una varietat complexa de manera andloga a com sdn de-
finits aquests conceptes en les varietats diferenciables, subs
tituint,perd,la paraula "diferenciable" per la paraula "holo-
morfa". Las varietats algebraigues sense singularitats sén sub
varietats complexes de ?n{c}. Chow va demostyar [6] que tota
subvarietat complexa compacta de Pn(t} és algebraica, é&s a dir,
pot vanir donada com el conjunt de punts de Pn(t) que anul.len
simultAniament un nombre finit de polincmis homogenis. Hom pot
trobar una demostracid simple d'agquest tecrema en el llibre de

Gunning i Roasi [14].
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No es poden considerar exemples de subvarietats complexes
n o, . :
de © ja que &s facil de provar que una tal subvarietat es re-

dueix necessdriament a un punt.

$i M &s una varietat complexa de dimensié n definida per
un atlas {{Ui,wi]} i f &s l'aplicacit
2
Cn £ R n

1 I 1 n 1 n
(z...z) S {x"...x,¥ ...¥ )

i 1 i . .
on z” =x 4 Jf-1 ¥y, l'atlas {{U,, fo@)} dota M d'una es-—
tructura diferenciable real de dimensié 2n que es diu varietat
real subjacent. Es demostra facilment.gque aguesta varietat és

sempre orientable,

En cada punt x de M designarem per Tx(M] 1'espai tangent
a la varietat real subjacent. Es defineix 1'endomorfisme

Jx de TX[M} posant:
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Utilitzant que els canvis de coordenades s6n holomorfs es de-
mostra facilment gque l'endomorfisme Jx no depdn del sistema -

de coordenades elegit per definir-lo.

J s5'est2n per complexificacid a l'espail :Tx(M), comple-

Xificat de Tx(M). Els wvectors
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s&n vectors propia de J de valor propi /-1 1 -/~1 respecti-
vament . ‘ )
. {1!0) . c
Designant per Tx el subespai de Tx[M) dels vectors
{0,1)

propis de J de valor propi /-1 i per Tx el seu conjugat

es té la descomposicid:

{1,0} T(O.l)

C
M) =
T {M) T

que condueix a la nocid de "tipus" 4'un tensor o d'una forma
diferencial, que ara definirem. Donats dos enters p,q = 0. de
aignarem per Tip'q) el subespai de qTxr(u). r = p+dg, format

{1,0)

) gle

0! =
q Tx( l]). Un r-camp tensorial contrava-

P
per (@ T,

riant de tipus (p.g} consisteix en asignar a cada x un element
de Tx(p'q) depenent diferenciablement del punt x. An3logament

es defineix la noci de forma diferencial de tipus (p,q).

La diferencial extericr d es descomposa llavors de manera
" natural en d’ 4 d",essent d' un operador que passa de formes

de tipus (p,q} a formes de tipus (p, l,q} i 4" un operador que
passa de formes de tipus (p.q) a formes de tipus {p,d+ 1).

Holtes de las propietaté de les vérietats complexes depe
nen nomds de l'operador J i1 no de l'existgncia d'un atlas ana-
litic complex. Per aguesta rad ha sorgit el concepte de varie
tat gquasi-complexa. §'anomena aixi tota varietat diferenciable
real M, dotada d'un camp tensorial J, una vegada contravariant
i una vegada cowariant, que en cada punt x de M &s un endomor-
fisme U de Tx(M) tal gque J2= ~identitat. Les varietats comple-

xes adn donca, en particular, gquasi-complexes.



§2.+ Quan una varietat gquasi-complexa és la varietat real

subjacent d'una varietat complexa?

hguest problema va ser abordat per primera vegada per
Eckmann i Frdlicher [89 i posteriorment per Newlander i Ni-

renberg [20]. Es redueix en el fons a un problema d'integra

cid.

Donar l'endomorfisme J equival a donar en cada punt x

el subespai Tx(l'o) deqTx(M]. que &s equivalent a donar lo

calment n formes diferencials ¢ ai Y= 1 de manera que

en cada punt constitueixin una base de (T (1.0))* _ El pro
x

blema es pot plantejar doncs de la seglient manera: Quan exis
. . : . i
tiran funcions diferenciables z , a valors complexos, tals gue

r1
9? = dz= 2.

! . i
Les diferencials &3  s'expressaran:

i

1 a 1 - T4
dé” = — ¢ at L k.
2

R i 5 %

' [

expressié Gnica si suposem els coeficients A i C antisimétrics
en els Indexs j,k. La condicié de qud tots els coeficients C
siguin nuls &s invariant per canvi de coordenades i &s egui-
valent a la condicid de qud el tensor segilent, dit tensor de

torsi® de l'estructura complexa, sigui nul:

N(X,¥) = 2 [JX, JY] - 2[X, Y] - J {X, JY] - Jd {JX. Y].

. i i i .
Evidentment guan & = dz® es té dal = 0 i per tant

tots els coeficients € £6n nuls i per tant ¥ &s nul. Agquest



tengor va ser introduft per Eckmann i Frdlicher en el treball

gue hem mencionat. Agquests autors van demostrar, usant essen
cialment el tecrema de Frobenius, gue si la varietat M és ana
litica real, l'annul,lacié del tensor N implica l'existencia

de funcions zi tals gue ai = dz*. El mateix resultat guan la
varietat M 8s C™ va ser obtingut per Newlander i Nirenberg en l'ar
ticle esmentat m&s amunt. Una altra demostracid del mateix resultat,
basada en la resclucid de l'anomenat d“—prcblema-de Neumann, va ser

donada per J.J. Kohnel 1963 rl19j.

Del qu& hem dit es despr2n que el problema de saber si una es
tructura guasi-complexa donada prové © no d'una estructura complexa
estd totalment resolt. Basta comprovar si el tensor N s'anul.la o no.
Perd, donada una varietat quasi-complexa amb tensor de torsid no nul
no hi ha manera de decidir, en la majoria dels casos, si existeix o
no una altra estructura guasi-complexa integrable (&s a dir amb N
nul}. Per exemple, 86 pot dotar-se d'una estructura guasi-complexa
no integrable de manera matural (vegeu {17] Tom. IT pag. 139}, perd
fins fa ben poc no as sabia si admetia o no una estructura complexa.
Recentment A. Blder ha resolt aquesta giiesti® de manera negativa [l}
A. van de Ven ha donat altres exemples de varietats guasi-complexes

compactes que no admeten cap estructura complexa {22].

§3.— Classes de Chern.

El problema d'existéncia de k camps vectorials continus,
xl...xk, sobre una varietat diferenciable, de tal manera que en ca
da punt siguin linealment independents, wva donar 1loc ala woltants
de l'any 1940 al concepte de classes caracteristiques de Stiefel-
Whitney, gque Qén unes classes de cohomologia gue mesuren d'alguna

manera l'obstruccié a l'existéncia d'uns tals campa, El problema



andleg per les varietats complexes va ser abordat per Chern el 1946
[4].

Sigui M una varietat complexa de dimensié n. Un camp vectorial
complex consisteix per definicid en assignar a cada x de M un vector
Xx de cTX(M). Donat un enter kX, 0 < kX ¢ n, preguntem-nos per l'exis
t2ncia de k camps vectorials continus sobre M, xl"’xk’ de tal ma-
nera dque en c§da purt siguin independents. Sigui E el ccenjunt de to
tes les k-ples, (vl...vk), on els vy s6n vectors tangents comple-
xos en un punt qualsevol x de M, linealment independents. E cons-
titueix, amb la proieccid candnica natural E-—"- M, un fibrat de

fibra F la varietat de Stiefel complexa v, formada pel conjunt

.k

de k-ples {vl...vk) on els vi s6n vectors independents de En.

. Preguntar-se sobre l'existencia de k camps continus xl...xk
independents en cada punt eguival a preguntar-se sobre L'existén
¢ia d'una seccid continua del fibrat E. En l'estudl de l'existeén
cia de seccions d'aguest fibrat, els'grups d'hometopia de la fibra

jugaran un paper important, com veurem.

Ehresmann a 1'any 1939 flOJ ja havia vist que els primers grups
d’homotopia de la varietat de Stiefel vn x eren:

El

n.,(v. ) =20 51 i« Zn-2k41l
", v ) = Z si 1 =2n-2k4+ 1L

Anem a veure com jucquen aguests grups d'homotopia en 1l'exis
t&ncia de seccions del fibrat E. Agafem una triangulacié regular
de la varietat M, suficientment fina pergqud cada simplex estigui
contingut en un chert U tal que E sigui trivial sobre U. Designem

per K el complex simplicial aixi obtingut. Per ser M una varie



tat orientabie, podem considerar K orientat. Designem per Ki l'es
guelet de dimensid i del complex K. L'esquelet KO estard consti-
tuit per punts aillats. Per tant sobre l'esguelet € podrem defi—.
nir una seccid arbitraria de E fent correspondre 2 cada x de Ko

. < .
- i 1-
uns k-pls arbitraria (xl)x (Xk)x de vactors de Tx(M) linea

ment indepe%denta. Intentem estendre aguesta seccié a Kl. Per cada
aimplax é-déski tenim definida la seccid a 3o . ¢ estd contingut
en una carta local en la gual el fibrat &s trivial. Escellida una
trivialitzacid en c¢ada una d'aquestes cartes locals, donar una seg
cid continua scbre g eguival a donar una aplicacié continua de © -
a la fibre standard Vn.k' La seccié que tenim en K0 ens determina
a Vn'
continua de 0 a Vn,k' Aixd &3 possible ja que Vn,k &5 connex

una aplicaci& de do y due volem estendre ara 3 una funcid

. : . L 2
Per tant ja tenim estesa la seccid a K. Intentem estendre-1a a X .
2 . . 1 s .
Per ¢ada ¢ de K la seccié que tenim & K ens déna una aplicacid

de BT a la £ibra Vn . Com gue AT &3 Sl‘ aquesta aplicacid dona un

K
element de nl{vn k)' 5i suposem que n i X s6n tals que Zn-—-2k+ 1 1.

nl(vn k) = 0. Llavors l'aplicacid de d0 a V_ . es pot estendre (per

un resultat elemental de teoria de 1'homoteopia) a una aplicacid de

g a vn x° Aguesta aplicaci6, per cada ¢, ens ddna lloc a una sgeccid

del fibrat E acbre Kz. Tractem d‘apiica} el mateix procediment per

egtendre-la a K3. Aixd ens serd possible si n2(vn k) = 0. De la ma-

. . 4
teixa manera si n3(vn k) = { la podrem estendre a K , etc.. Com

que ni{vn k) =0 si i« 2n -2k4; 1, resulta gue podem estendre

aguesta seccid sense cap dificultat fins a Kzn-ZR‘l. Per cada sim-

2n-2k4 2 2n-2K+ 1

plex g de K la geccit gque tenim definida a K dona-

rd lloc a una apticacid de dg a v la gual donard lloc a un ele-

Wk

'} = 2. per tant associem & cada simplex O de

ment de I (vn,k

2n—-2k+ 1



2n-2k.
X +2 un nimero enter. Rixd &s una [Zn-2k+2}co-—cadena. Es demos-

tra facilment gue aguesta co-cadend &s un co-cicle el qual déna lloc

a un element de H2n—2k+ 2

{M,Z}. Es demostra facilment gue condicid
necessaria i suficient pergu2 la seccid es pugui perllongar a

K2n—2k+2 2n-2ki2

&s gue aguest element de H {M,2) sigul nul. Es a
dir, aguesta classe de cohomologia entera mesura l'obstruccio a qué

la seccid es pugul perllongar a l'esquelet de diwensid 2n-2k 4 2.

Per cada k., agquestes classes de cohomologia entera s’ anomenen

classes de Chern de 1la wvarietat M.

. i ,
La inclugid natural 22— WM d6ne2 lloc a un morfisme

HP{M,Z}—__a Hp{Mrm} per cada p. Las classes de Chern, mitjan-
cant el morfisme anterior, denen lloc a elements de
Hzn“2k'+2(M.nﬂ. Com que en geometria diferencial &s més cdmo-
de treballar amb la cohomologia de De Rham gue ;;b cchomolegia
simplicial, podem proposar-nos el problema de trobar per cada

% una (2n- 2k 4 2}-forma diferencial tancada, la classe de ¢cho-
mologia de la gual sigui la classe de Chern. Aguest problema es
resolt utilitzant una métrica hermitica gualsevol h sobre M {(ve-
geu el paradgraf segilent). La mdétrica h dbénma lloc a una mdtrica
de Riemann a la varietat real subjacent. Sigui (Qi,j} la matriu
de curvatura @'aquesta métrica de Riemann en una carta local. Lla
vors la 2({n-k 4 L)-forma definida en cada carta local per la se-

giient expressid

_ _ n—'k.;.l _ I N : . .
Yy = (1/(2m 4§ -1) fn—x + 1} 1) En(ll"'ln—k+l'Jl“'Jn—k+_l)

., . ...0,
i1y in-k¢1, Jn-xypt



és tancada i es pot demostrar que la seva classe de cohomologia

&s precisament la k-&ssima classe de Chern tal com 1'hem defini-

da abans. 2ix® permet definir les classes de Chern mitjangant la

curvatura de la connexi& associada a una métrica hermitica.

Les classes de Chern, gue s'han generalitzat després a fi~

brats vectorials complexos qualssevol scbre una varietat diferen

ciable, han jugat un paper molt important en l'estudi de la tope

logia de les varietats complexes.

§ 4.~ M2triques hermitigques i mdtrigues k&éhlerianes.

Sigui M una varietat complexa. Donar una meétrica hermitica h

sobre M consisteix per definicid en assignar a cada x de M una mé

trica hermitica definida positiva, hx , sobre el C-espal vectorial

g (1.0}

x de manera que hx depengui diferencialment del punt x.

Utilitzant un argument de particions de la unitat es veu
de manera immediata gue &3 possible donar una metrica hermiti-

ca sobre una varietat complexa paracompacta.

Les m3tricques hermitiques en una varietat complexa donen
lloc a mdétrigues de Riemann a la varietat real subjacent, com

direm a continuacid.

Sigui h una m2trica hermitica. En una carta local comple-
Xa (U.zl.-.zn} definim la métrica de Riemann g associada a h
" de la segllent manera:

2 o _ b B _ o b
{—= - — ) = g{ . } = 2Re h{ . ~)
g hxl bxj byl DY] bzi sz

o o) _ & b b o
g{— . =) = -gl =, =) = 2 Im h(——. =)

oxi byl dyl " By : pzl  2gd



0. - : Lo

Bguesta métrica riemanniana aixi definida wverifica la propietat

segiient:

gix,¥Y) = gl{JX,JY) per qualssevol X,Y.

Reciprocament es pot veure gque donada una métrica de Riemann g
a la warietat real subjacent, verificant la propietat anterior,
prové d'una métrica herwmitica b pel procediment esmentat, Si
una tal métrica de Riemann s'estén, en cada punt, de l'espat
tangent real TX{M) a cTX(M). la condicid g{X.Y) = g{JX.JY} im
plica

o} b_

?)zl bz 5z bz

g

1 n .
Per tant en una carta local (U, z7... z) una tal mdtrica només

2 . b. } no nuls (que escriurem gi? }. La
J

tindrd termes g -
ES

et -

2-forma diferencial complexa F definida localment per
{ ’ i —
F = 4-1 giﬁ dz" , dz3

es diu forma de Kihler associada a la wmdtrica hermitica. Una

m&trica hermitica es diu k#hleriana si la seva forma de K&hler
&5 tancada. Aguestes mdtrigues van ésser introduldes per Kihler
l'any 1933 [15}. Una varietat complexa amb una metrica kidhleria

na es5 diu una warietat k3hleriana.

Aixi com en una varietat complexa paracompacta sempre hi ha
una madtrica hermitica, el problema d'existencia de métriques
kéhlerianes &s molt més serifs. Segons un treball de Gromov del
1969 [12], les varietats complexes no compactes admeten sempre
matriqueskihlerianes. En canvi la situacid £s molt diferent per

les varietats compactes. D'aquest problema en parlarem més en-



davant. Anem ara a esmentar els exemples més interessants de va

rietats k&hlerianes.

Fubini va introduir el 1%03 [1E] wuna métrica hermitica so
bre l°espal projectiu complex Pn(E) de la seglent manera. Si-
. o n
guin (2 ,...,2 } coordenades homoginies =z pn(m}. Sigui UO liocbert

(-]
donat per z # 0. Andlogament es defineixen U

aes U_. Prenem
. L n
1 n i zt
a Uo les coordenades (t ... £ ) amb t~ = 5 - considerem a Uo
- z
la mdtrice
as? = (LeTel TH Taed FEIEE ae’ )&t gEh)

(1etet ¥hH?
Andlogamant es defineix sobre Ul"'un' Es prova facilment gque

aguests mdtrica &s definida positiva i que la seva forma de

Kihler &3

P o= yo1 {Edtit‘\ gt grtadhaeet gl gz'
(rreteh?

= -1 d'a" log{l+yptrEh),

que &3 avidentment tancada. Per tant &s una mdtrica k¥hleria-
na. Aixi dones Pn(E) amb la métrica de Fubini &s una varietat
k&hleriana. De la definicié de mdtrica kdhleriana es desprén
gue si g &3 una tal madtrica sobre una varietat complexe M i

M’ &s una subvarietat complexa de M,.la restriccid de g a M°

&s una métrica kdhleriana scbre M*', Es dedueix d'agu!l que gual
sevol subvarietat complexa de Pn(c) &8 una varietat kdhleriana.

Per tant totes les varietets alqébraiques senge singularitats
s6n KZhlerianes. ’
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La mdtrica usual de En, 652==Sdzl dil, &s kihleriana ja
que iz seve forma de Kdhler &5 F=4-1 T gz’ » gz’. Per tant

¢ &s une varietat k&hleriana.

Un tor complex Tn = Ean, essent [° un subgrup discret de

En de rang 2n, amb la mdtrica induida per la métrica usual de

mn . " " .
T , &s evident una varietat kdhleriana.

Eckmann i Guggenheimer van descubrir 1'any 1949{7],{9],
que si una varietat complexa compacta M admet una m&trica kihle
rianz, els seus nfimeros de Betti bi{M) tenen gue verificar les
segilents condicions:

{a) 5i i=2r, bi(M) £ 0.

{(by 8i i=2r+1, bi(m) t& gue ser parell.

{c) b, (W) = ui+2'{H: 8i Ll<n, essent p la dimensid complexa
de M.

{a} bi{M) =D i(M) {Poincaré).

2n -
hguest coneixement dels nimeros de Betti de les varietats

kihlerianes compactes va permetre de donar exemples de varie-
tats complexes compactes no kdhleriaznes i en particular no al
gebraigues. Calabi i Eckmann {3}, basant-se en un treball an-
terior de Hopf, van introduir el 1953 una estructura complexa
2p+ 1 2g+ L 2g+ 1

x S

a 5

2p+
. Com que bz{s pti x 8 } =8, aguesta va

rietat no pot admetre cap mdtrica kdhleriana ja que contradiria

la condicié(a) esmentada anteriorment.

El problema de determinar les condicions necessaries i su
ficients pergud una varietat complexa compacta M admeti una m@
trica kdhleriana nco ha sigut mai abordeat de manera general, El

qué s'ha fet, perd, &s tractar de resoldre aquest problema per
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les varietats que sén fibrats anelitics complexs sobre varie-

. 2
tats complexes. {L'exemple de Calabi-Eckmann, szp+'Lxs a+ !l

*

&3 un fibrat sobre PP(E) * Pq(t) amb fibra Sl)(sl). Resultats

excelents en aguests direccid van ser obtinguts per Kodaira
[18), Blanchard {2] i Kobayashi [1s6].

§ 5.- Varietats algebraigues i métrigues de Hodge.

Sigui M una variatat complexa. Una classe de cohomolegia
de HP(M,E) direm gue &5 entera si pertany 2 la imatge del mor
fisme HP (M, 2} = gP (M, T} induit per la inclusid netural Z-E+r.
aixd é&s equivalent @ dir gque la integral d'aguesta classe scbre
qualsevol p-cicle -enter &s un nfimero enter. Les classes de

Chern sdén classes enteres, per axemple.

Suposem qgue M admet una madtrica kdhleriana g. Aixd vol
dir que la seva form& de Kihler F &s tancada. Dén# lloc per
tant a uwna classe de cchomelogia de HE(M.E). si aguesta c¢lasse
61 entera hom diu que la mdtrica g &s de Hodge. Una varietat

complexa dotada d'una matrica de Hodge es diuv varietat de Hodge.

La mdtrica de Fubini del projectiu Pn(t) és de Hodge Jja gue
es pot demoatrar que la classe de cohomologia de la seva forma
de K&hler &s precissament la classe Chern d'un fibrat de linia
sohre Pn(t) i per tant éé una classe de c¢ochomologia entera. De
la definicié de métrica de Hodge es desprén que si M' &5 una
subvarietat complexa de M i si g &s una mdtrica de Hodge sobre
M, la restriccié de g a M' &s de Hodge., Per tant les varietats
algebraiques sense singularitats {(que s6n subvarietats comple-
xes de Pn{t}) sén varietats de Hodge, Kodaira va demostrar el
‘1953 [17] el reciproc del resultat anterior: Tota varietat de
- Hodge compacta &s algebraica. Després d'zquest important resul-

tat hi ha eguivaléncia doncs entre les varietats de Hodge compag



tes i les varietats algebraiques sense singularitats. Aixd ha
perm&s tractar molts problemes referents a les varietats algebrai
ques sense singularitats per métodes de geometria diferencial.
Per exmple, el teorema de Riemann-Roch referent a les corbes
algebraigues wva poder ser estés a3 les varietats algebraiques de
dimensié superior per Hirzebruch [13] utilitzant aquests métodes

i posteriorment per Patodi [21} a les varietats kihlerianes com
pactes,

Per acabar, donem un exemple concret d'aplicacid del teorema
esmentat de Kodaira d'equivaléncia entre les varietats de Hodge

i les algebraigues.

Considerem un ter complex T, En/p. Utilitzant només la de
finicid de metrica de Hodge es-poden donar facilment {vegeu[S]
pdg 61-64} les relacions precises gue tenen que verificar els
generadors de { pergua Tn admeti una m2trica de Rodge. Es veu
llavors gue segons quin subgrup [T es prengui de En. el tor Tn
admet 0 no una métrica de Hodge i per tant &5 © hOo una varietat
algebraica.
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