
SUR UNE CONJECTURE DE GANEA (-)------------------

(G . Mislin)

Dans cette exposé nous voulons considérer un cas particulier

d'un résultat obtenu en collaboration a.vec P . Hilton et J . Roit
berg [2] .

Soit X un CW-complexe pointé et connexe . On dit que X est

un H'-espa.ce, s'il a.dmet une application c : X -.> X V X tel que

pi c - 1X , oíl pi (i = 1,2) dénotent les projections évidentes .

Dans [1] Ga.nea a.vait conjecturé que tout H'-espace X admet (á une

homotopie prés) une décomposition en Z v B ou Z est 1-connexe

et B un bouquet de cercles : B = S1 v S 1 V . . .V S1 . On peut facile

ment vérifier cette conjecture quand X est suspension .

Rappelons qu'un ensemble M muni d'une opération binaire no

tée " + " est une structure de loop , si les équation.s

a ± x = b, y + a = b

ont des solutions uniques x,y E M pour tout a,b E M; et si de

plus, il existe 0 E M tel que a + 0 = 0 + a = a pour tout

a E M .

Nous appelons un H'-espace X (muni d'une comultiplication

fixe c) un co-loop, si pour tout Y

c~l : [ X "Y] X [X,Y] -, [X,Y]

induit une structure de loop dans 1'ensemble [X,Y] des classes

d'homotopies pointées de X dans Y . Par exemple, on peut montrer

[2] que pour un H'-espace X qui est 1-connexe, toute comultipli
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cation c définit une structure de co-loop dans X . D'otú il est

évident que tout H'-espace de la forme Z V B, oú Z est 1-conne

xe et B un bouquet de cercles, admet une structure de co-loop .

Notre résultat principal est 1e suivant .

Théoréme : Si X admet une - struture de co-loop, alors X _ Z V B
avec Z 1-connexe et B un bouquet de cercles .

En particulier, ce théoréme implique que la "conjecture de

Ganea" est équivalente é la conjecture suivante :

"Tout H'- espace admet une structure de co-loop"

Démonstration du théoréme . D'aprés un théoréme classique,

rr 1
X est un

	

groupe libre F . L'espace d'Eilenberg-MacLane K(F,1)

est donc un bouquet de cercles B . Considérons 1',application

classifiante f : X--.> B pour le revétement universel de X . Comme

Tr 1 X

	

est libre, on a une section u : B ->

	

X. Il est facile de

voir que B peut étre muni d'une structure (unique) d'H'-espace

tel que f et u soient des H'-applications (c .é .d . que pour tout

Y,

	

u~` :

	

[ X,Y] ,

	

[B, X]

	

et

	

f* :

	

[B,Y]

	

-+

	

[X,Y]

	

vont

	

itre des homomor

phismes) . Soit g : X -> C(u) 1'inclusion de X dans le cóne de

1'application u . On peut définir, alors, sur C(u) une structure

d'H'-espace tel que g soit une H'-a.pplication. Posóns C(u) = Z .

Evidemment , Z est 1-connexe . Dans ce qui suit nous allons

souvent identifier des applications avec leurs classes .d'homoto-

pies pointées qu'elles représentent . Notons qu'on a par construc

tion

uf = 1
B

Comme rX,X] est un loop, il existe t E [X,X] tel que

t + fu = 1X

D'autre part f* : rX,X] -, rB,X] est un homomorphisme, d'oú

(t +

	

fu)f = tf + fuf = tf +

	

f = É" (1X)

	

= f .

	

On conclut que tf = 0



car [B,X] est un loop . Puisque la suite

(i)

	

vg +fu

(ii) uf

gv

1X

1B

1
Z

est exacte, il existe v E [z,X] tel que t = vg . Par
conséquent on obtient un diagramme

u v

pour établir la troisiéme égalité nous observons d'abord

que g* : rZ,Z] -, [X,Z] est injective . Cela resulte du
fait que pour un homomorphisme, dont le domaine est un
loop (CZ,X] est un loop puisque Z est 1-connexe), la

xcondiction

	

(g')-1 (0)

	

= 0 implique que g

	

est injective .
Considérons alors 1'équation

g=g(vg+ fu) =gvg+gfu=gvg.

g étant injective lZ = gv .

Nous voulons montrer maintenant que

v, f) :

	

Z v

	

B

	

-> X

[X, X]

	

` ,

	

[B, X]

est une équivalence d'homotopie, avec inverse

iZg

	

+

	

iBu

	

E

	

[X,Z v

	

B] .

On a d'une part

(v,f)(izg + iBu) = <v,f) i Zg + (v,f> i Bu



= vg + fu = 1X

et d'autre part

(iZg +

	

iBu)(v,f) =«iZg

	

+

	

i
B
u)v, (i

Z
g +

	

i
B
u)f) .

Comme 1
Zv

B = (iZ,iB>, il reste a montrer que

(i)

	

(iZg + iBu)v = iZ : Z a Z V B

(i i)

	

(i

	

g

	

+

	

i

	

u) f

	

=

	

i

	

:

	

Z

	

-a

	

Z

	

v

	

B.
Z B B

Considérons les équations

iZg + iBu = (i Zg + iBu)(vg + fu)

_ (iZ g + iBu)vg + (iZg + iBU)fu

_ (iZg + iBu)vg + (iZgf + iBuf)u

(i

	

a +

	

i

	

u)vg

	

+

	

i
B
u.

Z' B

Nous avons utilisé jusqu'ici ces trois conditions :f est

une H'-application, gf = 0 et uf = 1B . Comme [X,Z v B1

est un loop, on conclut que iZg = (i Zg + iBu)vg . Mais

g
E [Z,Z v B] -> [X,Z vB] éta.nt injective i

Z
=(iZg + iBu)v,

c'est á dir que (i) est dé.monstré . L'équation (ii) est

immédiate : comme f est une H'-application, nous concluons

que ,

(iZg +

	

iBu) f =

	

iZgf +

	

iBuf = 0 +

	

iB = iB .

ce qui achéve la démonstration du Théoréme .
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