POSICIONES DE EQUILIBRIQ RELATIVO DEL PROBLEMA DE 341 CUERPOS

I SU EVOLUCIOR

C.85imé

Resumen.- Se estudian las p.e.r. del probleme de 4 cuerpos en
gue una de las masas es infinitesimal y le evolucidn de las
migmas en funcidn de las releciones entre laa 3 masas finitas.
También se examina el comporiamiento cuando se mumenta la mesa
infinitesimsl hasts el valor comin de lms otras 3. Se indica la
evolucién del indice y se dan valores de las mesas para 10s que

ol potenclsl nmormalizmdo no es funcidn de Worse.

Introduceién.— Un tipe particular de sclucicnes del problema de
B cuerpos congiste en las liamadas p.e.r, en laes que el movi-
rientc se reduce B un gire con velecidad angular conatente w
alrededor del c¢.,d.m. Su conocimiento es ademés un paso previe
& la clasificacidn topoldglea de los ccnjuntos Icp ( formados
por los puntos del espacio fésico de energla y momento angular
dadeg){ véase [7]}.
S5i r es 1la dlstancia de 1z mesa m al c.d.m. ¥ T

i 1 ij
la distancia entre R,y m., un regul tado clésico (véase fﬂ ’

]

[i]p.242) asegura que las p.e.r. corresponden a los puntos cri-
—

ticos de la funcién potencial V= - 2 mimj/r 13
1€ <520

da a 1la esfera Z:m r =1 , eato es, del potenclal normali-

ir 4

zado Vn = Y-\{E:m r2/2 . Se supondri gue i: my = 1.

Junto a resultados cléisicos {[] pP. 228-257, [3]) se dispone
recientemente de un deatacado estudio topoldgico debido a
Palmore { [4], [5] ).
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Las ecuaciones que c¢caracterizan las p.e,r. son

n
L -3 -3, _
. m (1,3,k} (rik - rjk) =0 (1)
1,3A%=1 x, v, 1
{cf. (1] p.241). siendo "(1,3,%) = xj ¥y 1} = 2 veces el 4rea

e T 1

del trifnguloc de vértices m,, mj, @, (con el signo corresvon~

diente). {(Supomnemos X474 lis coordensadas de B, en el plamo que
contiene todes las mases).

51 los n cuerpos estén alineados el teorems de Moulton
(véase[i]p.?}ﬁ,i?]) aefirma gue para valores cualesquiera de las

mases exlsten n!'/2 p.e.r.

§1. Proplema de 341 cuerpos con masas finitas tgusles.—- Enten-

demos por problema de 341l cuerpos el caso particular del pro-
blema de 4 cuerpos en gue unaz de 1as_masas es Infinitesimal
{pere no nula). Obviamente su influancis sobre 1as p.e.r. de
las tres magas finiies es despreciable, por lo gue éstar 40D
tan une confipguracion de Lagrange o ds Euler. En el prissr caso
si fijamos m en (-1,0), m, en 11,0} ¥y m, en {o,¢§) ¥

1lamemos X,y a laa coordenades de a,, de (1) se tiene :

1
1. 1 !
'2Y[é;‘ J m2+(J3{x+l)-y)£l-~ = ] my=0
2

LT Ux-1)2eye)d/e B xzaty-y32) ¥/

1
2y 5 " L = ~! ms o+ L3 -1 ey) -é— -
((xs1)24y2)3/2 (x24 (y-/3)2)3/2 |m,~ O

Otra posibilidad para hallsr la pogieidn de m4 consliste

en caleular logs puntos estacionarics de la sume del povancigi

)
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gravitatoric creads por W Ry, Y el potenclal centrifugo :

3

m‘i m? + My 1 2 2
- L2 g - -
“x#l)z +y2)1/2 {{x—l)i Y31/2 (x2+(y—J3)2}‘/2 + Telixem -my) oy my /3 ) (3

Consideremos primero sl casg m1 = m2 = m3 o E1 problema,
reguelto por Limdow, Schaub y Hdtterhsin ( (1] p.245), presenta
lo soluciones que, salvo simetrizs, se reducen a 4 ., En la fig,l
aparacen las posiciones de las migmas y las curvas U = cte.

pasando por allas, Lam coordenadas de Lo’ Ll' L4, L, son :

L, {0,V3/3), L, (0,.093433651...), Lé (0,01,293021614“0),

L7 {0,2,937347079...) {las ordenadas son ceros de un polinomilo
de grado 12}, Los demés puntos se obtiensn por gires de dngulo
21/3 y 4N/} alrededor de L.

si B, estl en {0,0) {posicién de Euler), U se sustituye
por una funcidn andloge U y aparecen L, ¥ ks simétrices, de
coordenadas {o, ¥1.139428225...).

Todas las solucliones indicadas son simétricas, Cada una de
ollas puede ser prolongada (»)} variando B, desde cero al wvalor
comin de lag otras tros maesas. Trivialmente las scluciones ob—
tenidas serén simétricas. Condiciones iniciales distintas pue-
den evolucionaer hacla p.e.r. del mismo tipo. Asi, partiendo de
LO o de Ll

percutedas,

o %@ llega & trifinguioc equildterc pero con dos masas

Sabemos ( [2] , (4] ) gue en el caso de masas iguales los dni-
coa tipos de p.e.r. simétricas no colinesales son 3
g) Tres masas formendo iridngulo equilédterc y la cuarta en
el centro.
b) Custro mesas en los vértices de un cuadrads. Junto con
{#) Le prolongacién de las p.e.r. &l varisr un= masa son siempre
posibles en el problema lineal, perc no asf{ en el plane.
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la anterior son las solucicnes clésicas conocidas, Ests
es la dnica solucidn convexa.

¢) Tres masss formande un tridngulo isdsceles (de base, el
lado desigusal,que vele 2 y altura 1,51723939472351384...
galvo fzectores de escala) y la cuarta masa sobre la al-
tura correspondiente 2 dicha base y a distancia
.6503784729520660... .

Adembés ( [4]) se conocen 4 tipos mls de p.e.r., asimétricas

(2 de los curles se obtienen por simetria axial a pertir de laos
otros 2) y en cads una de lss cuslem } mmsas estén en loa vére
tices de un triéngulo escaleno y la cuarte en el interier.

las 12 posiciones del tipo Moulton se obtlenen asi : Sesn
(-x,0), (-1,0), (1,0), (x,0) (eon x>1} las coordenadas de L
Entonces x sgatisface la ecuacidn x7 - 2):5 - 25:4 + 13 - 612 -1=o0,
que tiene un Unico cero positivo : x = 3.162120338...

Los valores de Vn para cusdrado, tridngulo isdsceles, equi-

létero y Moulton, eon mi - 1/4, son, respectivamente ,
~.1691941738. . .(%’E@) , -.1811095060..., -.1811110924,. .(l(_\fg: %),

y -.2138777360... .

Obsérvese que la diferencia relativa entre el caso equilé-
tero y el isdsceles es de .88-10—5, vor 10 que exlste clerta di-
ficultad en ia determinacién numérica del caso isdsceles. Anélo-
gos problemas se oresentan en las solucicnes asimétricaes.

Teniendo en cuenta que por permutacién de masas cada clase
puede originar otras (véase §3), se conocen en total 146 p.e.r.
del caso de masas lguales,

En la fig.? se esquemztiza cbmo evolucionan las p.e.r. cuan-
do aumenta la masa infinitesimal. 3e obtienen todas las solucio-

nes gimétricas del caso de masas iguales. Para una posible expli-

éacién-véase §3.
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§2, Caso 341 . Magas finitns distintas.- Consideremos en (2) 6

{3) el caso mlé m,€m {los demfs cascs se tienen por simetria)

3

¥ veamcs ¢émo se alteran las posiciones de los puntos Li al va-
riar ml,mQ.m3=

De la ecvacién (3) o0 a 1» vists de 1la fig.l se tiene que
vara m, colneidiendo con mi(i=l,2.3}, U vale -0 ¥y que Lo'L4’
LS’L6 son méximos, mientras nue Ll'LQ'L3'L7’L8’L9 son puntos
de silla. En 1la fig.3 se represeantsn varise curvas U = cte,
parsas m = .2, m, = .3, m

¥y L

3= .5 . Se vbserva la desaparicidn de L,

1 y le deforamacidn de las ctosiciones de los demfs,

Partiendo de LO,...,L9 Cn mlzmzrmB ag ghorda lo orclon-
gacidn s masss cualesqulera. Pers representar dlceha prolonga-
cidn enmpleamos el sigulente artificio: Llamamcs trifnguic de
masas a un trifngulc equilétere 3e arigtas unidad =2l que lae
coordenzadas harlcéntricas de un punto fei mlsme son las masgas
ml,mg,m3 ., Los lados corre=nonden al nroblema de 242 vy los vér-
fices al de 143.

Debido 2 la ordenacibn de las masas basta estudlar un sexto

de dicho trifngmale {ver fig.4), En prinelpiec (esto ea, =i son
prolongables) a cads uno de los diez puntes Lo,...,L9 que se

tenian para o = le corresnonderé una p.e.r, en el caso de

m2=m3
masas eualesquiera, funeidn del punto considerado en el tridngu-
lo de masas, Asf, nuszde darse la imngzen de ese tridngulo vor les
lo avlicaciones de deierminacidn de p.e.r. En la fig.4 se repre-
gentan dichas imfAgenes, Las lineas gue aparecen en el interier
de cada imagen del tridngulo ABC corresponden a m, = cte.

Para Lo ¥y L, es imposible la prolongacidn a todas las masas,

1
Para les que estén sobre la curva EF del triéngulo de masas se

confunden Lo ¥ Ll . Pars masas en AEF son prolongables las lo
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p.e.r., mientras gue para el resto de masas en ABC séle lo son 8.

Le linea EF tiene su imagen, tanto en la prolongacidn de Lo
como en 1a de L. en la linea EF - E.F. .

1 o0 171

La determinacién de EF se ha heche por un procedimiento in-
verso : Dada una p-e.T., 9¢ obtienen las mesas correapondientes.
3i se exploran las lineas =x=cte. en el tridngulo de p.e.r.
ge tiene que n, = £,{7,x) m, = f3(y,x) (4)

2 )
guz suelds abteasrse de (Z) con m=1- m,- T,y .

Eliminando y @ ¢ hne,mB,x)= 0 . La envolvente de egta foml-
1in de curvas es 1z relacidn deseada entre By, ¥ By En la flg.5
se representan las curvas {4) pam distintos valores de X ¥ sSe
dany valores numéricos. La obtencidn de la envolvente se ha lle-
vado A cebho numéricamente. La linesn EOFOEEEIFI eg tangente a
A F P = N )

1Fp 7 o APy em By =Fy
Un estudio sndloge puede llevarse a cabo con Llo'Lll' que

permanecen nars todo velor de las masas.

"

§3. Estudio del {ndice.— Consideremos el valor del indice de

Morse, esto es, el nimero de valores vropica negetivos del Hesg-
siano de Vn. Por cAlcule directo se obtiene en el caso de masas
iguales gue sl cuadrade le corresponde fndice 4, ol tridngulo
eouildtero 2 y 21 isébsceles 3 . Las 17 posiciones del tipo
Moul ton tienen {ndice 2 (no son vosibles mes que Indices entre
2 y 4. Véase [4]).

Por otra parte, del trisngulo eguildterc se deducen por
simetria 8 n.e,r., del cuadrede se obtienen 6 y del iadsceles
se llegr & 24 . El n? de v.e.r, de Indice oar menos el n? de

1as de fndice imvar vele 2 ¥ concuerdz con el valor que se ob-
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‘tiene via homologia segin el teorema de Morse (cf. [GJ y [4] )

Las 96 posiciones asimétricas deben repartirse en 48 de {ndice
2 y 48 de {ndice 3. (Vn es funciédn de Norse excepto para un
conjunto de masas de medida de Lebesgue nula, [5]).

En el problema de 3 cuerpos las p.e.r. de Lagrange tienen
indice 2 y las de Euler 1 , El indice de la funcién (3) para Li
vale 2 en los mAximos y 1 en los ountos de silla. Se obtiene el
indice de Vn en Li gracias 21 siguiente

Lema.- El1 indice de un punto critico de Vn es la sume de
los indices en dicho punto de U y del potencial normalizado
correspondiente al problema de 3 cuerpos que se obtiene exclu-
yendo m4 °

Demostracibn.- Sean_(—l,o), (1,0), (x,y), (z,t) las coor-
denadas de m, ,m,,my ¥ m{respe_ctivamen—te. Vn = (A% m4B)\/m;5
donde A y C son funcién de ml,mz,m3,x,y s By D son funcién de
ml,mz,ms,x,y,z,t °

Si m4 ea suficientemente pequefio m I)/C «l ===»

v, = (A-!»m B)VC (14m D/2C) + o(m ) = AvC & m, Ve (B+ 35 D) + O(m }=
AVC es el potencial nomﬂlizado correspondien'te al problema de

3 cuervoos con My oMyyMy o B es el uotenciﬁl creado por m, , m?,

en el punto (z,t) . %rivialmente C = zm r /2 -

Para que sea U= B ¢ ED basta probar que (.uz = -é% que
se obtiene integrando la relacidn que iguala para ml,mz,m3 la
fuerza de atraccién con la centrifuga (cf. [1] v.242).

si £ = fl(x,y) + Ef2(x,y,z,t) ]EOIVEe(o,EOI el indice
de un punto critico de f es la suma de los {ndices corresvon-
dientes a fl y a f2 considerando f como funcién de z,t,
sl éstos son no degenerados. En efecto, sea /_'lk = l(aij)l 1<i,j<k
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siendo aij las componentes de sz . E1 indice es el nimero de
cocientes negativos en ﬂk/dk—l , k=1+4, ﬂ°=1, si todos los ﬂk

son no nulos.

Pera k=1,2 se tiene el Indice de £, . ﬂ3= Enzf2 + 0(52) y
2,02, o2 2 3 5
8, = ¢ (Bzfz DLE, - (I)thfz) T & OLE’) . ‘15
by
La no degeneracién en el caso de f2 asegura que 3 Eﬁ‘ VEE(O,QQ

A;‘Ak> o , k=3,4, lo nue prueba el Lema.

Los indices obtenidos son: Lo indice 4; L. indice 3; L
i{ndice 4 ; L7 indice 3 . Para Lol
12 puntos de Moulton permanecen con {ndice 2 . En resumen, en
el caso 341 : 5i Lo y Ll
2, 18 de fndice 3 y 8 de indice 4 , manteniéndose 12-18+ 8= 2,

St L,y L

A
se tiene indice 3. Los

4

no se fusionan, hay 12 puntos de fndice

1 desavparecen, se llega = 12, 16 y 6 respectivamente.
Sabemos que el nimero de nuntos de indice 2n-4-1, Ei&;ﬂ, en el
problema de n cuerpos viene acotado inferiormente por ﬁi(n),
cuya expresién es Fi(n) = [2](n-l-—1) (n-2)! (segin E]).

Estas cotas coinciden exactamente con los valores que se
tienen en el nroblema de 3 cuervos. En el de 4 se =lcanzen les
cotas vpara m4 infinitesimal (o suficientemente vequefia) y m, M, ,m
fuera de la regién AEF y sus simétricas. En total el caso 341
presenta 38 p.e.r. en AEF y 34 en ABC - AEF .

A la vista de los indices de L

3

g0 de los Indices en el caso
b =m_= -
de masas iguales y del §1 se observa que si m, m? m3 y m4 evo
luciona desde m4; o hasta alcanzar el valor de las otras masas,
se producen cambios de los Indices. Estos corresponden 2 valores

de las masas nara los oue las p.e.,r. son puntos criticos degene-
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rados.

Analicenos el caso de Lo . BEvoluciona 2z tridngulo equilé-
teroc con m, en el centro. Es lz finica p.e.r. que admite wvalo-
res distintos de las masas (véase [3]). El Hessiano contiene o
(aparte de factores no nulos) un polinomio de grado 8 en M= A
que tiene ceros dobles en p=o0yen == H ¥ no
tiene més ceros en [0,1] . Para p = p,= .T7048695... se vro-
duce una variacién del Indice de 4 a 2 .

En el caso de Llo se tiene la transicién de Indice 3 2 2
para m =~ .9920... . Comc en este caso hay un cambio de_paridad
del indice y hay 6 v.e.r., del tivo Llo (en realidad 3 de L10 ¥y
3 de Lll)’

de 12 puntos de indice 3 . Estos parecen corresponder a los 12

la transicién debe ir acompafiada de la desaparicién

casos de triéngulo isbsceles que no se obtienen por evolucién
a nartir de m42 o , esto es, los gue son asimétricos pera
m, # 1 . Se suglere el esquema de la fig., 6 .
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U(A,) < Ua,) <T(A,) U(L.) <« U(L ) <U(L.) <U(L,)
L, (0,1.611394849) 3 1) < UL, . .

ml(— 2,0)

mz(o,o)

m3( 2,0) - == |
A, (.6995640604,
AQ( 2.485734865,0)

Equildétero Isésceles Equilétero

],? ® myzo

m,t ’

b ¢ —

Isbéscele

Cuadrado

fig.?2
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