SEMISISTEMAS EN ESPACIOS DE HILBERT

por
F. CASTILLO

Y
E. LLORENS

La teorfa de sistemas dindmicos discretos ha resultade fitil
para el estudio axiomdticeo, asi como para demostrar la conver-
gencia en algunos casos, de los algoritmos de optimizacién de
funciones e incluso de funcicnales si se pide a estos condicip

nes fuertes de regularidad.

En el presente trabajo se define un semisistema dindmico dis

crete sin unicidad sobre un espacic de Hilbert en el gue se gu=-
ponen ambas topologias, la fuerte deducida de la norma y la dé&-
bil. Con ello se aborda el estudio de algoritmos de optimizacién
de funcionales cuando sus extremos se alcanzan en puntos gue

son limite d&bil de la sucesibn definida por el algoritmo.
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.t PRAEL TMINARES

Sea H un espacio real de Hilbert, separeble, cuyp pro—
ducto interno denotaramos par (./.).La norma y distancia induci
das se simbolizarin respectivamente con 1 | y d[;,.}.

La topologis débil de H, g{HH), serd desigrada por &,
y los conceptos a ella relativos, se distinguirén con los prafi-
Jos 'g¢'- o "debil®" indistintamente.

En lo gue sigue FtH} gs el conjunto de las partes no
uaci&s r-compactes de H.

En F(H} se oefine, dados A,B ¢F{H):

P[A.B}: sup {d{x,B}]
REA

1.1,- Teorema

(A,8) =0 &= AcH

m

B {P\,u"‘} <& & A S(E,a}
En general g (A,2) £ 8 {3,3]
g(A,c}¢8 (A6} g(C,B)

para cualesguiera A,B8,0 eF(H].

Ln demostracidn es trivial,

l.2.- Tearema

sea A eF{H). S5 {A,r)=(8 eF(H) :g(BA )} <}

51 9g dufine §5 = {8 B[A.r]; A eF{H) r >0}
dicha familia constituye uma base de una topalogia sobre F(H),
que satisface el porimer axiom de numersbilided, anra la cual di
che esnacio tonolAgice es no Tl'

La comprobacidn es inmadiata.
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1,3.— Tagrema

See {An tcF{H) tal que A —B.y A eF(a).
Sea ¥ €A 2are n= 1,2,...
n n
Existe entances upa suibsucesitn (yn i de {yn} due
o]
- canvertdge &8 un punto ¥y efn.
La demostracifin es'entsrarente an&laga a la del teorema

0.a de (3],

. .
g.4.—  Propasicifin

Sean {xn } {yn} sucesiones en H tales que

x S x Yn—c)y

n
verificando «ara cada n= 1,2, .... ;{xn - ynu P
fntonces se tione cue HHy — x Hse,

gsycba:

Como consecuencia de la desigualded de Cauchy-Schwartz
ss verifica pera cada entern pesitivo 1:

yy/a) - (xg/alkl(yi~x /ol it yi-x illali celell ¥ a ¢ H.

Por tanto,

1im I{(yi/a)—(xifa]JI$sxla£? = y/a)-{x/alle etlant

lo cual se cumnle nara cada vector a € H. Tomando
Yy - %

fly - xit

e

nuedari: %
[ {y-x/a)f =|{yx / L= }f= iy - xBeclaf _ ¢ -
y-—-xi

1.5 Pranosiciin

sean 8 € F(H), 8[B,e] < fxeH : o{x,3) ce}

intoncss 3 [B, e]eF(}.

fruche

iea _{_xn } C_;:[B, g] .

Comn S E};] es acotads, 2l sor H reflexivo; os débil-
rente relativenente secuencialmzrnte compachko, 2or le cue la su—

cesifn dada admite una subsucosibn {#An 1 débilmente convernente
o
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a un punto xe H.
Como para cada n, Xn 't S[ B s] se tlene que
{s] 1

£ E
n_*
a]

d[xnp,a]c a
Al ser B débilmente campacto y el conjunto {x,} ce-
P
rrade convexa {-ara ceda p), puede afirmerse, como consecuencia
del enunciedo 26.72.4. de {2 } Gue axiste Yn £ B, tel gue
[x]

of @ » = - ' B & .
{ L= nn } l{ ynp np H o np E
i.a sucesitn | Yn } est& contenida en B, d&bilmoente

compacto, sur 1o que admite gna subsucasidn, [puade suponerse ella

misma} gue converge dfbllmente a un puntoc yeB, Com %n ﬁf—y x

se verifican las hip@tesis de la propisicién anterior, por lo que
By -xt s«

y de aqul que xt& 5 @, a] probéndoss asi que S[B,e] as débilmente

secuencialmenta campacto,

Al ser H, chviaments un escacip de Frechet, se sigue

la conclusién del teorema como consecuencla de (2 )} 24.3.9,
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2.— @ = l5I5TIRAS DIWA IICUS BTSCAETRS

2.1.— DEFTINICIDH

Se dengminge Y-gemisistema dinémico discrits sin
unicidad sobre H, & la terna [H,I*,r ), donde

TiHxIt —————% F(H) verifica:

2.1.1.- «(x,0)={ x)

2.0.2.~  n ( w(x,k),h)= 1 (xk#h)  Wkohe T' Vxe H

2.1.3.~ 7 :H —_— F{H), = k[><]= n[x,k], es

-8 = continua para cada K entern ng negativo.

En lo oue sigue se supone deda un g -semlisistema diné

mico discreto [H,I+,ﬁ ) sobre H,

2.2,— Definicidn

La aplicacién y : J ——3 H @3 una solucitn del

0 -gemidistema dindmico discreto, a través.de x¢H si verifica:
2.2.1.- f+C J
2.2.2.,~ x(B)= x

2,2,3.~ x(3)e s{x (x},ik) Wi,k eI¥ j> k.

2.3.— Teorema

- + . +

Jea ye n(x,k) .k eI . £ntances existe en I una so0-—
luciGn X nor x tal que x (k)= y.

£s su prueha idéntica a la del Teorema 1.1.1 de (3).

2,4,~ nefinicién

Los conjuntos T +[x]= | ) % [I+:} T {x})=L__Jx {ITnJ)

x (0)=x {0 ])=x

son llamagos semiconos de trayectorias , positivo y negativo res

nectivamente, a través de x eH,
<1 cono de trayectorias a trovls ds x,serd
K

TEO= T {x} U T {x).

2.5,— Definicibn

3i {x )= T(x), = esllamndn unto critico.
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2.6.— Definicifn

Un conjunto M ¢ H se dice:

2.6.1,- Positivemente invariante, si T4'[l.’.]l= i,

2.6,2,~ Hegativemente invariante, si T'&[H-M]d-{-l.!.

2.6.3,= 0&bilmente positivemente invariante si para todo
nunto y€ 1, existe una solucifn %X a través de y, tal cuey [Ié]c;u.

2.5.4,~ DEbilmente nagativamante inyariante =i nara todo

punto ye li,existe una solucidn y , tal agye )([J{'\ I-] <o,

2,7.= Tegrema
Condicidn necesaria y suficisnte nara que el conjunto HCH
sea débilrente positivamente invariente es cue para tods x £l

(1) 0 K £ ¢

Priieha

jea xge i, arbitrario, v [xg,l}n M A4 , oorlo ue existe
x € "(x,,1}, con X, en li, de dondz n[xl,l](\ t: 4 ,oor lo cue
existe x,, en i, x2£ w[xg,z]. Reiterando el razonamiento construi
mos una sucesinn{ x } con X €T (xi_l,l), contenida en 7,

1
+
X 1T -——F H, X {i}:xi

es, obviaiente, la soluckdn buscnda.Zl resin de la prueba es triwvial

2.8,= Definieisn

5e llame conjunto norma-~limite positivo de la trayectaria
recorrido de la solucibn y, al

L+[ x )= { ytH : exista una sucesin {klllcfk +oo x(kn] + y}
n

2,3.— Definicidn

Se llama conjunte o =limite cositive de le frayectarin
recorrido de la soluecifin y , al

+ _ . & o
= H i N = e
LCF ()= {yeH 1 existe una 51.108516n{kn}CI Kr-:o x( n}+ v}

2.10.- Ohservaciéin

4 4
Se tendrd mque t (x) Lg (.
En edelante se emplasrd indistintamente el simbola ‘y*,
nare hacer referencia a una snlucidn 3 a su correstandiente reco

rrido 2 trayectoria,
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2,11, Jefiniciin

. . . + H -
je censidira la anlieacifn 3 tH —3 2 dofinida come sigue:

. 4 si existe uni: spluci’n yoor x, fal cue L {x)=¢
o (=)= { \ J L+{ x] en casa cantrario
X{Q]:x

+ . . .
Para cade elemento x €M, A (x) se depomina conjusto darma-limite »g
sitivo cde x,

2.12.- Definicidn

H
Se considera la aplicacién l+:H — 2 definida como sigue:
o

3
+ 4 si axiste una solucidn y 2bdr x,tal aus L (yx}=¢
a

A {x)= + .
o ;
;Tﬁﬁli L(I(x] en caso contraria

+ . .
Fara cada elemento x o2 H,Ao {x) se demomine conjunto o-limite

nasitivd da x,

2.13,- Observacifn

e tiene nue A+(x} c RG*[x) nare cada x € H.

2,13,.~ Tenremg

L+ (¥} es morma—cerrado y débilmente positivamente invariante.
Fruebpa

Je encuenira en {4 ) Th.3.3.

2.14 Teorema

§i X es solucidn por xeH tal cue T'(x)€ F(F), entonces L, (%) e F(H).

Prueba

Li(xX) £4 ocorque {x{i)} es una sucesiGn en T'(x}, gue admitiré
alguna subsucesidn convergente. Sea iyni una sucesiﬁn_en L;{x], Y, v,

Existen sucesiones de enteros no negativos, {k: } tales gue

[
a la ¢ébil de H puece definirse por una métrica d"(.,.). Podemos entonces

X(k:] — Y, n=1,2,... . Cemo T*[x) es acotada, su topalogia relativa

) n
suporer gue las sucesicres [X[K;)} verifican: df[X[kp],yp}]é-_ ¥
n r—1 ] )
k. <k . Es facil ver ahors cue (k") Dy, por 1o oue LE(X) es gébil-
- n

mente secuencialmente cerrado. La conclueibn se sigue ahora de (2],24.1.?,
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2.15, .. pDafinicidn..

Sea V¢ H,

Gea & !V e—e——3 R

¢ &5 una funcidn de Liaounov nara el ¢ -semisisto-
ma dinfimico discreto dado, si v =8lo si

2,15.1.- ¢ es débilmente secugnuialmente cuntinﬁa.

2.15.2.- ¢(x)z ¢(x (1)) pata toda salucidn y tal
qus x(1)€ v, X(D)=xEV.

2.16,- Teorema

Sea ¢ wuna furcidn de Liapunov pera el o -semisis-
tema dindmico discreto dado, dsfinida en un conjunto ¥ C H, débil
mente secuencialmunte cerrada.

Entences, si x es5 cualquier solucidn de trayecto-—
ria contenida en V, y tal use H: (x) #¢ ,se verifica que ¢
estd definida y es constants sohre Lz x ],

Prusba

Goan  y,z elamentos de LZ % ). tales aue & [v)c¢o(z).

Pueden mncontrarse dos sucesiones { kﬁ} {hn} ,con
le > ha*+“ tales (ue x[kn}-ﬂga z x(hn] — 3 vy,

Ambas sucesiones nuzden ser tomadas de wodo yue
hﬂ( kn n=1,2,... ,nor lo que para cada n se tiena

o{x (k) ¢ olx (n))
de donde lim ¢ { x{kn]] £ lim & x(pn)). 'De 2.15.1
se obticne gue (z) g ¢(y), 1o cual es contradictorio.

Al estar la trayectoric de y contenida en V y &ste
ser débimente cecuencialmente cerrado, se tendrd tue si x aL:[x}
25 un punto de acumulacidn déhil d= W, y por lo tanto, xe V, 1o

yuwe completa 1w demostracibn,
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2.17.— Tearema

L:[x} =5 débilmente pnsitivasente invariante, para cada
solucidn yx

Prueba

Sea ye L:[x).

Por definicidn existe una sucesién {kgt: rt Pk,
tal que X% (kn) 2 Yo

Entonces, x[kn+].je % [kn}. 1).

Samo " (x)= n{x,1) es o= B-continua, y ‘x[kn)g- y, se
tendrd que T x(kn),l) I-Jia} fMy,l) , ¥y como consecuencia del
teorema 1.3, existe una subsucesibn {k:4 1} def kn+ 1} tal nue

w(khe 1) 2=y zenly,l).

Como k:+ 1 w3 & =, z¢ L:F[x}. .

Luego, para toda y EL:[ v, se cumple que T(y,1]N Lc(x];ég

io que en virtud de 2.7 completa la demostracién.

2.13,= " Definicisn

Sea Me F{H).

2.18.1.- Se dice que M es norma—sstable si dado cualquier
norma—-antorno U de i, existe un norma entorno V de M, positivemente
invariante, contenido en U,

2.18,2,- 3e dice que es O-esgtable si dedo cualquier

=cntorno U de ., existe un T-entormo V de i, positivamente invatiaon

te, contenktdo en U,

2,19.~ Definicibn

Gem #e F(H).

2.19,1.- 52 dice nAue M es norma—atractor débil cuando
existe un norme-entorno U de M, tal que para todo x €¥,se verifica:

i) ;\G[x},i. ¢ ii)lc[x]cm

2.,159.2,~ 5e diece rue 4 es O -—atractor débil cuando exis—
te un o=entormoc Y de i, tal Gue para todo x €U se verifica:

i) Acix}ﬁ & ii) RJx)C[J
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2,0,~ Definicidn

Sea MeF(H),
2.20,1.- Se dice que W es norma asintGticaments estable
sl 85 norma-estable y norma—atractor débil.
- 2.20.2,- Se dice que M es g-Bsint6ticamente estable si
es U —gstable y C-atractor débil,
2.20.3.= Je dice que M es globalmente asintOticamente
estable (en norma), si es norme-asintfticamente estable y Wxe¢ H
se varifica
i) )\c[x);é 4 ii) Ac(x] M
‘2.20,4,- 58 dice gue M es o—globalments asintHticamen—
te estaeble sl es c-egtable, v ¥x H so verifica:
1} 2 (x)£ ¢ 11} A (x) <wm,
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2.21 Jeoraema

Sean MeF{H), v Va H.
51 ¢ 1V ———3 R es una funcidn de Liapunov para
gl g=-semisistema dinamico dado, verificando:
1) V es positivamente invarisnts,
2) o{x)=0 ®Uxerd., o(x}>0 Wxev-M,
3} 51 % V-ki,nara tada solucion ¥ por x, o ) <&(x}.
4) Para toda aorma—entarno U, de M, UcV, existe B €A,
820, tal ous ¥ {x} 28 xeyay,
entonces M es norme—asintbticamente esteble,
Prueba

a) # es norma-astable

Sga U un norma—entornoc de ¥, Tomameos o> g, tal QI:JB
smelcu, s M,e) & (1) por 1.5,

Sea m= inf {$#(x) }., Por {4}, m> 0.
xev-5{ 1, a]

Tomando K={ x eSp) 1 %(x) £ @/2} se ve que es dbbil
mente compactso, entorno de d, y positivamente inveriants, pues

si xeK ¥y 'y es upa solucidén por x, 2l ser V nositivacente invarian

te osté definido & {x{1)}, v por {3} se tienc gque ®{x{1}} <¥{x)ém/2

de dande x {1}eK.

b M es norma-sfractor débil

jea xeK,51 ¥ es cualguier solucifn cony {D}=x,entonces
{di}} es una suczsidn de slementos de K y al ser éste débilmente
comoacto admite una subsucesidn débilmente convergente a un surto
ye i{,00r la que para dicha solucién L:( x} £ ¢ , ¥y por tanto

¥xe K, & :{x) £ .

o1 ythx}—h-: , Bxiste una solucibn x nor x, tal que
yeL:{ x)=t. Cawo L:(x) es débilments positivasente invariante,exis
te una solucién ¢ ,por y, tal cue ¢{1} e[t’[x}.-;’nt ncos por (3],
se cumpleogue ¢{ ¢{1)} < ¢{y), lo cual es absurdo nues ¢e§
constante sobre L;(X).

B3 tanto l;(x)cm, W K, lo yque eamnleta la orueba.
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2,282, TEQAE Ma

81 meF(H), ¥y VcH, sea @:V——>A una funcibn
de Liapunov para el ¢-semidistema dindmico distrato dado, verifi —
candao:

2.22.1.: V 25 norme entorno de M-;

2[22.2,; V 23 positivaments invariante.
S2.22.3.:  VEF(H)]

2.22.4.; Pera cads sclucifin X por x € V-M,

X (1)) < §x). '

Entonces ¥ es norms qtractor débil.
Demostracibn:

S1 x€Vy X @es una sclucién por x, entonces (X(i)}ilI*
es una sucesifn en V, ¥ podsemas puponsr, por 2.22.3 gue

A1) G yev.

Por lo tanto L:_(X) £% , vy como X es erbitrarie 2+[x)ﬁ¢.

Los restantes datalles spgn idénticos a los de la demostra-

cidn del teorems anterior , y por tanto se omitan.

5.23.1 +  GOROLARID

Con igusles hipétesis y notecicnes que en el teorsma ante
- ] =
rior, supcngamos que @ tiene un dnico minimo en x € V.
. a P
Entonces, si {x '} = ¥ wverifica 2.22.4., ss norma strac-

tor déhil.
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3.-= O —SEUTSISTE DINALIGO DI3SHETO BEMNERADG PUR UMA

APLICACION DE H EN F{H}] o0—B COWNTIMUA

Ssea f{.,1):H -—3 F{i4] uma splicacidn -8 -—contirua,
' + f{x,0}= {x}
Definimos i HxI :——=3) F(H) { £l x k)=

y:;(;jﬁia)f(y'l}

3,1.— Tsorema

f esti bien defimida .
"rueba
.Basta probar que si K 25 un conjunto débilmente compactao con-

tenido en H,MzL‘) fly,l) , también lo es.
yeK

Sea &n}cm. Por construccidn uwede abtenerse otra sucesifn
corresiondiente, erCK, tal gque x gF(yn,l}.

Al ser K débilm:nte secucencirlmante coﬁoacto, existe ‘en K una
subsucesidn de yn,{ y:} t6bilumente convergente s un puntn ved,

Por ser f o-B-continua, F{y:,l) £y f(y,1), y came
x: Ef(y:,lj; nor el teoresa 1.3 xiste una susucedén {x;l que
norma-convarge, y 2or tanto es &ébilnente canvergente, a un punto
x €f{y,1}; como ¥ K, xszgzg fiy,1], con lo cual se prueba que i s
nébilaente secuencialmente comsacta, y de aqui  (Ofr. (2) 24.3.2.),

que es débilaente compacto,

3.2.,=- Teorema

, : "
Fix,kdhl=s F{f{x,k),h), ¥ed, ¥ hkel
Prueba

Es idéntdca a la del teorema ¥I.2.2. de {3].

3.3.~ Teorema

Fk:H > F(H) , F {x}= F(x,k}) es o-8 —secuancinl.ente
<

+ ot
continua oara cada lk € 1,
Prugba
@ horé vwor invluccion sobre kK.

21 teorema es ciertn,or definicidn,=arn ks=l, usongéuoslo

cierto nara k-1,



Sea {xn} una sucesifn dfbilmente convergente a  xeH.
Sucongamos que en tal caso f‘{xn,k) —%‘-—-} F{x,k]}.

E€lle quiere dacir gue existe o> (0, y una sucesibn (xni}
de forma que 8 (F(xni,k), f(x,x}} »¢ ., Tomendo zn;e f{xni,k}
da modo gque d(zni,f‘(x,k]} z p, nuede cbtenerse una sucesidn
fyni} con yniaf(xni,k—lz’, de susrte que zni ef‘(yni,l).

Como Xng —3 . % , nor hipftesis de induccibn debers
cunplirse que f‘(xni,k-L] £y f{x,e=1}, y nor el teorema 1.3
existe una subsucesifn {yf:i} de {yni} tal que norma~converge a
un sunto  y ef{x,k=1), de donde

Flyd, 1) -5 f(v,1)

y como Z’:‘i sf‘(y,!,i,l} anlicando muevanente al teorema 1.3 se tiene
que existe z £f{y,1} que &s el norma-limite de una subsucesién{z;{}
.
ad zni}. .
Camo ye F{x,k-1), F{y,1)C f(f{x,k-1},1} = F{x,k}, lue=
-
go z¢£ f{x,k}, con 1o que d{z,z,, )2 ¢ 1o que contradice al he-
i

chn de que {2;1;_} narma—-converge & 2.

3,4.~ Lorclarig

£n las condiciones del teorena anterior, Fk es continua
4
para cada Kel .

3.5.— Corolario

(1,I*%,f) constituye un ¢.—semisistema dinémico discreto

sanre M,
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3.6.- Ejemolo

Sea B= {\f‘ sV AV seeasV ., un conjunta finito de

J}
vactores de KB, B £ {0f .

Definimos f{., 1}:H —=3 F{H) , de modo que

F{x,1)= {(x/vgdvg 4 1= 1,000, 48

Ses %, &M una sucesifén débilmente convergente a x&H.
Por definicibn sc tiene entonces que dade £Y0, existe n{¢}¢ ol , tal
que pare todo vector weH, I{xnfw)-(xfw}[( £/max  jlvgi , nrn(f).

Entonces, para tado o) n(f},

3[ f(xrul)rf{x-l}}’: max {d{y, *’{x-l})} =

YE f(xnle
= max i min Hy - [xfui)vﬁlﬁ £ max {y = (%Fvy)wgli {i=1...3}
y€ F{x,,1) yefF(x_,1}

= MOfvplv = (P vpll = Hlxe=x/vpdl vl ¢ fvpll ¢ €

max vy}

Lusgo, f{.,l} as s«-p—continua Y como consecuencla,
{H,I+,f] un c-semisistema dindmice discreto sobres H.
En particular, si B es ortonormal, y k¢ I+. k>0,
for v elx,1)= fx,k), si j>1.
451 B fuera ortogonal y se tuviera ademé&s que vt .= A<y,
es facil ver que, para J>1, f{x,k}= {0} U {li(k-l)(vai]vi» i1,..5}
por lo gue si¥; s una solucidn por x tal que ¥X(kj}= lf(kﬂl)’

(k»0},antances L‘{xi}= io}.

3.7,~ E jemnlo

o<
Sea H= l; s ¥ {Bn} su hase artenorwal candnica,
y F(H), Fix,1)=5[g,2].

_ +
=ste anlicacidn es, trivialmente ¢-pg-continua, oor lo que (1,1 ,7)

Definimos f{.,1}: H

<5 un f-semisistema dingmico discreio sabre M.
o . +
3i xeH, ouede definirse x{0)=x , x(K]zek kel .
X es una solucidn del sewisistema tgue verifica :

F-e . G- o

-y



8IBLIOGRAFIA-

{1}

{2

(3}

{a)

Del Jastillo, F.: *"Semisistemas dinfwicos discretas"

Public. Fac. Clencias U.Compl., -adrid, =171,

"KBtha,G.: "Topological Vector Spaces I

Sorinmger-verleg, 1.969.

Rodriguez, 3.: "Aplicaciones de la Taoria de Semisistenas
Dindmicas Discretos a ciertos Algoritmos de iiinimizacitn®

Public.Oto,Anflieis Mat. U.Santisgo de Uompostela

Szego-Treccani,: "An abstract formudation of minimization

slgarithms®

38





