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Forord

Under arbetets gang har gruppen, regelbundet pa veckobasis, fort en dagbok som kortfattat sam-
manfattat arbetsprocessen. Samtliga i gruppen har bidragit med att skriva i denna dagbok. Ut&ver
dagboken har varje gruppmedlem individuellt fért en tidslogg som innehaller savél aktivtet som
den tid det tagit. Detta projekt har i mangt och mycket varit en litteraturstudie med malet att
replikera ett resultat i boken Geometric Multivector Analysis [4] av var handledare Andreas Rosén.
For att uppna detta mal har varje gruppmedlem enskilt skrivit tre delrapporter, vardera med olika
bitar av det innehall som utgér huvudrapporten. Varje gruppmedlem har saledes redogjort for de
resultat som rapporten innehaller.

Vi betecknar nedan gruppmedlemmarnas bidrag till savéil huvudrapporten som arbetsprocessen.
Vi anger vilka som varit huvudforfattare for respektive avsnitt, men samtliga i gruppen har vigt
in i hela texten i sig.

Rickard Cullman: Inledning, avsnitt 3, 5.1 och 6.2.
Definitionen av Cliffordprodukten ar en egen konstruktion baserad pa rakneregler bevisade i
[4]. Bevisen for lemma 3.1, sats 3.2 och sats 3.4 4r &ven de Rickards skapelser.

Albin Nydén: Avsnitt 4 och 7. Figurer 5 och 6 med TikZ, och figurer 7, 8 och 9 med MAT-
LAB.

Albin har samlat in stjarnkoordinater for projektets dataméngd och har utfért programme-
ringen i MATLAB.

Hanna Persson: Avsnitt 5.2, 6.1 och slutsats. Figur 3.
Hanna har samlat in stjdrnkoordinater for projektets dataméngd.

Peter Ryberg: Populdrvetenskaplig presentation, sammanfattning, avsnitt 2.1, 2.2 och 6.2.
Figurer 1, 2 och 4 med TikZ.
Peter har tagit ansvar for en storre del av planeringsrapporten och fért en moteslogg.

Vi vill avslutningsvis tacka var handledare Andreas Rosén for all hjélp, vigledning och for att ha
introducerat Cliffordalgebran till oss.



Popularvetenskaplig presentation

"Vi ligger alla i rdnnstenen, men somliga av oss tittar pa stjirnorna” skrev forfattaren Oscar
Wilde i sin pjas Solfjadern. Wilde menade det forstés inte i bokstavlig bemérkelse, men ponera
nu att vi i sjalva verket ligger i rénnstenen en stjarnklar natt och blickar upp mot stjarnorna;
kanske kdnner vi igen ett par stjarnbilder som exempelvis Karlavagnen och Orions bélte. Lat oss
nu vidare anta att vi dessutom ser ett rymdskepp som med en hastighet néra ljusets fardas bort
ifran jorden mot polstjarnan. Passagerarna ombord detta skepp ser ocksa stjdrnorna, men deras
bild av stjarnhimmelen kommer skilja sig at fran var, dar vi ligger i rdnnstenen, och stjarnbilder
som Karlavagnen och Orions bélte kommer for dem inte se ut som de gor for oss. Albert Einsteins
(1879-1955) relativitetsteori, som beskriver savil rum som tid som relativa begrepp, talar om for
oss varfor sa ar fallet, och vi stéller oss foljaktligen fragande: Hur ser stjarnhimmelen ut fran
passagerarnas perspektiv? For att na svaret behover vi forst lite fysik och matematik.

Om det &r nagonting som Einsteins relativitetsteori lart oss dr det att saker och ting inte alltid
ar som de verkar. Sig att rymdskeppspassagerarna dter middag. For dem intréffar middagen pa
en och samma plats, vid middagsbordet ombord rymdskeppet, men for oss i rédnnstenen dter de
middag pa olika platser allteftersom tiden fortloper, da de ur vart perspektiv fiardas bort ifran
jorden. Beroende pa vem vi fragar tar middagen dessutom olika lang tid. Om vi tittar pa var
klocka skulle den ticka fortare i jamforelse med passagerarnas klocka ombord rymdskeppet. Kunde
passagerarna titta pa var klocka skulle de ocksa tycka att var klocka tickar fortare &n deras. Tiden
ar inte absolut. Med andra ord kommer varken vi eller passagerarna vara éverens om var middagen
dger rum eller nér, och ingen av oss har mer réitt 4n de andra, ty savil rum som tid dr relativa.

For att fa lite klarhet i relativitetsteorin vinder vi oss till Einsteins matematiklarare Hermann
Minkowski (1864-1909) som inférde en matematisk modell f6r detta &ndamél; han presenterade
denna modell under en foreldsning 1908 pé dramatiskt vis med uttalandet "rummet sjilvt och
tiden sjilvt dr domda att blekna bort till skuggor och endast en union av de tva kommer bevara
en sjdlvstindig verklighet” [2]. Den union Minkowski foreldste om &r sammanslagningen av det
tredimensionella rummet med en fjarde dimension: tiden. En sammanslagning som helt sonika gar
under namnet Minkowskirummet, eller rumtiden. I rumtiden kan vi matematiskt fa oss en bild 6ver
de mérkliga foreteelser som forekommer i enlighet med relativitetsteorin, sérskilt i exemplet med
var stjarnhimmel vilket hjélper oss att besvara var fraga.

Nér vi ligger i rénnstenen, eller star upp for den delen, befinner vi oss i vila, vilket i relativi-
tetsteorin ocksa innebér att vi firdas med en konstant hastighet. Vi ror oss trots allt inte ur flacken
och ingen acceleration dger rum. Allteftersom tiden gar “fardas” vi lings en linje i rumtiden. Vi
kallar den hér linjen for var vdrldslinje. Rymdskeppet vi observerar dker med en hastighet som vi-
da Overstiger hastigheter vi ar vana vid, néra ljusets hastighet. Passagerarna ombord rymdskeppet
férdas langs sin egna vérldslinje som i rumtiden skiljer sig at fran var. For att fa oss en bild 6ver
hur deras stjarnhimmel ser ut ur deras perspektiv behover vi alltsa befinna oss pa deras vérldslinje
i rumtiden. Vi byter vérldslinje med hjélp av en 6vergang — en sa kallad Lorentztransformation,
uppkallad efter Hendrik Lorentz (1853-1928), som var professor i matematisk fysik.

For att utfora de berdkningar som denna 6vergang innebér anvinder vi Cliffordalgebra, som
namngetts efter matematikern, tillika filosofen William Kingdon Clifford (1845-1879). Vi &mnar
lyfta fram Cliffordalgebran i ljuset och det finns anledningar till varfér detta matematiska verktyg ar
lampligt for vart &ndamal. Clifford har ndmligen bendmnts som en pionjir inom det filt som skulle
bli relativitetsteorin; att det finns en koppling mellan Cliffordalgebra och transformationer i rumtid
ar saledes inte langsokt. Men den kanske framsta anledningen till Cliffordalgebrans l&mplighet &r
att den besitter ett par egenskaper som gor berdkningar i rumtiden smidigare och Gverskadligare.
For att kunna uppskatta Cliffordalgebran behéver vi emellertid forst fa en inblick i vad den &r.

Algebra, som ordagrant betyder aterforenande, kan ses som ett samband mellan ting. En gren
pa det véldiga trad som utgér matematiken &r linjdr algebra och den forser oss séledes med linjdra
samband. For att vilja ett exempel tar vi ett tredimensionellt rum, inte ett vardagsrum eller
sovrum utan ett abstrakt rum med tre dimensioner. Om vi véljer ut tva punkter, som vardera
anges i koordinater, i rummet och drar en riktad linje fran den ena till den andra punkten far
vi en vektor. I linjér algebra studeras bland annat samband mellan vektorer i rummet; férenar vi
dessutom tva olika vektorer far vi en ny vektor, likt vi binder samman tva snérstumpar och far ett
snore. Cliffordalgebra later oss emellertid rdkna med mer &n bara vektorerna i rummet, den tillater



oss att anvanda ytorna som utgdr dess sidor och hela rummet i sig. Tillsammans med vektorerna
har vi alltsa ytor och volymer. Cliffordalgebra &r en geometrisk algebra som beskriver geometriska
samband mellan vektorer, ytor och volymer, i fallet med vart tredimensionella rum. Forenar vi
vektorer, ytor och volymer far vi en multivektor. Likheten med snéren for att beskriva vektorer
blir dessvérre haltande nér vi ska beskriva multivektorer, men vad vi &mnar fokusera pa ar hur vi
riknar med dem.

Hur raknar vi med multivektor i var geometriska algebra? Vi behover en sérskild matematisk
operation, ett rdknesitt. Ett exempel pa en matematisk operation ar multiplikation; multiplicerar
vi tva tal med varandra blir resultatet ett tal, vilket ndrmare bestdmt bendmns som en produkt.
Samma princip aterfinns i Cliffordalgebran. Vi definierar en operation som vi kallar Cliffordproduk-
ten, och tar vi Cliffordprodukten av tva multivektorer far vi en multivektor; denna operation ligger
till grund f6r Cliffordalgebran. Vad vi upptéacker nér vi tillimpar Cliffordprodukten &r att det finns
olika typer av multivektorer, och en sérskild typ som vi anvander i vara rakningar ar bivektorer. En
bivektor ar Cliffordprodukten av tva vektorer och kan betraktas som en riktad yta, likt en vektor
har en riktning har en bivektor det likaledes. Bivektorer dr anvindbara for att berdkna exempel-
vis rotationer av vektorer. Tag en vektor i det tredimensionella rummet och ség att vi vill rotera
den med en bestdmd vinkel runt en annan vektor. I sedvanlig linjar algebra behéver vi kdnna till
nio saker for hur var vektor forflyttas, i jamforelse med endast tre saker om vi i stéllet anvénder
bivektorer som tillhandahalls i Cliffordalgebran. Vi ska inte ga in pa detaljer kring dessa faktorer
hér, men kontentan &r att Cliffordalgebran ar ett effektivare matematiskt verktyg fér d&ndamalet
att utfora rotationer; att vi véljer att behandla rotationer beror pa att Lorentztransformationen ar
en rotation i rumtiden. Vi anvénder héar ett tredimensionellt rum som ett exempel for att forklara
Cliffordalgebra, men det vi beskrivit géller &ven i savél ldgre som hégre dimensioner, exempelvis
det fyrdimensionella Minkowskirummet vi utfér Lorentztransformationen i.

Nér vi utfor Lorentztransformationen kommer vi uppleva hur stjarnorna pa var stjarnhimmel
forflyttas. For att besvara fragan hur stjirnhimmelen ser ut nér évergangen utfors &r det centralt
att vi berdknar forflyttningen av stjarnorna. Nér vi blickar mot stjarnorna nas vi av deras ljus,
oavsett hur manga ljusar bort de ar, och d&ven om det inte adr s& i verkligheten kan vi i vara
berdkningar utgd fran att stjirnorna befinner sig pa samma avstand ifran oss. Med andra ord kan
vi betrakta stjarnhimmelen som en sfdr som omsluter oss pa jorden. Sfaren ar alltsa en himmelssfdr.
Vi asidosétter solen och rédknar inte med den som en stjdrna pa var himmelssfar. Att med hjélp
av Cliffordalgebra forflytta stjarnorna pa himmelssféren, i enlighet med Lorentztransformationen,
ar gorbart, men vi kan forenkla rakningarna. I stéallet for att forflytta stjarnorna pa himmelssfaren
avbildar vi dem forst pa ett plan, for att dar forflytta dem. Att avbilda punkter pa detta vis kallas
for stereografisk projektion. 1 korta ordalag gar det till pa foljande vis: vi delar var himmelssfar
i tva lika stora halvor med ett plan. For att stereografiskt projicera en stjdrna pa himmelssfaren
drar vi en linje ifran sfiarens nordpol via stjarnan, som befinner sig pa sfiren, till planet. Dér linjen
traffar planet ar stjarnans avbildning.

Sedermera beriknar vi hur stjirnornas avbildningar i planet forflyttas till f6ljd av Lorentz-
transformationen. Vad som hénder &r att Lorentztransformationen forskjuter dem bort ifran sfa-
ren ldngre ut pa planet. Nar forflyttningen &gt rum kan vi utan svarigheter dra en linje ifran den
forflyttade stjarnavbildningen pa planet till himmelssfarens nordpol. Dér linjen skdr himmelssfaren
ar den nya positionen for stjirnan. Vad som hénder med stjarnorna pa himmelssfiren ar att de
samlas i sfarens nordpol. Vad detta innebér dr att nér vi firdas med en hastighet néra ljusets i en
riktning mot polstjarnan kommer stjarnhimmelen koncentreras kring polstjarnan.

Ur rymdskeppspassagerarnas perspektiv kommer deras stjirnhimmel samlas i den punkt vars
riktning de fardas i, en ljuspunkt. Med andra ord har Karlavagnen och Orions béalte forskjutits
och minskat i storlek. Detta gar stick i stdv med hur det portrétteras i filmer som Star Wars.
Nar rymdskeppen i dessa filmer fardas i 6verljushastighet forsvinner stjarnorna férbi dem likt
utdragna ljusstreck, men det ar inte sa det egentligen ska ga till — det som sker ar det raka
motsatta. Vi far i stéllet att stjdrnorna fors samman. Detta besvarar den fraga vi stéllt om hur
rymdskeppspassagerarnas stjarnhimmel ser ut. I skrivandets stund &r det inte mojligt att praktiskt
erfara det fenomen vi har hérlett, men matematiken ar pa sa vis fantastisk i att den kan visa hur
det ter sig i teorin.



Sammanfattning

I denna uppsats anvéinds Cliffordalgebra for att visualisera hur himmelssfaren forédndras till
foljd av en Lorentztransformation i Minkowskirummet. Lorentztransformationen hérleds forst
genom ett fysikaliskt resonemang. Déarefter byggs Cliffordalgebran upp fér Minkowskirummet
och formler for savil vanliga euklidiska rotationer som Lorentztransformationen hérleds. Slut-
ligen visas hur Minkowskirummet kan kopplas till himmelssfaren med hjéalp av Cliffordalgebra
och stereografisk projektion. Slutresulatet &r MATLAB-plottar som visualiserar hur himmels-
sfaren forandras.

Abstract

In this paper Clifford algebra is used to help visualize how the celestial spehere changes under a
Lorentz transformation in Minkowski spacetime. First the Lorentz transformation is obtained
using physical reasoning. Then the Clifford algebra for Minkowski spacetime is defined and
formulas for Euclidean rotations as well as the Lorentz transformation are derived. Finally
it is shown how the Minkowski spacetime is connected to the celestial sphere using Clifford
algebra and stereographic projection. The main result is MATLAB plots visualizing how the
celestial sphere changes.
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1 Inledning
I R? tillhandahaller de komplexa talen ett smidigt sitt att utfora rotationer. Med identifikationen
(z,y) ~x +1y

kan vi utfora en rotation med ¢ radianer runt origo genom multiplikation med det komplexa talet
e'?. 1 denna uppsats underséker vi hur detta tillvigagangssitt kan generaliseras for att beskriva
rotationer och mer allmént; linjira isometrier i hogre dimensioner, i euklidiska savdl som icke-
euklidiska vektorrum, genom Cliffordalgebra.

Cliffordalgebran definierades férsta gangen i [1] for euklidiska rum under namnet geometrisk al-
gebra av William Kingdon Clifford (1845-1879), vars arbete byggde vidare pa4 Hermann Grassmans
(1809-1877) idéer om yttre algebra fran 1843. En nyckelfigur i Cliffordalgebrans historia var Marcel
Riesz (1886-1969), verksam i Lund under mitten av 1900-talet, som i [3] lade grunden till mycket
av den moderna teorin inom omradet. Modellering med hjéalp av Cliffordalgebra ar &nnu inte stan-
dard inom den matematiska fysiken, &ven om exempelvis David Hestenes ldnge har foresprakat
dess anvindning. Syftet med denna rapport ar att ge ett exempel pa en sddan anvindning.

Vi kommer hér att tillaimpa Cliffordalgebran for att studera Einsteins speciella relativitetsteori,
som ar 1905 revolutionerade den moderna fysiken genom sin beskrivning av tid och rum som
relativa begrepp, upplevelsen av vilka skiljer sig 4t mellan observatorer som forflyttar sig i olika
hastigheter relativt varandra. Det fyrdimensionella Minkowskirummet, eller rumtiden, utgér den
naturliga miljon for det matematiska studiet av denna teori.

Minkowskirummet &r ett vektorrum bestdende av alla vektorer (t,z,y,z), forsett med den
indefinita inre produkten

(t,x,y,2) - (', 2y, 2') = =t + 2’ +yy' + 22"

En sadan vektor tolkas som en hdindelse pa plats (z,y, z) i rummet vid tidpunkt ¢. Koordinaterna
for en héndelse skiljer sig at mellan observatorer som férdas i olika hastigheter, och relateras via
Lorentztransformationen som &ar en linjdr isometri av Minkowskirummet med avseende pa den inre
produkten ovan.

Isometrier av Minkowskirummet kan studeras genom att badda in det som ett delrum i ett storre
vektorrum bestéaende av multivektorer och definiera en associativ multiplikation, Cliffordprodukten,
pa detta vektorrum, som tillsammans med denna produkt utgor Cliffordalgebran. Isometrier kan
sedan beskrivas genom multiplikation med l&mpliga multivektorer, en beskrivning som dr avsevirt
enklare och mer genomskadlig &n den konventionella beskrivningen med hjéalp av matriser. Del-
rummet bestaende av vektorer (0,z,y, z) identifieras med R*® och ger upphov till en delalgebra till
Cliffordalgebran; detta later oss behandla rotationer &ven i det tredimensionella euklidiska rummet.

I denna text borjar vi med att hérleda Lorentztransformationen genom ett fysikaliskt reso-
nemang. Vi definierar sedan Cliffordprodukten for den Cliffordalgebra som motsvarar Minkowski-
rummet, och bevisar formler f6r euklidiska rotationer savil som Lorentztransformationen. Slutligen
beskriver vi hur Minkowskirummet kan visualiseras vid en specifik tidpunkt genom projektion pa
enhetssfiren och beskriver hur Lorentztransformationen foréindrar denna. Vi tillimpar dessa resul-
tat for att skapa ett datorprogram som simulerar hur var upplevelse av stjarnhimmelen féréndras
da vi fardas mot den i hastigheter jamfoérbara med ljusets.

2 Minkowskirummet

2.1 Lorentztransformationen

I det har avsnittet hérleder vi Lorentztransformationen; vi gor detta i en rumdimension x, men
det gar enkelt att utoka transformationen till fler dimensioner. Lat O vara en observator i vila med
position z vid tidpunkt ¢, och 14t en annan observator O’ firdas med en konstant hastighet v m/s
nara ljusets hastighet i z-led med position z’ vid tidpunkt #'. Figur 1 illustrerar situationen.

O och O’ har olika referensramar och befinner sig saledes i olika system; vi kan betrakta dessa
som koordinatsystem. I vart fall har O koordinater (z, ¢) och O" har koordinater (z', t’). Vi
kallar dessa system for inertialsystemn (vars namn kommer fran inertia eller troghet), eftersom att



O’ med hastighet v (2, t7)
-~

O (z, t)

Figur 1: Observatér O och observator O’

saval O som O’ fardas med konstant hastighet; att vara i vila ar alltsd detsamma som att fardas
med en konstant hastighet. Vi saknar accelerationer och darfér ar det foljaktligen den speciella
relativitetsteorin som vi anvander oss av. Accelerationer for oss in pa den allmdnna relativitetsteorin
och den dr bortom denna uppsats.

I klassisk bemirkelse, innan relativitetsteorin sade annorlunda, har vi féljande samband i (1)

mellan O och O'.
' =x — vt
V=t W

Tiden ar absolut i dessa ekvationer; vi kan tanka oss att O:s klocka synkroniseras med O’:s klocka.
Vi kan dessutom addera och subtrahera hastigheter i z-led. Relativitetsteorin visar emellertid att
sambanden i (1) inte forser oss med hela bilden. Lat oss ta ett exempel for att fortydliga varfor.
O star stilla och ser O’ firdas i en riktning med en hastighet v’ néra ljusets hastighet. Sig nu
att O’ observerar en annan observator O” som firdas i samma riktning med en hastighet v”' néra
ljusets hastighet. De klassiska reglerna, stipulerade av bland andra Isaac Newton, for att addera
hastigheter siger att O kan addera v’ och v”, men relativitetsteorin visar att detta inte ldngre
ar mojligt, ty det skulle innebéra en hastighet som &verstiger ljusets. Vi behdver saledes ett nytt
samband. Vi introducerar en konstant v som dr den sa kallade Lorentzfaktorn. Lorentzfaktorn &r
en hastighetsfunktion som forklarar hur exempelvis tiden fordndras fér O’ som fardas relativt O.
Med v far vi foljande ekvationer i (2):

(2)

x =y(z' 4 vt)

{x’ =v(z — vt)

Vi behover bestamma . Fysikens lagar géller och ljusets hastighet ¢ = 299792458 m/s ar kon-
stant i alla inertialsystem. Om vi betraktar en ljuspuls s& kommer den, oavsett vilken observators
perspektiv vi utgar fran, fardas i samma hastighet c¢. Var transformation maste saledes se till att
foljande ekvationer i (3) uppfylls.
T =ct
3
{x' =ct’ ®)

Dessa ekvationer utgor en sirskild héndelse i vara tva inertialsystem eftersom att endast ljuset kan
fardas med hastighet c. Och vi kan anvinda denna héndelse for att hérleda v. Om vi multiplicerar
z med z’ och anvander hogerleden i (2) och (3) far vi f6ljande likheter

xx' =72 (z' — vt')(z — vt) = (ct’ +vt')(ct —vt) = (Pt — v?tt)
—

At = y2(c* — o)t

CZ — ’)/2(82 _ U2)

ur vilket vi 16ser ut ~:



Med ett par rikningar far vi Lorentztransformationen (4) som ger oss en 6vergang ifran O:s iner-
tialsystem (z, ¢) till O’:s inertialsystem (z', t'):

o = T — vt
SVI-er
= t—c%:t (4)

Lat oss nu vidare undersoka samband mellan O och O’. Namnet till trots ar inte allt relativt i
relativitetsteorin. O och O’ m4 vara oense om var och nir saker och ting intraffar, men foljande
kvantitet ar nagot som de bada kan enas om:

:E2 _ C2t2 —_ (:C/)Q _ C2(]5/)2 (5)

Denna kvantitet forblir oférandrad efter att Lorentztransformationen har utférts, den ar invariant;
hade Einstein fatt sin vilja igenom hade hans teori uppkallats efter detta ord [2]. Lat oss med hjélp
av Lorentztransformationen visa att kvantiteten ar invariant:

vz
=2 (2 + 0?2 — 2uat — A* + — 2
c

—2uat) =x
I avsnitt 2.2 kommer vi visa hur denna kvantitet utgér den inre produkten i rumtiden, men innan vi
fortsdtter med den matematiska grunden d&mnar vi gora en omskrivning av var Lorentztransforma-
tion. Langre fram i rapporten kommer vi ndmligen utféra hyperboliska rotationer, och dessa har en
koppling till var nyss hirledda Lorentztransformation (vi visar detta i avsnitt 4). Vi introducerar
ddrmed hyperboliska funktioner med vilka vi, i stéllet for att rdkna v i m/s, &mnar rikna v i antal
procent av ¢ med vinkeln ¢, som i fysikalisk bemérkelse kallas rapiditet. Vi har

v = ctanh (¢)

dir 0 < v < ¢, 0 < ¢ < oo och tanh (¢) € [—1,1]. Lat oss rikna ett exempel for att demonstrera.
Lat ¢ = 1 radian vilket ger oss att tanh (1) ~ 0.76. Med vinkeln, eller rapiditet, ¢ = 1 firdas O’ i
en hastighet som motsvarar 76% av ljusets. Om vi i stéllet later ¢ bli odndligt stort far vi

lim tanh (¢) =1

p—00

vilket innebér att O firdas med ljusets hastighet. Detta &r inte fysikaliskt mojligt, och hadanefter
anger vi ¢ = 1 (alltsd 100% hastighet). Vi skriver om uttrycket for v och far

Y= 1 _ 1 _ 1 _ cosh (¢) — cosh (¢)
VISP VI b @) i Gk /leosh () — (b ()7

Vi har i hérledningen ovan anvént oss av tanh (¢) = (sinh (¢))(cosh (¢))~! och den hyperboliska
ettan (cosh (¢))? — (sinh (¢))? = 1. Vi gor en omskrivning av (4) med ¢ i stéllet for v och utokar
dessutom med tva rumdimensioner:

a2’ = (cosh (¢))x — (sinh (¢))t
L (6)
t' = —(sinh (¢))z + (cosh (¢))t

(6) ar en fyrdimensionell Lorentztransformation dér O’ firdas i x-led. Tiden utgor den fjéarde
dimensionen. Lat oss nu formellt introducera rumtiden.



2.2 Matematisk definition av Minkowskirummet

I detta avsnitt kombinerar vi rummet och tiden fér att fa rumtiden, eller Minkowskirummet som
vi bendmner med W. Minkowskirummet dr fyrdimensionellt dér tre dimensioner utgors av rum-
koordinaterna {z,y,z} och den fjirde dimensionen utgdrs av tiden ¢. Dess ortonormerade bas,
ON-bas, bestar av vektorerna {e1, ea, ez} for rumkoordinaterna, samt vektorn eg som spéanner upp
tidsaxeln.

I det euklidiska rummet har vi skaldrprodukten, men som det uppdagats haller inte denna
produkt i rumtiden eftersom att O och O’ &r oense om var, och dessutom nér, saker och ting
intraffar. Vi behover en alternativ inre produkt for W och den ges av kvantiteten i (5); denna
kvantitet &r densamma oberoende av hur inertialsystemen skiljer sig at. Minkowskirummets inre
produkt har samma egenskaper som skaldrprodukten men med ett undantag som beror eq.

Definition 2.1. Vi definierar Minkowskirummet W som ett tidsorienterat fyrdimensionellt vek-
torrum éver kroppen R med ON-bas {eq, e1,ea,e3} och inre produkt vy - ve for vektorer vy, vy € W;
den inre produkten definieras som

(teg + wey + yea + ze3) - (Heg + 'er +y'ea + 2'e3) = —tt' + xa’ +yy' + 22/
med eg-eg = —1 ochei-ep =ey-e9 =e3-e3 = 1.

Vi later origo i W beskriva “hér och nu” fér var observator O. Punkter i W kallar vi hdndelser.
ep pekar framéat i tiden; foljaktligen pekar —ey bakat i tiden. W kan givetvis ha fler eller farre
rumdimensioner, som i var hérledning av Lorentztransformationen exempelvis. Till skillnad fran
skaldarprodukten kan vi inte ldngre betrakta “langd” pa ett naturligt vis, eftersom att var inre
produkt kan ge upphov till negativa tal. Till f6ljd av detta finns det tre sorters vektorer i W:
ljuslika, tidslika och rumslika.

For en [juslik vektor v € W géller att v - v = 0. Alla ljuslika vektorer i W utgdr en dubbelkon
som vi kallar for ljuskonen och bendmner med W;. Se figur 2 fér hur W; ser ut i tredimensionell
rumtid. Den “6vre” konen kallar vi for den framtida ljuskonen Wi, . Den “undre” kallar vi for den
datida ljuskonen Wi_, och vi far att W, = W UW,_.

Wiy

W

Figur 2: Ljuskonen W i det tredimensionella Minkowskirummet

For en tidlik vektor v € W géller att v - v < 0. De tidslika vektorerna ryms i ljuskonen och kan
delas upp i framtida Wiy, som ryms i den framtida ljuskonen, och ddtida W;_, som ryms i den
datida ljuskonen. Vi har dessutom att eg € W;..

For en rumslik vektor v € W giller att v - v > 0. De rumslika vektorerna befinner sig utanfor
ljuskonen.

Givet dessa tre typer av vektor i W ska vi definiera en viktig egenskap hos Lorentztransforma-
tionen.

Definition 2.2. Vi har Minkowskirummet W . En linjir operator T: W — W dr en isometri om
T(v)-T(v) =v-v for alla vektorer v € W.

Definitionen for isometrier géller allmént for ett inre produktrum. Nér vi utfér Lorentztransforma-
tionen T som tar oss ifran O:s inertialsystem till O’:s forblir kvantiteten i ekvation (5) oférédndrad.
Detta innebér, givet var definition av den inre produkten i W, att T' &r en isometri; vi kan foljakt-
ligen betrakta en isometri som en form av basbyte. Att T" a&r en isometri ar centralt for det innebér
att T avbildar ljuslika vektorer som ljuslika och foljaktligen att ljuskonen avbildas pa ljuskonen i
W. Vi understker denna egenskap vidare i avsnitt 5.1.



3 Cliffordalgebran

For att kunna hantera transformationer pa ett effektivt sitt ska vi nu baddda in Minkowskirummet
i ett storre vektorrum och definiera en associativ multiplikation pé detta rum, vilket gér rummet
till en associativ algebra.

Vi borjar med att betrakta rummet AW av formella reella linjirkombinationer av element
i méngden FE bestdende av abstrakta objekt indexerade av potensméingden P({0,1,2,3}) till
{0,1,2,3},

E={e;:5C{0,1,2,3}}

dér vi gor tolkningen ey = 1. Vi skriver alltid element ur F genom att lista elementen i s i stigande
ordning, exempelvis €123 := €(1,2,.3y. Vi definierar nu, for s, C {0,1,2, 3}

A ={(z,y) e sxt:ax >y}

och sedan
e: P({0,1,2,3}) x P({0,1,2,3}) — {1, -1}
genom
(s, t) == (—1)"4“|
och
7:P({0,1,2,3}) — {1,-1}
genom

-1, 0€s
m(s) = {1, 0¢s.

Pa méngden RE = {aes : a € R, e, € E} definierar vi nu operationen A genom
aesAbey := (ab)e(s, t)T(sNt)esar

dér A innebédr symmetrisk méngddifferens som en operation pa méngder. Vi ska nu visa att denna
operation &r associativ. For detta behover vi foljande lemman.

Lemma 3.1. For alla s,t,u C {0,1,2,3} gdller att e(sAt,u) = e(s,u)e(t,u) och e(s,thu) =
e(s,t)e(s, u).

Bevis. Méangden A ., bestar av alla par (z,y) € (sUt) X u sddana att x > y, undantaget de par
for vilka z € s Nt. Varje sadant par hor till A, , N Ay, sa att

‘AsAt,u| = |As,u| + ‘At,u| (MOd 2)

eftersom varje sddant par riknas med en gang i varje term pa hogersidan, och vi far

€(8At,u) = (—l)lAsAt,u|
= (_1)\As,u\+|At,u\ _ (—1)|A31“|(_1)|At,u|
= e(s,u)e(t,u).

Ett liknande resonemang, dér vi i stéllet betraktar par (z,y) i s X (t Uu) sddana att y < z, visar
att

e(s, tAu) = (s, t)e(s, u).



Vi har att
(sAt) Au = sA(tAw)

eftersom bada mangder ar lika med unionen av alla tre, undantaget de element som férekommer
i exakt tva av dem. Genom att kontrollera olika fall dér 0 hor eller inte hor till s, ¢ och u kan vi
aven visa att

T(sNH)T((sAt) Nu) = 7(s N (tAu))T(t Nw).

Vidare far vi, genom att anvinda Lemma 1, att

e(s, t)e(sAt,u) = e(s, t)e(s,u)e(t, u) = e(s, tAu)e(t, u).
Sammantaget leder detta till foljande resultat.
Sats 3.2. A dr en associativ operation pid RE.

Beuwis.

(esDer)Aey, = e(s,t)e(sAt,u)T(s NE)T((sAE) Nuw)esatan
= (s, tAu)e(t,u)T(s N (tAW))T(t Nu)esatan = esA(erNey,).

Denna operation utvidgar vi sedan till en associativ produkt pa AW genom

Z ases | A\ Z aer | = Z (asar)esNey.

sC{0,1,3,4} tC{0,1,3,4} 5,tC{0,1,3,4}

Hadanefter kommer vi inte skriva ut A, utan skriver for v, v’ € AW att vv’ := vAV'.

Operationen vi just definierade gar under namnet Cliffordprodukt, och AW f6érsedd med denna
operation kallas for Cliffordalgebra. Med hjélp av associativiteten &r det latt att rdkna ut produkten
av godtyckliga element i AW; av definitionen féljer omedelbart att

eoeo = —1,
€1€1 = €2€9 = €3€3 = 1 (7)
eser = —ereg om [s| = [t =1, s #t.

Sedan réknar vi exempelvis

€012€1€03 = (606162)61(6063) = (6061)(6261)(6063)

= —(eoe1)(erez)(eoes) = —eg(erer)(eoes) = —(epeg)es = e3.
Vi definierar nu delrummen A*W C AW for k = 0,1,2, 3,4 genom
AFW .= Span{e, : |s| = k}.

sa att

AW identifierar vi med Minkowskirummet genom
(t,z,y,2) ~ teg + xe1 + yea + zes.

Elementen i A2W kallas bivektorer och ar av sirskilt intresse for oss eftersom de dr nira kopplade
till de isometrier vi ska studera. Ett allmént element i AW innehéller termer fran alla delrummen
AFW och kallas for en multivektor.



Vi kommer #iven vara intresserade av att behandla vanliga euklidiska rotationer i R3, och pa
samma sitt som R? dr ett delrum till Minkowskirummet W ir

AR? := Span{e, : s C {1,2,3}}

en delalgebra till AW, det vill viga AR? &r sluten med avseende pa Cliffordprodukten. Identifika-
tionen &ar naturligtvis
(5573/1 Z) ~ xey + yea + zes.

AFR3 for k = 0,1, 2, 3 definieras analogt med A*TW. Om vi riknar ut produkten av tva godtyckliga
element i A'R? far vi

(zey + yea + ze3)(z'er + y'ea + 2'e3) = xa’erer + xy'eres + 22’ eres

erx'eQel + yy'6262 + yz’6263 + Zm’e;gel + Zy/€3€2 + 22,6363

= [z’ +yy' + 221 + [(y2' — y'2)eas — (22 — x2")ez1 + (xy — 2'y)era].
Den forsta termen ar skaliarprodukten mellan de tva vektorerna (x,y, z) och (2/,4/, 2’). Den andra
termen har koordinaterna for deras kryssprodukt, dock i basen {ess, es1,e12}. Om vektorerna ar

ortogonala dr den forsta termen dérfor lika med 0. Fran linjér algebra vet vi att varje vektor i R3
kan skrivas som vektorprodukten av tva ortogonala vektorer. Vi noterar salunda:

Sats 3.3. Varje bivektor i A°R? kan skrivas som Cliffordprodukten av tvd ortogonala element ur
ATR3.

De nyss utforda berdkningarna hjilper oss dven att bevisa féljande viktiga sats.

Sats 3.4. Vilj ut nagon ON-bas i W och identifiera, pd ovan angivet sdtt, dessa med vektorerna
{e, €], €5, €5} i« AW. Rdknereglerna (7) for Cliffordprodukten dr da giltiga dven i denna bas.

Bevis. Vi véljer tva baselement med koordinater (¢, x,y,z) och (¥,2',y’,2’) i standardbasen och
réknar (dér a,b € {0,1,2,3}):

ele, = (teg + wer + yea + ze3)(t'eg + 2'er + y'ea + 2'e3)
= tt'egeq + teg(z'er + y'ea + 2'es) + (wey + yea + ze3)t'eg
+(wey + yea + zez)(z'er + y'ea + 2e3)

= [—tt' + z2’ + yy' + 22]

+teo(z'er +y'ea + 2'e3) — t'eg(wer + yea + zes)]

+[(yz' —y'2)eas — (2’2 — 22" )es1 + (zy' — 2'y)e1a).

Om a = b forsvinner den andra och tredje termen. Den forsta termen &r lika med —1 oma=0=10
och 1 om a = b € {1,2,3}, vilket visar de forsta tva ekvationerna i (1). Om a # b dr den forsta
termen lika med 0. Byter vi plats pa a och b byter den andra termen tecken, och det &r kint fran
linjér algebra att vektorprodukten antikommuterar. Detta bevisar den tredje ekvationen i (1). O

Formagan att gora lampliga basbyten kommer att vara viktig nér vi tillampar Cliffordalgebran
vid ridkning med isometrier i W. Genom att vilja en ON-bas for R? giller reglerna dven for
delalgebran AR3. Satsen ovan visar dven att 1-vektorer, undantaget de ljuslika, #r multiplikativt
inverterbara:

Sats 3.5. For alla element i v € AYW giller att v = v - v; féljaktligen dr alla element v i N*W

sidana att v-v # 0 inverterbara med invers ——v.

Vv

Vi avslutar med att visa en anvindbar ridkneregel. Om vi byter ut e, och e, i (8) mot tva
godtyckliga vektorer v,w € A'W och adderar vw och wv tar de tvi sista termerna ut varandra for
att ge

Sats 3.6. (Cliffords antikommuteringsrelation): vw + wv = 2(v - w) Yv,w € AYW.



4 Rotationer med Cliffordprodukten

Vi vet fran grundldggande komplex analys att rotationer av ett komplext tal z moturs med en
vinkel ¢ ges av 4
ez,

Om vi definierar en rotation som en funktion 7' : W — W som &r en isometri samt att T'(v) = v
for minst en vektor v € W da visar det sig att formeln for en allmén rotation av en vektor v langs
en rotationsvinkel ¢ med Cliffordprodukten ges av
—9J Pj
eXp(?)vexp(E) (9)

dar j € /\2 W &r en bivektor och vi anvénder foéljande definition av exponentialfunktonen
exp(t) = —.
k!
k=0
Den implicita produkten vi anviinder dr givetvis Cliffordprodukten. Om exp(%’ﬁj)vexp(%) e ANtW
sa ger Sats 3.5 oss att

(exp( gD yoexp(2) - (exp( 2 yoexp( %)) = exp(“2 vexp( 2 yexp( 2 yuexp(%)
= exp( 2 pexp(Y)

sa vi ser att (9) bevarar den inre produkten. Bivektorn j i formeln bestdms utifran vilken rotations-
axel vi roterar kring. Om vi #r i AR? och vill anviinda en normaliserad vektor 7 som rotationsaxeln
sa ges bivektorn j av

J = e123r-

En viktig sak att notera med normaliserade bivektorer j = aejs + bejg + ceaz i A2R3 &r att

=1

)

genom att anvinda Sats 3.3 si kan vi skriva j = vyvg, dér v; och vy dr orthogonala, s& vi far

j2 = (1}1’[12)2 = V1UV2V1V9 = —V1UV1V2Vg = —1.
Vikten av detta faktum &r att berdkningen av exp(%) forenklas avsevért. Vi noterar att
it =0t
= (=D
for k € Z>o, med detta far vi
$jy _ N~ L 05k
(@)=Y 4 ()
k=0
— 1 d2 1 @\ 2k+1
=2 amilz) tix (3)
= (2K)! 12 pard (2k+1)!12
= cos(g) + jsin(g).

For att se att (9) ger oss en rotation sa bevisar vi foljande



Sats 4.1. Om r; € R3 dr en normaliserad vektor, ¢ € R och j = e1a3m1 dd far vi att

—¢j ®j
2

5)

roterar vektorn v via rotationsaxeln r1 med rotatinsvinkel ¢.

eap(—L yveap(2

Bevis. Vi borja med att hinvisa till sidan 85 i [4] for det faktum att vi kan vélja tva vektorer ro
och r3 s& {ry,rs, 73} bildar en ON-bas och att ekvationen

T2T3 = €12371

haller. Vi kan d& skriva v som v17r1 + vare + v37r3 och eftersom r; kommuterar med rors far vi att
r1 kommuterar med j. Detta ger oss att

exp(%@)vlrlexp(%) = exp(ﬂ)exp(@

2 2 )1}17‘1 = V1Try.

For ro far vi att

exp( 2 yusrsexp(2) = (cos(2) — jsin(D))varalcos( D) + jsin( D))

= UQ((COS(%) — rgrgsin(g))(rgcos(g) + rgsin(g)
= va(racos(¢) + r3sin(¢))
och en helt analog berékning fér r3 ger oss

—¢j ] .
exp(—~— 9 )U3T3€Xp( ) = v3(—rasin(@) + rzcos(¢)).
Vi ser da att vektorn v roteras via planet som spénns av ry och r3 med en vinkel ¢ medan 7,
bevaras. Detta ar den sckta rotationen. O

For att veta i vilken riktning som rotationen gors sa kan vi tdnka oss att vektorn som motsvarar
rotationsaxeln pekar rakt mot oss sa att vi ser ner pa planet som ar ortogonalt mot rotationsaxeln,
d& kommer rotationen goras moturs langs planet. Som vi ndmnde tidigare sa &r kvadraten av en
normaliserad bivektor i det euklidiska rummet alltid —1 men i Minkowskirummet s& kan kvadraten
av en normaliserad bivektor vara bade negativ, positiv och 0. Detta betyder att vi i Minkowski-
rummet far tre olika typer av rotationer. Det enklaste exemplet pa en bivektor med positiv kvadrat
ar ] = €01 da

3% = epreo1 = egereger = —eperereg = —egeg = 1.

Med detta sa ser vi att om vi sétter j = ep; i formeln fér rotationer ovan sa far vi att

— 1 b o 1 @\ 2k+1
=2 ami(2) +]k27(2k+1)(2)

=cosh(=) + ]Slnh(

Vi noterar att es och es kommuterar med egq,
€2€01 = €2€0€1 = —€p€2€1 = €0€1€2 = €01€2

€3€01 = €3€0€1 = —€p€3€1 = €p€1€3 = €p1€3,

detta betyder att e och ez kommuterar med exp(m ) vilket ger oss

exp(“2)esexp(Z) = exp(“ Yexp (Y )es = s



For eq far vi

exp( =2 ) eqexp (%) = (cosh( ) — jsinh(2))eo(cosh(2) + jsinb(2))
- (cosh(%) - jsinh(%))(eocosh(g - elsinh(g))
= egcosh(p) — eysinh(¢)

och en helt analog berdkning ger

exp(“2 )erexp( %) = ercosh(e) — casinh(0).

Sammanfattningsvis far vi att om vi roterar i Minkowskirummet med bivektorn j = eg; giller
féljande

e1 — ejcosh(¢) — egsinh(g)
€9 — €
e3 — e3
eo — egcosh(¢) — ersinh(¢)

vilket ar precis samma forhallande som vi fick fran Lorentztransformationen som vi hérledde ti-
digare i (6). Alltsa kan en Lorentztransformation beskrivas som en rotation i Minkowskirummet.
Om u € span{ey, es, €3} dr en enhetsvektor och vi later bivektorn j vara j = egu da far vi att

7% = (eou)? = equeu = —uepequ = uu = 1

och vi kan generalisera berdkningarna ovan till en allmén enhetsvektor u i stéllet for e; genom att
vélja en ON-bas dér u ingar som basvektor och sedan tillimpa Sats 3.4. Vi sammanfattar detta
med foljande sats.

Sats 4.2. Ldt {eqg,e1,e2,e3} vara en ON-bas for Minkowskirummet W. Sitt j = equ, dir u €
span(e1, ea, e3) dr en enhetsvektor, da ger
v exp(%@)vewp(%), veWw

Lorentztransformationen lings vektorn u med hastighet tanh(¢).

En rotation som den ovan dir kvadraten av en bivektor &r positiv kallar vi for en hyperbolisk
rotation, en rotation med en bivektor vars kvadrat ar negativ kallar vi for elliptisk rotation och en
rotation med en bivektor j sadan att j2 = 0 kallar vi for en parabolisk rotation. Lisaren kan enkelt
bekrifta, genom att anvinda formeln (9) f6r en rotation, att en Parabolisk rotation med bivektor

j ges av _
- DY),

Givet en normaliserad bivektor j och nagon rotationsvinkel ¢ € R s& sammanstéller vi de olika
typerna av rotationer nedan.

Blliptisk : > = —1, exp( gb])vexp(%) (cos(%) - jsin(%))v(cos(g) —|—jsin(§))
k2 = —9%j oIy _ Dy isinn(? ) 4 sinn(?
Hyperbolisk : j* = +1, exp( 5 Jvexp( 5 )= (cosh(2) jsmh(2))v(cosh(2) —|—jsmh(2))
Parabolisk : j% = 0, exp(%m)vexp(%) =(1- ?) v(l 4 q;j)

10



5 Himmelssfaren

5.1 Himmelssfaren och Minkowskirummet

Vi har hittills sett hur hastighetsforandringar transformerar rums- och tidskoordinater fér en hén-
delse. Vi viander oss nu mot ett mer konkret problem: hur upplever en ménniska rent visuellt
en Lorentztransformation? Fér detta dndamal ska vi introducera ett nytt matematiskt objekt,
himmelssfdren, och studera dess egenskaper.

Vi ténker oss att vi befinner oss vid plats (0,0,0) vid tidpunkten 0 i vart universum, dvs vid
Minkowskirummets origo. Vad kan vi se pa denna plats i detta 6gonblick? Vad vi ser &r i sjélva
verket ljuset fran en héndelse som nar vara 6gon, och de héndelser vi kan se i detta 6gonblick ar de
vars ljus nar fram till oss. For en sddan héndelse (¢, x,y, z) giller naturligtvis att ¢ < 0, da vi inte
kan se in i framtiden. Vidare fardas ljuset fran hindelsen strickan /x2 + y2 + 22 pa t sekunder i
hastighet 1; detta innebéar att

4y 422 -t =0.

De héndelser vi ser ar alltsa precis de som ligger pa den datida ljuskonen. Ljuset fran en sadan
héndelse tréaffar vara 6gon ur riktningen (z,y, z). Om (¢, z,y, z) € W;_ giller dven att linjen

s(t,x,y,2) € Wi_ Vs > 0.

I riktningen (x,y, z) ser vi alltsd samtidigt ljuset fran alla hdndelser pa denna linje. Detta &r svért
att forestélla sig, men i var simulering kommer vi att arbeta i ett statiskt universum dar det pa
linjen [(¢,z,y, z)]! endast ligger ett enda statiskt foremal (en stjérna), vilket dr vad vi observerar
i namnda riktning.

Eftersom vi endast kan se en sak i varje riktning visar resonemanget ovan att var upplevelse av
Lorentztransformationen handlar om hur den fordndrar den riktning som ljuset fran en héndelse
nar oss fran. P4 grund av identifikationen av riktningsvektorer i R?® med linjer pa den datida
ljuskonen introducerar vi féljande objekt.

Himmelssfdren bestar av alla linjer [v] p& ljuskonen dér v # 0. Antag att vi, i var referensram,
har tidskoordinat eg.

v [v— eg] (10)

ir da en bijektiv avbildning av enhetssfiren i R® pa himmelssfiren. [v — ep] ér linjen pa ljuskonen
pa vilken alla héndelser vi ser i riktning v befinner sig. Lorentztransformationen T &r linjar och
avbildar linjen [v —eg] pa linjen [T'(v—ep)]. I egenskap av isometri avbildar T" &ven ljuskonen pé sig
sjalv, och T inducerar darfor en avbildning pd Himmelssfaren genom T'[v—eg] = [T (v—eg)]. Genom
bijektionen med enhetssfaren motsvarar detta en avbildning Ts2 pa enhetssfiaren, dar Ts2(v) &r
den unika punkt pa enhetssfiren sddan att [Ts2(v) — eg] = [T (v — ep)]. Nér vi hddanefter talar om
himmelssfiren syftar vi pa enhetssfiren S? genom identifikationen (10).

Hur ska vi tolka Ts2(v)? Lat v vara riktningen i vilken vi observerar en héndelse. Hindelsen lig-
ger d& pa linjen [v—eq] pa ljuskonen. En observator som firdas i riktning och hastighet motsvarande
Lorentztransformationen T upplever att hdndelsen i stillet ligger pa linjen [T'(v — eg)]. Riktningen
i vilken denna observator observerar héndelsen &r den enhetsvektor som spdnner upp linjen av
rumskoordinaterna for alla hindelser pa linjen, dvs den vektor u sddan att [u — eg] = [T'(v — eg)],
dvs u = Ts2(v). Ts2(v) dr alltsd riktningen i vilken den rorliga observatoren observerar hiindelsen.

5.2 Himmelssfaren i ekvatoriella koordinatsystemet

Ett objekts position pa himmelssfaren anges vanligen med hjélp av astronomiska koordinatsystem.
Ett exempel pa ett sddant ar ekvatoriella koordinatsystemet som har himmelsekvatorn som grund-
plan och jordaxeln som z-axel. Himmelsekvatorn &r projektionen av ekvatorn. Vinkelkoordinaterna
deklination och rektascension bestdmmer objektets position pa himlen, som till exempel kan vara
en stjarna. Deklinationen och rektascensionen kan jamféras med hur latitud respektive longitud
maéts pa jorden.

1[v] betecknar den linje som sp#nns upp av vektorn v.
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Figur 3: Himmelssfaren i det ekvatoriella koordinatsystemet. De tva storcirklarna representerar
himmelsekvatorn och ekliptikan p& himmelssfaren, som skér varandra i vardagsjimningspunkten.
Rektascensionen méts med den lila pilen ldngs med ekvatorn och deklinationen &ar vinkeln mellan
himmelsekvatorn och den gréna pilen. Den réda punkten dr himmelsnordpolen pa himmelssfaren.

Med en lutning pa ungefir 23,5° fran himmelsekvatorn befinner sig ekliptikan som &r banan
som representerar solens position pa himlen under ett ar. Aven planeternas banor samt zodia-
kens stjdrnbilder befinner sig lings med ekliptikan. De tva punkterna dér himmelsekvatorn och
ekliptikan skir varandra dr host- och varjamningsdagarna. Rektascensionen bestdms fran vardags-
jadmningspunkten méatt mot Oster lings med himmelsekvatorn och anges i timmar, minuter och
sekunder sa att 24 timmar utgor ett helt varv runt himmelsekvatorn.

Deklinationen maéts i rat vinkel mot himmelsekvatorn och &r mellan 0° och 90° pa norra halv-
klotet och mellan 0° och —90° pa sédra halvklotet. Den anges i grader [°], bagminuter || och
bagsekunder [7]. Vinkelmatten bagminuter samt bagsekunder motsvarar 1/60 resp 1/3600 av en
grad.

De stjarnbilder som ska visualiseras dr bade fran norra och sédra hemisfaren. Samtliga stjar-
nor som ingér i dessa anges i dess deklination och rektascension pa himmelssfiren samt skenbar
magnitud. Skenbar magnitud &r ett matt pa stjirnans ljusstyrka métt fran jorden. Den &r given
i logaritmisk skala s& att ju ldgre magnituden &r desto starkare lyser stjdrnan. En stjidrna med
skenbara magnituden 6,5 &r den minsta stjdrna som ménniskan kan beskédda med blotta 6gat. Da
en Lorentztransformation mot norra polstjarnan utférs dndras stjdrnornas koordinater pa him-
melssfiren.

6 Stereografisk projektion och Mobiusspeglingar

Virt att notera dr att berdkningarna av Lorentztransformationen blir besvérliga da de utfors
direkt pa himmelssfaren. Dessa underldttas d& himmelssfaren projiceras pa ett plan dér i stéllet
dess motsvarighet till Lorentztransformationen kan beriknas. I ndstkommande avsnitt definieras en
sadan avbildning, kallad stereografisk projektion, med egenskapen att den dr en Mobiusavbildning.

6.1 Stereografisk projektion och Mo6biusavbildningar

Stereografisk projektion &r avbildningen av ytan pa en tredimensionell sfér till ett tvadimensonellt
plan. Den &r definierad for alla punkter pa sfaren bortsett fran en fix projektionspunkt, som hér
valts till himmelsnordpolen e3. Vidare definieras hir sfiren som enhetssfiren S? i R? och planet
som R?, men projektionen behdver inte vara ortogonal i allménhet.

Definition 6.1. Den stereografiska projektionen

2x lz|? — 1 x

5?2 ST = —
Mest 3o = o T T E 1% 7 1o

=z e R?,

dir ' € R? och x3 € [—1,1], dr skirningen i planet av den raka linje som skéir punkterna ez och
z. Se figur 4.
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Figur 4: Stereografisk projektion av z € S2 till € R2.

Genom den stereografiska projektion, definierad enligt definition 6.1, avbildas samtliga punkter pa
nedre halvsfiren av 52\ {e3} pa och innanfér enhetscirkeln i R2. Speciellt avbildas —e3 pa origo.
Ovriga punkter pa R? utgér avbildningen av ytan pa den 6vre halvsfiren av S2\ {e3}. Avstanden
mellan punkterna pa sfiren dr mindre dn avstanden mellan punkterna pa planet, da de trycks ihop
péa sfiaren. Till foljd av detta dndras lingd och form pa de objekt som avbildas genom stereografisk
projektion, men ddremot ar placeringen av dem i relation till varandra bevarad. En avbildning som
har dessa egenskaper kallas konform.

Proposition 6.2. Avbildningen som avser den sterecografiska projektionen S? — R? ges av
S*\{es} 37+ (e3+ 1)(T —e3) ' € R? (11)

Bevis. Vi vill visa att om y #r en punkt pa enhetssfiren si &r dess avbildning pa R? lika med
definitionen for den stereografiska projektionen i definition 6.1.
Lat y =7 € S?\ {e3}. Daéir [T —e3]? =2 —2 < Z,e3 >= 2(1 — 3) och vi far

B B _ T+1)(T—e3) e3—e3Tes+T—e3 z’
1 — 1 = (63‘/1: = =
(€37 + 1)(7 — e) 21 — z3) 21 — z3) 1- 23
som #r definitionen av den stereografiska projektionen pa R2. O

Vi minns fran komplex analys att en Mobiusavbildning &r en inverterbar avbildning av en
komplex variabel z pa formen
2 (az +b)(cz +d)7H,

dér koefficienterna a, b, ¢ och d &r komplexa tal och villkoret ad — be # 0 méaste gélla for att avbild-
ningen ska vara inverterbar. Uttrycket for den stereografiska projektionen pa R? i (11) dr pa denna
form, varav den saledes ar en Mobiusavbildning. Komplex analys behandlar inte M&biusavbildning-
ar i dimensioner hogre dn tva av det euklidiska vektorrummet, men ddremot kan var stereografiska
projektion i R3 beriknas med Cliffordalgebran. Konceptet dr detsamma som i tva dimensioner,
med undantag av att z nu dr en vektor som avbildas pa multivektorn (az + b)(cz + d)~1. Koef-
ficienterna a,b, ¢ och d #r multivektorer som bevarar elementen i delrummet A'R3 vektorerna,
vilket kan visas genom att faktorisera Mobiusavbildningen i de fyra grundldggande Mobiusavbild-
ningarna: translation, dilation, rotation och inversion. Det galler att varje Mobiusavbildning &r en
sammansittning av ett dndligt antal av dessa och de definieras i R? enligt foljande

1. Translation av vektorn y € R3 med hjilp av en annan vektor v € R? ar avbildningen

y—y+veR

2. Dilation av vektorn y € R® med faktorn ¢ € R\ {0} &r avbildningen

y— cy € R3.

3. Rotation, se sats 4.1.
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4. Inversion av vektorn y € R3\ {0} &r avbildningen

— Y

Speciellt avbildas omradet inuti enhetssfiren till omradet utanfér och omvént, medan ytan
av S? avbildas pa sig sjilvt.

De berdkningar som avser Mobiusavbildningar utfors enklast genom att anvinda matrisrepre-
sentation.

Proposition 6.3. En Mdébiusavbildning
2z (az +b)(cz +d)t,

dér a,b, c,d dr multivektorer i AR3, kan med hjilp av Cliffordalgebran representeras av matrisen
a b
(¢ 3)

Bewis. Lat
f (‘; 2) (2) = (az + b)(cz +d) ", (12)

a b
c

dér a, b, ¢, d & multivektorer i AR? och ( d

> ar en matris.

Genom att visa att

P e (@ me=s((C D ))e

bevisas pastaendet att en Mobiusavbidning kan skrivas pa matrisform.
For att undvika langa uttryck, sitt s = a’z + V' och t = ¢’z + d’. Med hjilp ekvation (11) och
Cliffordprodukten far vi att

f (Z Z) of (Z,/ Z/,) (2) = (ast™ "+ b)(cst™" +d) ™" = (as + bt)(cs + dt) ™"

= ((ad’ +bcw + ab’ + bd"))((ca’ + dc'Yw + (cb’ + dd'))™*

aa' +bc  ab' +bd a b\ [a V
- f( (ca’ +dc b + dd’) >(Z) - f( (c d> (c’ d’) >(z)

6.2 Mobiusspegling

For att underldtta rdkningarna i avsnitt 6.3 introducerar vi speglingar med hjélp av Cliffordalgebra.
Lat a € W vara en icke ljuslik vektor och v € W en vektor. Speglingen S av v i hyperplanet som
ar ortogonalt till a ges av foljande ekvation

S(v) = —ava™!

dir a=! = a/(a - a) enligt sats 3.5. Om a - a = 1 si kan speglingen skrivas som S(v) = —ava.

Enligt Cartan-Dieudonnés sats utgor varje isometri i ett inre produktrum en sammansattning
av speglingar i hyperplan [4]. Faktum &r att tva speglingar utgor en rotation i Minkowskirummet.
Det betyder alltsa att Lorentztransformationen, som &r en hyperbolisk rotation, kan skrivas som
en sammansittning av tva speglingar: T(v) = (—as)(—a1)v(a;) ! (az)~t. Detta dr ett virdefullt
resultat d& det mojliggor for oss att finna en Mobiusspegling - den avbildning pa enhetssfaren
som motsvarar en spegling i W. I satsen introducerar vi Tz som &r den avbildning i planet R?
som representerar Mobiusavbildningen pa enhetssfiren. Med denna avbildning utfor vi saledes
rikningarna pa R? snarare #n pa S2.

14



Sats 6.4. Vi har Minkowskirummet W med ON-bas {eg,e1,e2,e3}. For en vektor v € W utgor
foljande ekvation
T(v) = —(a + ages + ageo)v(a + azesy + apeg)

en spegling i hyperplanet ortogonalt till multivektorn a + azes + ageg € W, med a € R? och
R? = span{ey,ea}. Dessutom giller villkoret a2 # |a|? + a%. Den Mébiusavbildning som motsvarar
speglingen ges dé av

T2 (2) = (—az + (a3 — ag))((as + ag)z +a)~*
for x € R2,

Bevis. For att underlatta rakningarna skriver vi o' := a + agez. Vi véljer en punkt x € P(W) sa
att vektorn —ey + x ligger pa den datida ljuskonen W;_. Vi far da

T(—eo +x) = —(ageq + a’)(—eo + z)(apeo +a’) !
= k(ageo + a’)(—eg + x)(ageo + a’)
= k(ageo + akx + apad’ + aga’zeg + apad’ + apra’eo+
= k((a2 + 2ao(d’ - x) + |d’'|*)eo + (aiz + 2a0a’ + d'za’)) € W,
med k € R och k # 0. Vi normaliserar nu koefficienten till ey till —1. Vi gor detta for att kunna
tillimpa vart tidigare hirledda samband [Ts2(x) — eg] = [T(—eo + x)]. Da a2 + 2ao(a’ - z) + |a']? =
lagx + a’|? dividerar vi vart uttryck med detta och vi far foljaktligen
(adx + 2apa’ + a'za’)
(ag + 2a0(a’ - @) + |a'|?)
(a'x + ap)(agz + a’)
|apx + a’|?

T(—eo+x) = —eg —

:—eo—

Vi har nu féljande ekvation

(a'x + ap)(apz + a’)
lagz + a’|?

Ts2(x) —eg = —eg —

ur vilken vi far var inducerade avbildning Ts2(x)

Teo () (a'z + ap)(apz + a’) (a'x + ag)
xTr) = — = —
52 laox + a’|? (aox + a)

I
= % = (d'z + ag)(aox +a')7*
vilket &r den Mobiusavbildning pa enhetsfiren S? som motsvarar var spegling 7. D4 det &r be-
svarligt att utféra berdkningar pa enhetssfiren finner vi avbildningens motsvarande avbildning
pa planet R? = span{e;,es} med hjilp av stereografisk projektion; vi tillimpar avbildningen
(esyz + 1)(z — e3) ! for dessa rikningar. Vi kommer se att de avbildningar vi arbetar med antar
en sirskilt enkel form i planet R?. Rikningarna som foljer gér vi enklast med matrisrepresentation
av Mobiusavbildingar. Matrisen som representerar var hérledda Mdbiusavbildning ges av:

a’ ao
—ag —a’
Vi vénster- och hégermultiplicerar med matrisen som representerar var stereografiska projektion:

e3 1 a ao e3 1 —a as — ap
/ =2
1 —e3 —ag —a 1 —e3 az + ag a

Vikan bortse fran konstanten 2 da den kan férkortas bort i formeln till den inducerade avbildningen.
Den inducerade Mobiusavbildningen i planet R? ges av foljande ekvation.

Tre (z) = (—az + (a3 — ao))((az + ag)z +a) ™"
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6.3 Inducerade avbildningar pa planet

Vi hiirleder nu Lorentztransformationens inducerade avbildning Ti> pa R? och anvinder den for att
beskriva den visuella upplevelsen. Lorentztransformationen 7' i riktning ez med hastighet tan(¢)
kan skrivas

T(x) = exp(— ¢e(2)63 )xexp(¢e(2)e3)
(cosh(g) — eoegsinh(%))x(cosh(%) + 6063Sinh(§>)

= —(cosh(g)eg - eosinh(g))(—63$€3)(C08h(§)63 — eosinh(g))

och vi ser att T" 4r sammanséttningen av spegling i planet ortogonalt mot es och spegling i planet
ortogonalt mot cosh(%)eg - eosinh(%). Vi anvénder var formel fér den inducerade Md&biusavbild-
ningen i R?, som vi skriver med matrisrepresentation. Fér spegling med ez har vi att a = ag = 0
och a3 = 1. Denna spegling representeras darfér av matrisen

0 1
1 0/°
For den andra speglingen géller i stéllet att a = 0, ag = cosh(%) och ag = sinh(%). Vi far att

_9
2

() ™07

Tr2 representeras av sammansattningen av dessa matriser:
0 exp(%) 0 1\ exp(%) 0
exp(—%) 0 1 0 0 eXp(— )

Tos () = (exp(§)2) (exp(~ 5) ™! = exp(@)z.

Vi kan nu ge en geometrisk beskrivning av den upplevda Lorentztransformationen. For positiva
hastigheter, dér ¢ > 0, fardas punkten x i figur 4 langs en rak linje bort fran origo. Detta motsvaras
av att punkten T forflyttar sig i en rak kurva in mot e3. En person som firdas mot polstjarnan
kommer darmed uppleva att stjadrnorna pressas ihop i en omgivning till polstjarnan vid hoga
hastigheter.

P4 samma sitt kan vi beskriva upplevelsen av en parabolisk rotation. Lat j = (eg + e3)a, dér
a € R? ir en normerad vektor, si att j2 = 0 och

az —ag = exp(%) och as + ap = exp(
av matrisen

). Den inducerade Mobiusavbildningen representeras déa

oS-

sa att

exp(—%j)xexp(%j) =(1- g(eo +e3)a)z(l + %(eo +e3)a)
= —(a = Sles + o)) (—0aa)(a— 5 (es + o))

Med matrisrepresentation och sats 6.5 ser vi att speglingen i a motsvaras av

—a 0
0 a
och speglingen i (a — %(eo +e3)), dir ap = % och az = %, av
—a ¢
0 a

med sammansattning
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och motsvarande avbildning x — x + ¢a. Den paraboliska rotationen translaterar alltsa R? ¢
langdenheter i riktning a. Lasaren uppmanas att sjélv bilda sig en uppfattning om motsvarande
avbildning péa sfaren.

7 Visualisering av himmelssfaren

For att enkelt visualisera himmelsfaren sd& kommer vi att projicera sfiaren pa ett plan. Eftersom
att rektascensionen inte fordndras av en Lorentztransformation sa &r vi enbart intresserade av
hur deklinationen férédndras. Vi papekar att denna projektion inte &r en Mobiusavbildning utan vi
anvinder denna projektion for att enkelt kunna visualisera himmelssfaren. Projektionen sker enligt
figur 5 nedan.

r C

€3

0

Figur 5: Projektion av himmelsféiren.

Hér ar 6 deklinationen fér punkten  pa sfaren och C' dr projektion av Z pa det Gvre planet.
Om vi later r vara storleken av C' i det 6vre planet i figuren, da ger grundldggande trigonometri
oss att 7 = cot(#). Gor vi variabelbytet 6" = 7 — 6 far vi forhallandet

r = tan(¢’).

Om vi later x vara den stereografiska projektionen av T enligt figur 6 nedan, da ser vi far tva

€3

o

Figur 6: Stereografisk projektion

ratvinkliga trianglar. En av de ratvinkliga trianglarna utgdrs av Z,x och planet som z ligger i och
den andra utgérs av es, x och det nedre planet i figur 6. Dessa tva trianglar ar likformiga vilket
ger o0ss

|z| — cos(6) sin(0)

r) = = | = —

@] sin(6) =l 1 — cos(6)

el . ;L _
och gor vi aterigen variabelbytet ¢’ = 7 — 0 far vi

sin(@)  sin(5—0)  cos(¢) :cot(e—/)
2

ol = 1—cos(d) 1—cos(3—0') 1—sin(¢)
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alltsa far vi forhallandet .

0
|| = CO'C(E)

mellan = och deklinationen. Vi sag tidigare i avsnitt 5.3 att om vi gor en hyperbolisk rotation, som
ger oss en Lorentztransformation, pd Z da dndras z enligt x — exp(¢)x. Anvinder vi identiteten

1+ tanh(t)

exp(t) = 1 — tanh(¢)

och att vi har relationen v = tanh(¢) mellan hastigheten v och ¢ s& far vi att « dndras enligt

14w
T
1—-wv
Sétter vi A = |/11Y si far vi att ¢’ indras enligt

!/ / /

0 — cot(%) > )\cot(%) > 2arccot()\cot(§))

nér vi utfor en hyperbolisk rotation pa z. Vi ser att om v — 1 s& gar A — oo vilket betyder att
2arccot()\cot(%/)) gar mot noll, detta ger oss att nir en observator fardas néra ljusets hastighet sa
kommer stjarnhimmelen att koncentreras framfor observatéren i fardriktningen. Med allt detta sa
kan vi nu slutligen visualisera himmelssfaren och se de relativistiska effekterna. I féljande figurer
har vi anvint det vi beskrivit ovan for att visualisera himmelssfaren. Koordinaterna for stjirnorna
samt koden vi har anvént for att skapa bilderna finns i bilagor A, B och C.

Figur 7: Himmelssfaren for en stationér observator och en observator som fardas vid 60 % av ljusets
hastighet.

I den forsta plotten i figur 7 s& ser vi stjarnbilderna Cassiopeja, Lilla Bjérnen, Stora Bjorn,
Cepheus, Perseus, Kusken och i den andra plotten dir en observator fardas i 60% av ljusets has-
tighet sa har &ven stjarnbilderna Kraftan, Orion, Lejonet, Pegasus, Oxen, Tvillingarna, Jungfrun,
Ornen och Fiskarna kommit in i bilden.
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Figur 8: Himmelssfiaren for en observator som fardas 80% och 90% av ljusets hastighet

I den forsta plotten i figur 8 s& ser vi vad en observator som fardas 80 % av ljusets hastighet ser
och dé ser vi hela konstellationen av Vagen, Stenbocken och Vattumannen och pa den andra bilden,
dar en observator fardas 90% av ljusets hastighet, sa ser vi dven Bildhuggaren, Sodra Fisken, Sodra
Kronan och Skytten. Alltsa har konstellationer pa den sédra stjarnhimlen borjat komma in i bilden
for en observator som fardas i 90% av ljusets hastighet

05 . ) 05|

Figur 9: Himmelssfiaren for en observator som fardas 95% och 97% av ljusets hastighet

I den forsta plotten i figur 9, dar en observator fardas i 95% av ljusets hastighet, s har
konstellationerna Tranan, Skorpionen, Vargen och Kentauren kommit fram i bilden. Slutligen i
den andra plotten i figur 9 dar en observator fardas i 97% av ljusets hastighet s& ser vi dven Sodra
Korset och Kélen. De fyra bla prickarna langst ner pa den andra plotten i figur 9 dr S6dra Korset
som ligger i néstan diametralt motsatt position pa himmelssfaren som Lilla Bjorn, som ligger vid
origo i de ovre figurerna. Alltsd kommer en observator som firdas i 97% av ljusets hastighet se till
stora delar hela himmelen. Vi har tidigare diskuterat paraboliska rotationer och vi sag i avsnitt
6.3 att om vi gor en parabolisk rotation med bivektor j = a(es + ep) pa himmelssfiren si dndras
x € span{ey, ea} enligt © — x + ¢a. I figur 10 sd har vi gjort en parabolisk rotation med a = —e;
och ¢ = 2.
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Figur 10: Parabolisk rotation av himmelssfaren

Den fysikaliska tolkningen av en parabolisk rotation &r inte helt sjalvklar men den paraboliska
rotationen

v+ exp(e1(es + eo))vexp(—ei(es + o)) = (1 + er(es + eo)v(1 — e1(es + €o))

som vi anvént i figur 10 kan skrivas som

-7 3T T T
v exp(?elg)(\/i + 6(]3)€Xp(§613)1}exp(7613)(\/i — 6()3)€Xp(§€13)
vilket dr en sammanséittning av tva vanliga rotationer och en hyperbolisk rotation. Vi kan alltsa
tolka figur 10 som hur stjarnhimmelen ser ut for en observator som forst gor en vanlig rotation
sedan en Lorentztransformation och sedan ytterligare en vanlig rotation.

8 Slutsats

Om vi, dessférinnan vi tagit del av denna rapport, stillt oss fragan hur himlen, med alla sina
stjarnor, ser ut for nagon som fardas mot himmelsnordpolen i en hastighet som narmar sig ljusets,
hade svaret troligen kunnat efterliknas med synen av gatulampor som sveper forbi ett bilfonster en
mork kvall. P4 samma sétt som ljuset frén en gatulampa fardas mot dig, sittandes i bilen, far vi en
bild av hur stjdrnorna gor detsamma da vi befinner oss i ett forbipasserande rymdskepp. Detta ar
dven den bild som de flesta moderna science fiction-filmer demonstrerar sa det &r inte sa underligt
att detta ar var forsta intuition.

Efter att ha studerat himmelssfiarens verkliga utseende, kan slutsatsen dras att denna inte
Overensstdmmer med var forsta intuition. Under Lorentztransformationen mot himmelsnordpolen
forflyttas samtliga stjarnor mot varandra och bildar en samling av tétt placerade stjdrnor i den
punkt observatoren firdas mot. Aven de stjirnor som, innan observatdren limnade jorden, befann
sig pa sodra halvklotet forflyttas pa samma sétt sa att de blir synliga for den observator som fardas
mot nordpolen. Detta resultat gor att stjdrnorna upplevs fardas i samma riktning som observatéren
och minskat i storlek.

Ett viktigt konstaterande betriffande denna uppkommande geometri i Minkowskirummet &r
inte endast det resultat som astadkommits, utan med vilket matematiskt verktyg det gjorts. Med
hjélp av Cliffordalgebran har grundlaggande matematikkunskaper fran savil den linjira algebran
som komplex analys mdjliggjorts i dimensioner hégre dn tva. Vidare har en omfattande forenkling
vid berdkningar upptéackts, i jamforelse med den traditionella linjara algebran som oftast tillimpas
inom omradet. Vi matematiker vill ju ofta inte krangla till det for oss mer &n nédvandigt och det ar
darfor beklagligt att Cliffordalgebran inte fatt mer av den uppskattning som den foértjadnar. Oavsett
tillvigagangssétt blir resultaten alltid desamma, nagot som gor matematiken sa fantastisk.
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30
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34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

A Stjarnkoordinater

%% Stj nkoordinater
% Stj rnkoordinater

% En stj
% st]

% deklination

magnitud .

rnbild anges som en matris,
rna och kolonnerna utg r
[’], rektascension

f r stj rnbilder
d r raderna utg r
dess egenskaper; deklination |

[h], rektasension [min]|, skenbar

n gra

% S dra hemisf ren (14 st)
crux=[-63, =5, 12, 26, 0.77; % s dra korset
—59, —41, 12, 47, 3;
_58, —44, 12, 15, 5.57;
—57, —6, 12, 31, 2];
libra=[—-16, —43, 15, 53, 4.13; % v gen
14, —47, 15, 35, 4;
~95, —16, 15, 4, 6.5;
~16, -2, 14, 50, 2.75;
—9, —22, 15, 17, 2.6];
grus=[—-37, —21, 21, 53, 3; % tranan
—39, —32, 22, 6, 4.5;
—46, —57, 22, 8, 1.7,
—43, —29, 22, 29, 4,
—43, —31, 23, 6, 4.3;
—45, —14, 23, 10, 3.8;
_46, —53, 22, 42, 4.1;
~51, —19, 22, 48, 3.5;
52, —45, 23, 0, 4.1];
scupltor=[—37, —49, 23, 32, 4.4; % bildhuggaren
~32, —31, 23, 18, 4.4;
—929, —21, 0, 58, 4.3];
piscisau=[-29, —37, 22, 57, 1.17; %
—97, —2, 22, 40, 4.2;
—98, —27, 22, 0, 5.43;
—30, —53, 21, 47, 5:
~32, —32, 22, 10, 5:
32, —32, 22, 55, 4.2];
capricorn=[-16, —7, 21, 47, 2.85; % stenbocken
~16, —39, 21, 40, 3.7;
—16, —50, 21, 22, 4.3;
~92, —24, 21, 26, 3.77;
17, —13, 21, 5, 4;
—96, —55, 20, 51, 4.12;
14, —46, 20, 21, 3:
~12, —32, 20, 18, 3.6;
—925, —16, 20, 46, 4.1];
scorpius=[-37, —6, 17, 33, 1.6; % skorpionen
~39, —1, 17, 42, 2.4;
—40, -7, 17, 47, 3;
—42, 59, 17, 37, 1.9;
—43, —14, 17, 12, 3.3;
—42, —21, 16, 54, 3.6;
—38, —2. 16, 51, 3;
—34, —17, 16, 50, 2.3:
~98, 12, 16, 35, 2.8;
—926, —25, 16, 29, 1:

)
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varje enskild

I




54

55

56

57

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

104

105

106

107

109

19, —48, 16, 5, 2

~92, —37, 16, 0, 2.

—926, —6, 15, 58, 2
coronaaus=[—42, —42, 18, 56,
—42, —5, 19, 3, 4.

—40, —29, 19, 8, 4.5;
~39, —20, 19, 10, 4.1;

—37, —54, 19, 9, 4.

—-37, -3, 19, 6, 4.3;

—37, —6, 18, 58, 4.8
—38, —19, 18, 43, 5.
5.

—39, —42, 18, 32,
lupus=[—-49, —25, 14, 37, 4;
~52, —5, 15, 12, 3.4
_47, —23, 14, 41, 2
—45, —22, 14, 26, 4.
—43, -8, 14, 58, 2.7:
—40, —38, 15, 21, 3.2;
—36, —15, 15, 21 3.6;
—41, —10, 15, 35, 2.8
—42, —34, 15, 38, 4.3
—38, —23, 16, 0, 3.4
—36, —48, 16, 6, 4.2
~33, —37, 15, 50, 4];
4

3

7

octans=[—83, —40, 14, 26, 4.31
—77, —23, 21, 41, 3.73
77, —15, 0, 25, 2.8];

carina=[—40, 0, 8, 3, 2.25;

—47, —20, 8, 9, 1.83;
—59, —30, 8, 22, 1.86;

I

% vargen

: % oktanten

% k len

52, —41, 6, 23, —0.74;

—-43, —11, 6, 37, 3.173
—-59, —16, 9, 17, 2.21;
—61 —19 10 17 3.34;
—58 —44 10 27 3.81;
—59 —13 8 31 8.06;
—60 —33 10 43 4.58;
—64 —23 10 42 2.76;
—70 —2 10 13 3.29;
—69 —43 9 13 1.69;
—58 =51 10 53 3.79;
—59 —45 8 40 4.31;
—58 —58 9 10 3.43];
sagittaurus=[—40, —-36, 19, 23,
—41, —-52, 19, 55,
—924, —53, 19, 36,
—927. —40, 19, 6,
~929, —52, 19, 2,
—26, —17, 18, 55,
—21, —6, 18, 57,
—21, —44, 19, 04,
17, —50, 19, 21,
—26, —59, 18, 45,
—-25, —25, 18, 27,
—-29, —49, 18, 20,
~21, -3, 18, 13,

)

3.97;

4.118;

4.59;
3.326;

2.59;

2.05;

3.51;

3.771;

3.93;
3.17;
2.82;
2.70;

3.85;

23

% skytten




—34, —23, 18, 24, 1.85;
—36, —45, 18, 17, 3.11;
—27, —49, 17, 47, 4.54;
—44, —28, 19, 22, 4.01;
—44, —27, 19, 22, 4.01;
—35, —16, 19, 59, 4.37;

—30, —25, 18, 5, 2.98:
97, —42, 20, 2, 4.54;
~18, —57, 19, 17, 4.88];

centaurus=[—36, —42, 13, 20, 2.73; % kentauren

~39, —24, 13, 31, 4.6;
41, —41, 13, 49, 3.41;
—-36, —22, 14, 6, 2.06;
—42, —28, 13, 49, 3.42;
~42, —9, 14, 35, 2.35;
—42, —6, 14, 59, 3.14;
_44, —48, 13, 58, 3.87:
_47, 17, 13, 55, 2.55:
—53, —27, 13, 39, 2.30;
~60, —22, 14, 3, 0.61;
—60, —50, 14, 39, 0.01:
48, —57, 12, 41, 2.17;
50, —13, 12, 28, 3.91;
—50, —43, 12, 8, 2.57:
—63, —1, 11, 35, 3.13:
~39, —30, 14, 23, 4.41];
aquarius=[—20, —6, 23, 22, 3.97; % vattuman

—9, -5, 23, 15, 4.248;

_7, —34, 22, 52, 3.722;
0, -7, 22, 35, 4.04;

0, -1, 22, 28, 3.65;
~1, —23, 22, 21, 3.849;
0, —19, 22, 5, 2.942;

-9, —29, 20, 47, 3.77;
7. —46, 22, 16, 4.175;
13, —52, 22, 06, 4.279;
13, —35, 22, 49, 4.042;
—21, —10, 23, 9, 3.679;
~5, —34, 21, 31, 2.87;
~10, —4, 22, 30, 4.81;
—15, —49, 22, 54, 3.28];

% Norra hemisf ren (19 st)

cancer=[9, 11, 8, 16, 3.54; % kr ftan
18, 9, 8, 44, 3.94;
11, 51, 8, 58, 4.24;
21, 28, 8, 43, 4.652;
98, 45, 8, 46, 4.02;
22, 2, 9, 9, 5.15];
aries=[19, 17, 1, 53, 3.86; % v duren
20, 48, 1, 54, 2.655:
23, 27, 2, 7, 2;
27, 15, 2, 49, 3.63];
cass=[59 09 00 09 2;

56 32 0 40 2;
60 43 0 56 2;

24




60 14 1 25 3;
63 40 1 54 3.5];
lillbjo=[89 15 2 31 2;
86 35 17 32 4.3;
82 2 16 45 4;
77 47 15 44 4.3;
74 09 14 50 2.2;
71 50 15 20 3;
75 45 16 17 5];
stobjo=[49 18 13 47
54 55 13 23
55 57 12 54
57 01 12 15
61 45 11 03
56 22 11 01
53 41 11 53
63 03 9 31 3.6;
60 43 8 30 3.4;
59 2 9 50 3.8;
51 40 9 32 3.2;
48 2 8 59 3.2;
47 9 9 3 3.5;
47 46 11 46 3.6;
44 29 11 09 3;
41 29 10 22 3.2;
42 54 10 17 3.5;
33 5 11 18 3.5;
31 31 11 18 4.4];
ceph=[77 37 23 39 3.3;
66 11 22 49
70 33 21 28
62 35 21 18
61 50 20 45
62 59 20 29
58 12 22 10
57 2 22 15 4.2,
58 24 22 29 4.2];
orion=[7 24 5 55 .7;
9 56 5 35 3.4;
6 20 5 25 1.5;

)
9

)

w 0o N 0o

)

N NN W N -

4
A4

)
)
)

i

W Ot Ot b Lt

i

Wk W WwWw

ot

)

8 —12 5 14 .3;
—9 —40 5 47 2;

0 —17 5 32 2.2;
~1 —12 5 36 1.7;
~1 —56 5 40 1.7;
—4 —50 5 35 4.5;
—5 —54 5 35 2.7;
—5 —23 5 35 5;

10 9 4 54 4.6;

8 54 4 50 4.3;

6 57 4 49 3.2;

536 4 51 3.6;

2 26 4 54 3.6;

1 42 4 58 4.5;

9 38 6 2 4.2;

14 12 6 11 4.3;

% lilla

% stora

% cassiopeja

% orion

25

bj rnen

bj rnen




14 46 6 7 4.3;
20 8 6 3 4.6;
20 16 5 54 4.4];
perseus= [49 51 3 24 1.9;
47 47 3 42 3;
40 0 3 57 2.9;

35 47 3 58 4;
31 53 3 54 2.9;
44 51 3 9 3.8;
40 57 3 8 2.1;
38 50 3 5 3.5;
38 19 2 50 4.2;
53 30 3 4 3;
55 53 2 50 3.7;
50 41 1 43 4];
cygnus=[45 16 20 41 1.4;
45 7 19 44 2.9;
40 15 20 22 2.3;
33 58 20 46 2.5;
30 13 21 12 3.3;
51 43 19 29 3.7;
27 57 19 30 3.2;

35 4 19 56 3.9;
30 9 19 39 4.7];
leo=[11 58 10 8 1.36;
14 34 11 49 2.14;
19 50 10 19 2.37;
23 46 9 45 2.97;
15 25 11 14 3.33;
23 25 10 16 3.43;
16 45 10 7 3.51;
26 0 9 52 4];
pegand=[29 5 0 8 2;
28 4 23 3 2.5;
15 12 23 4 2.5;
15 11 0 13 2.8;
10 49 22 41 3.4;
6 11 22 10 3.5;
9 52 21 44 2.4;

23 33 22 46 4;
17 20 21 44 4.3;
19 48 21 22 4;
30 13 22 43 3;
25 20 22 7 3.8;
25 38 21 44 4.1
30 51 0 39 3.4,
35 37 1 9 2.2;
42 19 2 3 2.3;
33 43 0 36 4.2;
38 29 0 56 3.8;
48 37 1 37 3.5];
hercules=[36 48 17 15 3.2;
38 55 16 42 3.5;
31 36 16 41 2.9;
30 55 17 0 3.9;
37 15 17 56 3.8;

% perseus

% svanen

% lejonet

%

% herkules
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278

280

281

282

283

285

286

287

288

290

291

292

293

295

296

297

298

300

301

302

303

305

306

308

309

310

311

313

314

315

316

318

319

320

321

323

324

325

326

328

329

330

331

333

bootes=[19
13
18

30
33
40
38
46
51
auriga=|[45
44
37
33
41
43
taurus =[28
22
19
17
21
16
15
12

gemini=[12
16
20
21
24
28
31
25
22
22
virgo=[—11
0
3
-1
—5

46
42
46
44
24
26
27
29
28
21
14
19

14
49
36
57
10
32

0 17 39 3.7;
26 16 34 4.2;
18 16 19 3.8;
56 16 8 4.2,
50 17 15 3.1;
6 17 30 4.2;

43
14
45
29
23

17
17
18
16
17

46 3.4;
57 3.7,
7 3.8;

30 2.8;
14 3.4;

9 16 21 3.7];
11 14 15 0.2;
43 14 41 4.4;
23 13 54 2.7,
27 4 14 44 2.7,

22 14 31 3.5;
18 15 15 3.4;
23 15 1 3.5;

18 14 32 3;
514 16 4.1;

50 14 25 4.1];
59 5 16
56 5 59 1.9;
12 5 59 2.6;
9 4 56 2.6;
6 3.1;

= s s O Ot Ot

1 3.1

26
42
28
22

.08;

E
1.6;
4.2;
3.6;

3.8;

8 5 37 3;
30 4 35 1;
37 4 19 3.6;
29 4 0 3.4;
9 43 3 27 3.7];
53 6 45 3.3;
23 6 37 1.9;
34 7 4 3.9;
58 7 20 3.5;
23 7 44 3.5;
17 45 1.2;
53 7 34 1.5;
76 43 2.9;
30 6 22 2.9;
30 4 14 3.3];
-9 13 25 1;
-35 13 34 3.3;
23 12 55 3.4;
—26 12 41 2.7,
~32 13 9 4.3;
10 —16 14 12 4.1;
132 141 4.2;
1 53 14 46 3.7,
10 57 13 2 2.8;

% bj rnvaktaren

% kusken

% oxen

% tvillingarna

% jungfrun
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0 —40 12 19 3.8;
1 45 11 50 3.5];

aquila=[8 52 19 50 0.9;

10 36 19 46 2.6;

6 24 19 55 3.7;
13 51 19 5 2.9;
15 4 18 59 4;

0

1

3

—4

-5
pisces=|2
)

=W o Ut N

991 45 4.

—49 20 11 3.2;

019 52 3.9;
6 19 25 3.3;
~52 19 6 3.4;
—44 19 1 4];
22 4.1;
1 41 4.4;
12 4.2;
0 48 4.4;

45
29
53
35
o1
37
22
16
46

23
23
23
23
23

99
39
27
17
42

15 20 1 31
30 51 11 4.5];

L B NP

)
)
)
)

4;
4.
4.
3.
4.
2;
3.

6;

%  rnen

% fiskarna
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B Kod for parabolisk rotation

stars= cass;
mag— stars (:,5);
mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fie 1.5 fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1l:length(v)
L — cot (v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i
r2 = tan(2xacot (s
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’ ’k.’)
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2xsin(t),mag(i),’k.")

)), Lxsin (fi(i))] + phixa;
sqrt (vek (1)~2 + vek(2)°2)));

end
end

stars= lillbjo;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;

v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;

v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;

fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

r=tan (v);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’b.”)

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

subplot (1,2,2)

hold on

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

for i=1:length(v)
L = cot (v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i
r2 = tan(2xacot (s

)), Lxsin (fi(i))] + phixa;
sqrt (vek (1) "2 + vek(2)°2)));
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110

if (vek(1) >= 0)

t = atan(vek(2)/vek(1));

scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’b.”)
elseif (vek (1) < 0)

t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;

scatter (r2xcos(t),r2+sin(t),mag(i),’b.")
end

end

stars= stobjo;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fi— 1.5— fi:
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag, ’k.’)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1l:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxkcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot(sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2+sin(t),mag(i),’k.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’k."’)
end
end

stars= ceph;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;

fim 1.5— fi;

r=tan (v);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)

hold on

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
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for i=1l:length(v)
L = cot (v(i)/2);
vek = [Lxcos (fi (i
r2 = tan(2xacot (s
if (vek(1l) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));

)), Lxsin (fi(i))] + phixa;
sqrt (vek (1)~2 + vek(2)"°2)));

scatter (r2xcos(t),r2%sin(t),mag(i),’g.’)
elseif (vek (1) < 0)

t = atan(vek(2)/vek(1)) + pi;

scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’g."’)

end
end

stars= perseus;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;
fi= 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([=1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L — cot(v(i)/2);
vek = |Lxcos(fi(i
r2 = tan(2xacot (s
if (vek (1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),’r.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1l)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’r.”)

)), Lxsin (fi(i))] + phixa;
sqrt (vek (1) "2 + vek(2)"°2)));

end
end

stars= cygnus;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—1i;

r=tan (v);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag, 'm.’)
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axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([=1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lkcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)"2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),

7m. 7)

7m. ) )
end
end

stars= leo;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi /24;
fi= 1.5—1i;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag, ’'r.”)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))]| + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 4+ vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),’r.”)
elseif (vek(1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2%sin(t),mag(i),’r.")
end
end

stars= pegand;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fim 1.5—fi;
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r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’'b.”)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 4+ vek(2)°2)));
if (vek(1l) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’b."”)
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1l)) + pi;
scatter (r2%cos(t),r2%sin(t),mag(i),’b.")
end
end

stars= hercules;
mag— stars (:,5);
mag= 400%10.” (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fie 1.5 fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1l:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))]| + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’r.”)
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),’r.")
end
end

stars= bootes;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
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v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fi= 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
= cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1l) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),

)

g )

7g . b )
end
end

stars= auriga;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fi= 1.5— fi:
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),

)

g )

7g . b )
end
end

stars= taurus;
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mag= stars (:,5);
mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fim 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1l:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)"2)));
if (vek(1) == 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t) ,mag(i),

)

m. )

7m. b )
end
end

stars= gemini;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;
fi= 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter(r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek (1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2xsin(t),mag(i),’b.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1l)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’b.")

35




end
end

stars= virgo;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fi= 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)"2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2+sin(t),mag(i),’b.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek (1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2x*sin(t),mag(i),’b.”)
end
end

stars= aquila;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;
fi= 1.5—1i;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))]| + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
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scatter (r2%cos(t),r2%sin(t),mag(i),’k.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1)) + pi;
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),’ ’k.”)
end
end

stars= pisces;
mag= stars (:,5);
mag= 400%10.~(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;
v= 2xpixv/360;
fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;
fim 1.5—fi;
r=tan (v);
subplot (1,2,1)
hold on
scatter (r.xcos(fi), r.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
subplot (1,2,2)
hold on
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
for i=1:length(v)
L = cot(v(i)/2);
vek = [Lxcos(fi(i)), Lxsin(fi(i))] + phixa;
r2 = tan(2xacot (sqrt(vek(1)"2 + vek(2)°2)));
if (vek(1) >= 0)
t = atan(vek(2)/vek(1));
scatter (r2xcos(t),r2*sin(t),mag(i),’r.")
elseif (vek (1) < 0)
t = atan(vek(2)/vek(1)) + pi;
scatter (r2%cos(t),r2%sin(t),mag(i),’r.”)
end
end
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C Kod for Lorentztransformationen av himmelssfaren

b2 = 1; b3 = 1; %Variera dessa v rden f r olika hastigheter.

stars= cass;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fie 1.5— fi:

x=tan(v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

title (v = 7)

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

title (v = 7);

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= lillbjo;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

38




55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

105

106

107

108

110

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’b.”)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= stobjo;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= ceph;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x)

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan(v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= orion;

39




mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fim 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan(v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= perseus;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5— fi:

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x);

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, ’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= cygnus;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

40




v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;

fi= 2xpixfi /24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])

x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= leo;

mag— stars (:,5);

mag= 400%10.” (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fie 1.5 fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= pegand;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fim 1.5—fi;

41




x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= hercules;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi /24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= bootes;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—1i;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);
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subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= auriga;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2%pixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’g.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= taurus;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;

fim 1.5— fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
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x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= gemini;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi— 1.5— fi:

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x);

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= virgo;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan(v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’b.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);
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subplot (1,2,2)
hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’b.’)

axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= aquila;

mag— stars (:,5);

mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fie 1.5 fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.’)

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, ’k.’)

axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= pisces;

mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fim 1.5—fi;

x=tan(v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'r.

axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'r.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
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%S?dra

stars= crux; %dyker upp vid b = 8
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, ’'b.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’b.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= libra; %dyker upp vid b = 2
mag= stars (:,5);

mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi— 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x)

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’g.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan(v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’g.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= grus; %dyker upp vid b = 4.5
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mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fim 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan(v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= scupltor; %dyker upp vid b = 4;
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;

v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;

v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;

fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5— fi:

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x);

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'k.’)
axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= piscisau; %dyker upp vid b = 3.5
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;

v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;

v=90—v;
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v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi /24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’y.

axis([—-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’y.

axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= capricorn; %dyker upp vid b = 2.5
mag— stars (:,5);

mag= 400%10.” (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi— 1.5— fi:

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’b.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'b.

axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= scorpius; %dyker upp vid b = 3
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;

v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;

v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;

fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;
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x=tan (v/2);
x=x/b2;
v2=2xatan (x) ;
r2=tan (v2);
subplot (1,2,1)
hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,y.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’y.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= coronaaus; %dyker upp vid b = 4
mag= stars (:,5);

mag= 400%10."(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi /24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'k.

axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'k.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= lupus; %dyker upp vid b = 4
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—1i;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan (v2);
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671

673

674

675

676

678

679

680

681

683

684

685

686

688

689

690

691

693

694

695

696

698

699

701

702

703

704

706

707

708

709

711

712

713

714

716

717

718

719

721

722

723

724

726

subplot (1,2,1)
hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'c.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'c.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= carina; %dyker upp vid b = 6
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2%pixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'r.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x);

r3=tan(v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, ’'r.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= sagittaurus; %dyker upp vid b = 3
mag= stars (:,5);

mag= 400%10.”(—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2%pixfi/24;

fim 1.5— fi;

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x) ;

r2=tan(v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'r.

axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
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x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’'r.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= centaurus; %dyker upp vid b = 3.5
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;

v=stars (:,1)+ stars(:,2)/60;

v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;

fi= 2xpixfi/24;

fi— 1.5— fi:

x=tan (v/2);

x=x/b2;

v2=2xatan (x);

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])

x=tan (v/2);

x=x,/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);

subplot (1,2,2)

hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag, 'm.’)
axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5])

stars= aquarius; %dyker upp vid b = 2
mag= stars (:,5);

mag= 400%10." (—mag/3.5) ;
v=stars (:,1)+ stars(:,2) /60;
v=90—v;

v= 2xpixv/360;

fi=stars (:,3)+stars (:,4) /60;
fi= 2xpixfi/24;

fi= 1.5—fi;

x=tan(v/2);

x=x/b2;

v2=2%atan (x) ;

r2=tan (v2);

subplot (1,2,1)

hold on

scatter (r2.xcos(fi), r2.xsin(fi), mag,’y.’)
axis([-1.5 1.5 —1.5 1.5])
x=tan (v/2);

x=x/b3;

v3=2xatan (x) ;

r3=tan (v3);
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785

786

subplot (1,2,2)
hold on

scatter (r3.xcos(fi), r3.xsin(fi), mag,’y.’)

axis([—=1.5 1.5 —1.5 1.5])
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