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Resumen

La computacién clasica forma parte de nuestro dia a dia y ha sido uno de los
pilares que ha impulsado la innovacién en las tltimas décadas. Sin embargo, hay
problemas que esta tecnologia no es capaz de resolver o es muy poco eficiente
hacerlo de esta manera. Aqui es donde entra en juego la computacién cuantica,
campo en el cual se estan alcanzando progresos significativos. La principal diferen-
cia entre la computacion clésica y la cuantica es que en esta ultima se hace uso de
fenémenos cuanticos, tales como la superposicion y el entrelazamiento. Para ello
la computacion cuantica se basa en el uso de qubits o bits cuanticos, dejando de
lado los bits clasicos y los sistemas logicos empleados por los sistemas informaticos
convencionales. Esta tecnologia resulta de gran interés actualmente por su enorme
potencial, que supone la posibilidad de revolucionar el mundo de la computacion.
Una misma tarea puede tener diferente complejidad en computacion clasica y en
computacién cuantica, lo que ha dado lugar a una gran expectacion. También
permite la resoluciéon de problemas intratables anteriormente. En general, los or-
denadores cuanticos, debido a su gran capacidad de manejo de datos, nos ofrecen
la posibilidad de impulsar grandes avances en diversos campos, desde la ingenieria

hasta la investigacion farmacéutica, por ejemplo.

En este trabajo se aborda el estudio del algoritmo cuantico de Grover, que re-
suelve el problema de encontrar una entrada en una base de datos desestructurada.
En primer lugar se introducen los conceptos basicos para la comprension del al-
goritmo, tales como el oraculo y la amplificacion de amplitud. Posteriormente se
tratan las mejoras respecto de los algoritmos de busqueda clasicos y el hecho de
que el algoritmo de Grover es 6ptimo. Esto completa la parte de desarrollo ted-
rico. Posteriormente se presenta una componente de simulaciéon en la plataforma
IBM Quantum FExperience para las diferentes situaciones propuestas. Mas tarde se
lleva a cabo la implementacion real del algoritmo en los ordenadores cuanticos de
IBM asi como la implementacion mitigando en cierta medida el error propio de los
ordenadores cuanticos. Finalmente, se comentan algunas aplicaciones dentro del

gran abanico de aplicaciones existentes a dia de hoy.

Palabras clave: Algoritmo de Grover, algoritmo cuantico de bisqueda no es-

tructurada, computacion cuantica, IBM Q, Qiskit



Abstract

Classical computing is part of our daily lives and has been one of the pillars
that has driven innovation in recent decades. However, some problems cannot eit-
her be solved by this technology or the above-mentioned approach is inefficient.
Thereafter, quantum computing comes into play, a field of study in which signifi-
cant progress is being made. The main difference between classical and quantum
computing is that the latter makes use of quantum phenomena, such as superposi-
tion and entanglement. Thus, quantum computing is based on the use of qubits or
quantum bits. Consequently classical bits and logical systems used by conventional
computer systems are left aside. This technology is currently of great interest be-
cause of its enormous potential, which represents the possibility of revolutionizing
the world of computing. A given task may present different level of complexity in
classical and quantum computing, which carries a high level of expectation. This
approach has allowed to achieve solutions to previously intractable problems in
computational science. Overall, quantum computers, due to their great capacity
of data management, allow us to trigger a breakthrough in several fields, from

engineering to pharmaceutical research, for example.

This paper is focused on the study of Grover’s quantum algorithm, which sol-
ves the problem of finding an input in an unstructured database. First, the basic
concepts are entered so as to understand the algorithm, both the oracle and the
amplification of amplitude. The improvements over classical search algorithms and
the fact that Grover’s algorithm is optimal are discussed. This completes the de-
velopment of the theoretical part. After that, a simulation component is presented
on the IBM Quantum Fxperience platform for the suggested scenarios. Later, the
real implementation of the algorithm in IBM quantum computers is performed,
as well as the implementation mitigating the error inherent in quantum compu-
ters. Finally, some applications are discussed within the wide range of applications

existing nowadays.

Key words: Grover’s algorithm, quantum unstructured search algorithm, quan-
tum computation, IBM Q, Qiskit
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1. Introduccion

1.1. Conceptos basicos asociados a qubits

Un bit clasico es la unidad bésica de informacién de la computacion. Este puede
tomar los valores 0 6 1, es decir, se encuentra en un estado inequivoco. Por otra
parte, un qubit o bit cudntico es la unidad unidad minima y constitutiva de la
teoria de la informacién cuantica. Se puede definir como un sistema cudntico de dos
niveles o estados, siendo estos 0 y 1. Por tanto, el qubit es un concepto analogo al
bit clasico con la diferencia fundamental de que, al tratase de un sistema cuantico,
se puede definir un estado arbitrario como una superposiciéon de estos dos niveles

con diferentes pesos.
[¥) = al0) +5[1) (1)

La base computacional en el caso de trabajar inicamente con un qubit es:

o) - H 1) - m @)

Cabe destacar que estos vectores que pertenecen a un espacio de Hilbert. Nétese
también que estos vectores son ortonormales, formando asi una base. Matemati-
camente la interpretacion de un estado es la de un vector de médulo unidad en un
espacio vectorial complejo bidimensional, que indica que el estado estd normaliza-

do. La condicién necesaria para la normalizacion es:
al* +(6]* =1 (3)

A su vez, los coeficientes |a|? y |3|? corresponden a la probabilidad de encon-
trar el sistema en uno de los estados de la base computacional. Naturalmente, la
probabilidad total debe ser la unidad. La interpretacion en cada caso es que, una
vez medido el sistema, existe una probabilidad de |a|* de encontrarlo en el estado
fundamental y una probabilidad de |3|? de que se encuentre en el estado superior.

Es decir, medir un qubit es forzar a que este se encuentre en un estado concreto.

Con el fin de comprender los conceptos anteriores y visualizar el estado de un
unico qubit usualmente se recurre a la representacion geométrica de la figura 1.

Atendiendo a dicha figura se puede reescribir la expresion 2 como:

[0) = cosf|0) + e’ sind|1) (4)
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donde los angulos son ntimeros reales y definen un punto en una esfera tridimen-
sional. Esta esfera recibe el nombre de esfera de Bloch y proporciona una sencilla

manera de visualizar el estado de un qubit.

Ty

Figura 1: Estado arbitrario de un qubit en la esfera de Bloch.

Pese a tener infinitos puntos sobre la superficie de la esfera la informacion que
un qubit contiene es finita. Esto se debe al propio comportamiento del qubit. Como
se ha comentado anteriormente, al realizar la medida tinicamente se encuentra al

sistema en uno de los dos estados de la base computacional.

Si se trabaja con un nimero mayor de qubits se debe hacer uso de otra ba-
se computacional, una que sea adecuada. Analogamente al ejemplo anterior, si

tenemos dos qubits la base es:

100) = 01) = 10) = 11) = (5)

oS O O =
o O = O
o = O O
o O O

Asi, un estado arbitrario se puede expresar como superposicién de estos 4 esta-
dos:
[¥) = a|00) + 5]01) + ~[10) + n[11) (6)

con |a|? 4+ |8]? + |v|* + |n]* = 1. La interpretacién es analoga al caso anterior pese
a que no existe una generalizacion simple de la esfera de Bloch cuando la cantidad

de qubits es superior.
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En general, un ordenador cudntico con n qubits puede representar una super-
posicion arbitraria de N = 2" estados simultaneamente. Es precisamente este
comportamiento el que habilita una capacidad de procesamiento mucho mayor en

computacién cudntica. [6] [14]

1.2. Computaciéon cuantica

Los ordenadores clasicos realizan calculos y procesan informacién utilizando el
modelo clasico de computo, donde la informacién se reduce a bits y el procesa-
miento se puede realizar a través de puertas légicas simples. En cualquier punto
del célculo, el estado esta completamente determinado por los estados de todos
sus bits. En cambio, la computacién e informacion cuantica es el estudio de las
tareas de procesamiento de informacién que se pueden lograr utilizando sistemas
cuanticos. Una computadora cudntica utiliza la mecanica cuantica para que pueda
realizar el computo. ;Se puede simular un circuito légico clasico usando un circuito
cuantico? La respuesta a esta pregunta es si ya que los aspectos del mundo que
nos rodea, incluidos los circuitos logicos clasicos, pueden explicarse utilizando la
mecanica cuantica. La razén por la que los circuitos cuanticos no se pueden usar
para simular directamente los circuitos clasicos es que las puertas légicas cuanticas
unitarias son reversibles, propiedad que tan solo algunas puertas logicas clasicas
muestran. Por tanto, cualquier circuito clasico puede ser reemplazado por uno

equivalente cuantico que contenga tinicamente elementos reversibles.

La ventaja de la computacién cudntica es que pueden realizarse cierta clase de
calculos de manera mas eficiente utilizando qubits y puertas cuanticas. El parale-
lismo cudntico es una caracteristica fundamental en muchos algoritmos cuanticos y
consiste en la superposicién uniforme de los estados de la base. Asi las computado-
ras cuanticas pueden evaluar una funcién para varios valores diferentes de entrada

simultaneamente, lo que supone explotar asi capacidad de un ordenador.

A dia de hoy conocemos algoritmos cuanticos que suponen una mejora con res-
pecto al caso clasico, como el algoritmo de Grover o la transformada de Fourier
cuantica. ;Qué otros problemas pueden resolver los ordenadores cuanticos mas ra-
pidamente que los ordenadores clasicos? La respuesta no la sabemos. El disefio de

algoritmos para ordenadores cuanticos es complejo por diversos motivos y supone
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un gran desafio. Primero, nuestra intuicion humana esta anclada al mundo clasi-
co, por lo que para disenar buenos algoritmos cuanticos uno debe dejar de lado
dicha intuicion clasica para al menos parte del proceso de diseno. Ademaés, para
que un algoritmo cuantico sea realmente interesante debe ser mejor que cualquier

algoritmo clésico existente. [6]

Fisicamente, en computacion cudntica se utiliza el estado cuantico de un objeto
para producir qubits, que generalmente son particulas subatémicas como electrones
o fotones. Los ordenadores cuanticos de IBM, que son los que se utilizan poste-
riormente, estan basados en circuitos superconductores de un tamano del orden
de micras. Se utilizan materiales como el aluminio a muy baja temperatura (del
orden de mK habitualmente) que se convierten en superconductores. Los electro-
nes entonces forman un condensado de Bose-Einstein de parejas de electrones y
quedan descritos por una unica funcién de onda. Cada qubit esta formado por
al menos dos superconductores con fases 0, y 6. Estos conductores, ademas, se
encuentran separados por un material aislante de espesor atémico y esta union
tinel se conecta a un circuito LC superconductor. La energia electromagnética
del circuito depende del factor #; — 65, por lo que las fases juegan un importante
papel en este contexto. Por otra parte, el Hamiltoniano efectivo se corresponde
con el de un oscilador armoénico con términos no lineales, por lo que el circuito
presenta un espectro discreto con niveles no equidistantes. Los estados cuanticos
asociados a dichos niveles describen la distribucion de probabilidades de la fase
de los superconductores y, por tanto, los valores de la corriente del circuito. Mas
concretamente, un qubit esta formado por los dos estados de méas baja energia del

circuito superconductor. [3] [4] [14]

Generar y administrar qubits es un desafio cientifico a dia de hoy. Otras estra-
tegias no consisten en utilizar circuitos superconductores enfriados a muy bajas
temperaturas sino que confinan atomos individuales en un chip de silicio en ca-
maras de ultra alto vacio, por ejemplo. En cualquier caso el objetivo es aislar los

qubits para obtener un estado cudntico controlado. [3]
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Figura 2: Resistencia en funcién de temperatura para algunos metales (a) [3], ordenador
cuantico propiedad de IBM (b).

1.3. Puertas cuanticas y simbolos de los circuitos

Los cambios que ocurren sobre un estado cuantico se pueden describir mediante
el lenguaje de la computacion cuantica. Un circuito cudntico es un conjunto de
bits, qubits y puertas cuanticas que nos permiten transmitir y manipular la infor-
macién cuantica. De esta manera, cualquier algoritmo cuantico se expresa como
una secuencia de puertas légicas cuanticas que actiian sobre uno o varios qubits.
En la tabla 1 se presentan las puertas logicas de un qubit utilizadas a lo largo del

escrito.

Nombre Simbolo Forma matricial
0 1
Pauli-X / NOT Lo
1 0
Pauli-Z 1z} 0 1

Hadamard 1 L1

1 -1

S

Tabla 1: Puertas cuanticas que actian sobre un qubit.
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Debemos tener en cuenta que, por el hecho de trabajar sobre un tinico qubit,
estas puertas quedan descritas por matrices de dimensiéon dos en la base compu-

tacional. Acorde a la definicién trabajan de la siguiente manera:
X[0) =11)  X|1) =10) (7)
Z0) =0)  2[1) = —[1) (8)
e 750~ 11) ©

Podemos considerar las puertas cuanticas como rotaciones en la esfera de Bloch.

H]0) = —=([0)+ 1)  H[1) =

Por ejemplo, la puerta Hadamard se trata de una rotacién de 90° sobre el eje y

seguida de otra de 180° sobre el eje z.

|0)

Figura 3: Puerta Hadamard aplicada sobre el estado inicial %(!O) +11)).

Un requisito imprescindible para que las puertas cuanticas sean validas es que
conserven la normalizacién al actuar sobre un estado. Esto quiere decir que si una
puerta cuantica actiia sobre un estado [¢)) = «|0)+]1) que cumple |a|>*+|5|*> =1
y el resultado es [¢') = ’|0) + '|1) se debe verificar también |o/|* + |F'|*> = 1.

Esto se traduce en que la puerta cuantica debe ser unitaria. La condicion es:
Ul =0U"=1 (10)

donde I es la matriz unidad, U la representacién matricial de la puerta y U matriz

adjunta de U. Esto se puede demostrar facilmente.

{alb) = UlalUb) = (alUTUb) (11)
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Como condiciéon necesaria se obtiene la expresion 10. Esta es la tnica res-
triccién sobre una puerta cuantica y conlleva que todas las operaciones que se
pueden realizar en un ordenador cuantico son reversibles. Si existe una puerta
U que transforma |z) en |f(z)) existe U™t = UT que devuelve el estado inicial
U f(z)) = U 'U|z) = |z). Se considera que una puerta logica reversible se ca-
racteriza por poder deducir cual debe haber sido la entrada dada la salida. Por
otro lado, una puerta es irreversible si dada la salida, la entrada no esta totalmente
determinada. Otra forma de entender la irreversibilidad es pensar en términos de
informacion. Si una puerta logica es irreversible se pierde parte de la informacién
de entrada cuando la puerta funciona. Por el contrario, en un calculo reversible,

no se pierde informacion.

Existe ademéas una clara conexion entre el consumo de energia y la irreversibili-
dad segun el principio de Landauer, que enuncia que al borrar un bit de informacién
la energia disipada es al menos kg T'In2, donde kg es la constante de Boltzmann
y T' la temperatura ambiente del entorno. Desde un punto de vista termodinamico
la pérdida de informacién que se produce cuando el nimero de salidas es inferior

al de entradas se traduce en un aumento de la entropia en la misma cantidad.

En este contexto, es importante destacar que la puerta Hadamard coincide con
su adjunto, es decir, H' = H. Como consecuencia se cumple HH = 1, que quiere
decir que para deshacer la accién de una puerta Hadamard sobre un qubit tan
solo debe aplicarse de nuevo dicha puerta. Esto serda de utilidad mas adelante.
Otra consecuencia de la propiedad anterior es la imposibilidad de implementar
funciones irreversibles de un qubit con puertas que actiian tnicamente sobre un
qubit. Para ello debemos recurrir a puertas logicas de dos qubits. En la tabla 2 se

muestran las que se utilizan en secciones posteriores.

En este caso las puertas presentadas quedan descritas por matrices de dimension

cuatro acorde a la base computacional. El efecto de estas puertas es el siguiente:
CNOT|10) = |11) CNOT|11) = |10) (12)
CZ|11) = —|11) (13)

Al aplicar las puerta anteriores sobre los estados restantes de la base estos que-

dan inalterados. Nétese que estas puertas acttian sobre el qubit inferior (objetivo)
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Nombre Simbolo Forma matricial
Controlled-NOT / -1 1000
CNOT D 0 100

00 01

0010

1 00 0

010 O

Controlled-Z / CZ 001 0
000 -1

Tabla 2: Puertas cuanticas que actian sobre 2 qubits.

en funcién del estado del qubit superior (de control). Si el estado del qubit de
control es el excitado si actian mientras que si es el fundamental el qubit objetivo
queda inalterado. Como en el caso de puertas cuanticas de un qubit, las matrices

son unitarias.

La tnica puerta de 3 qubits que se utiliza posteriormente es la puerta CCNOT.
Esta es una puerta NOT doblemente controlada y recibe el nombre de puerta
Toffoli. Su accién es aplicar sobre el qubit objetivo la puerta NOT si los dos qubits

de control se encuentran en el estado |1).

Cabe destacar que cada una de las puertas anteriores admite variaciones por el
hecho de ser controladas. Si el qubit de control va acompaiiado de una puerta NOT
a la derecha y otra a la parte izquierda significa que la puerta del qubit objetivo
actia si el qubit de control es |0) en vez de |1). La demostracién se encuentra en el
anexo 1. Utilizamos esta caracteristica para evitar mas calculos de los necesarios en
secciones posteriores pese a que no es posible implementar las puertas modificadas

directamente.

Otro de los simbolos de gran importancia, que marca el final de la mayoria
de los algoritmos cuédnticos, es el del operador medida. Este operador proyecta
el estado cuantico sobre los estados de la base computacional. Esto significa que
convierte un qubit en un bit probabilistico. Los tltimos simbolos son los propios
bits, en los cuales realizamos las operaciones anteriores. Tenemos el bit clasico,

que se representa mediante un tnico cable, y el cudntico, que se presenta mediante
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un par de cables. Un conjunto de n bits también se presenta simplificado como un
doble cable indicando el nimero de bits agrupados. Cabe destacar que el tiempo

representado de esta forma avanza hacia la derecha. [6]

i

N

(a) (b)

Figura 4: Puerta Toffoli (a), equivalencia de puertas (b).

Figura 5: Operador medida actuando sobre un qubit (a), circuito formado por dos

qubits y dos bits (b).

2. Algoritmo de Grover

2.1. Descripcion del problema

El algoritmo de Grover es un algoritmo cuantico para resolver un problema
de busqueda en el que dados un total de N candidatos, inicamente M < N
elementos son solucién del problema. Un ejemplo habitual para ilustrar el problema
es el de encontrar una carta dentro de una baraja. Para trabajar se etiquetan los
N candidatos con un indice en el rango 0 < x < N — 1, de manera que no
existe un patréon reconocible que permita encontrar una guia para reconocer las
soluciones. Se trata por tanto de un problema desestructurado ya que no se obtiene
informacion 1til al hallar que ciertas posibilidades son incorrectas, aparte de la

propia confirmacion de que ese elemento no es soluciéon. En otro casos, el hecho
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de determinar que ciertos elementos no son soluciéon permite eliminar otros y, por
tanto, limitar la bisqueda de una solucién. Estos problemas reciben el nombre de

busqueda estructurada.

El coste computacional de resolver el problema viene dado por el ntimero de
llamadas al oraculo, que es la diferencia mas importante entre el caso clasico y el
cuantico. Por tanto, cuantas menos llamadas al ordculo se necesiten mas eficiente
es el algoritmo de busqueda tedricamente. Usando algoritmos clasicos, en el caso
de tener N entradas se necesitan de media N/2 repeticiones del algoritmo para
encontrar la solucién. Esto se debe a la necesidad de comprobar cada una de las op-
ciones individualmente. En el peor de los casos son necesarias N comprobaciones.
El coste clasico es entonces O(N). El algoritmo de Grover o algoritmo de bisqueda
no estructurada permite agilizar este proceso de manera que el nimero de ope-
raciones necesario es O(v/N) . Esto supone que el algoritmo de Grover introduce
una mejora cuadratica, tal como se demuestra més adelante. En el caso de tener

mas de una solucién clasicamente se tiene O(%) mientras que cuanticamente es

O(ﬁ), por lo que la mejora sigue siendo cuadratica. [2] [6] [9]

2.2. Estructura general del algoritmo de Grover

El algoritmo de Grover para resolver una busqueda en una lista de elementos

x € N = 2" tiene la estructura dada por el circuito cuantico de la figura 6.

0 — e — = -

1) I ) S

Figura 6: Esquema del circuito del problema de biisqueda.

En este circuito vemos dos tipos de qubits. Los n qubits de la parte de arriba,
que permiten almacenar N = 2" entradas, y el qubit del espacio de trabajo. Este

circuito esta organizado en las siguientes etapas:
1. Preparaciéon del estado cuantico inicial
2. Oréaculo

3. Amplificacién de amplitud
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4. Repeticion de los pasos 2 y 3 si es necesario.

5. Lectura

Los puntos 2 y 3 se engloban en llamado el operador de Grover, denotado G en
la figura 6. Como se explica posteriormente, se aplican cuantas veces sea necesario.

A continuacién explico el funcionamiento del circuito, comenzando por el oraculo.

[6]

2.3. Oraculo

Se comenta ahora uno de los puntos clave del algoritmo: el oraculo. El oraculo
es una funcién cuyo comportamiento consiste en marcar el elemento solucién del
problema de busqueda. A esta funcién se le llama f y toma como entrada los
indices de los elementos de tal forma que devuelve un 1 si es soluciéon y un 0 si no

lo es. Se puede expresar de la siguiente manera:

1 st |x), = |Tw)
f(z) = (14)
0 si |T)n # |Tw)

donde |z,,) hace referencia a la solucién del problema y |z;) al resto de elementos.
Para comenzar podemos tratar al oraculo como una caja negra con la habilidad
de reconocer la solucién al problema. En principio se podria pensar que el oraculo

es como se presenta en la figura 7.

Figura 7: Oraculo no valido.

Sin embargo, esta propuesta para el oradculo no es vilida ya que esta no es
unitaria ni reversible. Una manera véalida de plantear el oraculo es la que aparece

en la figura 8.
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Z)n —" |2)
O
lq) lq @ f(x))

Figura 8: Primera manera de implementar el ordculo (haciendo uso de un qubit del

espacio de trabajo asociado a él).

Asi se puede establecer que el ordculo trabaja de la siguiente manera:

O(lx)nlg)) = lx)nlg ® f(2)) (15)

donde |z), es el elemento del espacio de busqueda, @ representa la suma en médulo
2y |q) es el qubit adicional de trabajo del ordaculo. Como resultado de la expresion
anterior, este ultimo qubit es intercambiado si se evalta la solucién al problema y
queda inalterado si no se da el caso.

Al aplicar el oraculo tal y como se ha definido es ttil hacerlo habiendo iniciali-
zado |q) al estado |1) . Posteriormente se aplica una puerta Hadamard, por lo que
en el espacio de trabajo del oraculo se tiene:

1

V2

Se aplica entonces el siguiente paso del oraculo, que denotamos O’. Si se trabaja

Hig) = H[1) = —=(]0) — |1)) (16)

con una solucion al problema de buiisqueda el resultado es:
1
V2
De lo contrario quedaria:
1 1

O’Iwz>ﬁ(|0> —0) = |$z>ﬁ(|0> - D) (18)

Por tanto, se puede expresar la accion del oraculo hasta el momento de la

O'li) <|o>—|1>>=rxw>j§<—|o>+|1>>=—|xw>12<|o>—|1>> (17)

siguiente manera:

1 1

0/|w>n\/§(\0> - 1)) = (—1)f(‘"’”)|w>n\/§(\0> - 1) (19)

Por ltimo se aplica de nuevo una puerta Hadamard al espacio de trabajo del
oraculo, completando la accién del oraculo completo O. Queda entonces:
1

(—1)f(x)!x>nH\/§

(10) = [1)) = (=1)" @) 1) (20)
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Nétese que para construir O simplemente se acompana a O’ de dos puertas
Hadamard, una antes de actuar y otra después, siempre en el espacio de trabajo
del oraculo. La primera puerta H se puede explicar por como se ha inicializado el
qubit y la segunda devuelve el qubit al estado |1) para que no sufra cambios. Por

tanto, la acciéon completa del ordculo es la siguiente:
Olz)al1) = (=1)7@z),[1) (21)

El qubit del espacio de trabajo del oraculo no sufre modificacién alguna, por lo

que se puede omitir de la discusion.
Olz), = (=1)/@|z),, (22)

La anterior descripcién del oraculo es andloga a la que aparece en la figura 9.

@) —O0f—  (=1)/@|x),

Figura 9: Segunda manera de implementar el ordculo (en ausencia de qubits del espacio

de trabajo asociado a él).

Al implementar el oraculo de esta manera no es necesario trabajar con qubits

extra en el espacio del oraculo y si se trata de un operador valido.

Una vez realizada la discusion anterior sobre el propio funcionamiento del oracu-
lo queda claro que se puede tratar con como una caja negra. Se podria llegar a
pensar que se necesita saber cudl es el elemento solucién al problema para marcar-
lo, lo cual no tendria sentido. El concepto clave esta en que que el oraculo no sabe
qué elemento es la solucion pero si es capaz de reconocerlo. A la hora de construir
el oraculo si se necesita saber la soluciéon al problema pero no qué elemento es
dicha solucién. [6] [7]

2.4. Procedimiento

Se empieza aplicando aplicando una puerta Hadamard a cada uno de los n
qubits del espacio de trabajo principal, que inicialmente estaban preparados en el

estado |0). El estado inicial se denota entonces como:

[¢0) = 10)n (23)
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mientras que el siguiente se puede escribir como superposiciéon uniforme de los

elementos de la base computacional:

1) = H""[tho) = Z |%)n (24)

Esta ultima expresién se puede obtener a partir de la definicién general de la

puerta de Hadamard, que es:
1
Hlz) = — 1)*ly) (25)
A5C

Por tanto:

H®"|x), = H®"|Zp 1Tp_2...To) = H|xn_1>...H|xo>
1

1
= ﬁ S (=1)prnty, ) Z 1?7y,

Yn—1=0 yo 0

Z Z Y0 Ty )
Z D™ [y)n (26)

La expresion 26 es equivalente a la expresion 24. Con ello se consigue partir
de una funcién de onda que tiene la misma probabilidad de colapsar en cada uno
de los estados de la base. Este concepto se conoce como paralelismo cuantico, ya

comentado anteriormente.

Ahora hacemos una observacién que resulta crucial para entender el funciona-
miento del algoritmo. Es posible representar el estado de la expresiéon 24 como
superposicion lineal de dos estados ortogonales, tal y como se indica la figura 10.

Mateméaticamente se escribe:
[Y1) = sinb|xy,) + cosb|x;) (27)

donde |x,,) es el estado solucién (suponemos M = 1 para mayor claridad) y |z;) es
la combinacién lineal uniforme de los estados no solucién. Tal como se han definido

los conceptos se tiene que el angulo es:

1
0 = arcsin{x;|11) = arcsin—= (28)

VN
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%)

[41)
9 IT[) ":"Jl}

L

» estiados
base

(a) (b)

Figura 10: Estado |¢1) en la base de los estados solucién y no solucién al problema de

biisqueda (a), amplitudes de dichos estados (b).

A continuacion se aplica el operador de Grover tantas veces como sea necesario.
Esta subrutina estd compuesta por varias puertas. En primer lugar se aplica el
oraculo. Tal como se ha definido su funcién es cambiar el signo de elemento soluciéon
al problema. Ahora no nos centramos en cual de las dos maneras de implementar
el oraculo utilizar ya que el funcionamiento es analogo. El estado resultado de esta

operacién es:

[tha) = Olipy) = —sinb|x,) + cosb|x;) (29)

Geométricamente, el ordculo realiza una reflexion del vector |¢;) alrededor de
|z;), como indica la figura 11. La amplitud del estado |z,,) es ahora negativa. Como
consecuencia, la media de las amplitudes disminuye pese a no afectar a los demés

valores.

A continuacion se debe introducir una puerta Hadamard en cada uno de los n
qubits del espacio de busqueda. Seguidamente se aplican el operador cambio de
fase y, de nuevo, una puerta Hadamard a cada uno de los n qubits. El operador

cambio de fase introduce una fase ™ = —1 a cada estado excepto al fundamental.
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%)

A

i)
[¥1)
’ ) o
\/F
O|v1)
base

‘ v estados

(a) (b)

Figura 11: Estado |19) en la base de los estados solucién y no solucién al problema de

biisqueda (a), amplitudes de dichos estados (b).

La funcién del operador cambio de fase es la siguiente:
510}, =10}, Slz)n = —[2)n (30)

donde |z),, hace referencia al resto de estados de la base computacional en este

contexto. Una sencilla manera de expresar esta puerta es la siguiente:
S =2|0),(0], — 1 (31)
Con las puertas Hadamard:
HEMSHE™ = HE(2]0), (0], — [)H®" = 2[u ) {vn] — 1 (32)

Aplicando J = 2|¢1)(¢)1| — I sobre un estado general 1)) = >, axlk), se

obtiene:

Cln) (] — 1) <Zo¢k|k )-22ak|1/11 (lk)s ~ Sl
=235 L X el — 3l
zzzkjﬁ‘v’“zmj\xn—gkjak\kn
= Xk:[—ak + 2(a)][k)n

(33)
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Anteriormente se ha tenido en cuenta que el valor medio de o4 viene dado por
la expresion (a) = >, G¢. La operacién J = (2|¢1) (11| —I) es la inversion sobre el
promedio y se conoce como como operador inversion. Para facilitar la visualizacion

geométrica se desarrolla la accién de este operador sobre el estado [t)s).

|1/13> = J|¢2>
= (2’¢1><¢1‘ - I)|¢2>
= 2(—sin?0 + cos®0)[Ph1) — [1b2) (34)

= (—4sin’0 + 3sind)|x,) + (4cos*) — 3cosh)|z;)
= sin(30)|z,,) + cos(30)|x;)

Esto es analogo a decir que J realiza una reflexion sobre el vector |¢)1), como se

indica en la figura 12.

|Zw)
G |tn)
A
| 1¥1)
30
0 1)
4 x
1
Olv1) TN
| | L estados
base

(a) (b)

Figura 12: Estado |¢3) en la base de los estados solucién y no solucién al problema de

bisqueda (a), amplitudes de dichos estados (b).

Todos estos pasos corresponden al operador de Grover, que se puede expresar

CO1mo:

G=J0= (2|¢1><¢1| - I)O (35)

La representacion del operador de Grover en el circuito se muestra en la figura

13.
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!@%%O H®n
l7)

Figura 13: Esquema del operador de Grover.

Cabe destacar que en el caso de utilizar el qubit extra del espacio de trabajo

del ordculo debe inicializarse de la manera comentada.

De acuerdo a la definiciéon del operador de Grover tenemos que se trata de una
rotacién en el plano definido por |x,,) v |z;) al ser el producto de dos reflexiones
en ese mismo plano. Dicha rotacion es de 260 radianes (ver figura 12a) y tiene como
resultado desplazar el estado inicial de superposiciéon hacia el vector solucion. Esto
se traduce en una mayor probabilidad de medir el estado solucién una vez aplicado
el operador G al aumentar la amplitud del estado correspondiente (ver figura 12b).
Puede darse el caso de que con una unica iteracién no se obtenga un resultado
satisfactorio, por lo que convendria aplicar el operador de Grover repetidas veces.

Tras k aplicaciones del operador de Grover el estado resultante es:
Gqu>:a%n(@k%—nﬁ>mw>+wms<@k#—D9>Mﬁ (36)

La deduccion de esta expresion se encuentra en el anexo 6.2. Tedricamen-
te, para obtener el resultado deseado con total probabilidad se debe cumplir

sin<(2k + 1)9) =1, lo que implica que el nimero de repeticiones 6ptimo es:

=122 (37)

con a € Z. Este es el nimero de iteraciones que maximiza la amplitud del estado
solucion y un valor menor o mayor de este pardmetro disminuye la probabilidad

de éxito, es decir, de medir el estado deseado.

En el caso general (N > M > 1) se escribe:

1 /
’xw> :m%:k’?) (38)
1 "

donde |z,,) es una combinacién lineal uniforme de los estados solucién de la base

y |2;) una combinacién lineal uniforme del resto de estados. Por tanto:

) =\ o)+ Moy (10)
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Siguiendo los mismos pasos que en el caso M = 1 se llega de nuevo a la expresion
36. El ntmero de iteraciones queda inalterado pero se ha de tener en cuenta que
0 = arcsin(z|yr) = arcsim/%. Con esta expresion y la formula 37 se puede

escribir el limite superior del niimero de repeticiones éptimo:

T | N
k< —y|— 41
— 4\ M (41)
al tener
N
> sinf = |/ — 42
0 > sind 7 (42)

Como resultado se tiene entonces que el nimero de veces que se debe llamar
al operador de Grover (y con ello al ordculo) es O(,/4%). Esto supone una mejora

cuadratica respecto de las O(%) llamadas del algoritmo clasico.

>
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Figura 14: Probabilidades de éxito en el caso de N = 22 con M =1 (a) y en el caso
N =25con M =5 (b).

Con todo lo anterior se construye el circuito que permite resolver el problema de

bisqueda tratado [2] [6] [9]. El esquema bésico se presenta de nuevo a continuacion.

0)n, nl gen P

1) . —

Figura 15: Esquema de la solucién al problema de biisqueda.
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2.5. Algoritmo 6ptimo

El algoritmo de Grover no es simplemente un primer ejemplo de un algoritmo
cuantico que permite resolver el problema de busqueda no estructurada. Este al-
goritmo es 6ptimo, es decir, que cualquier otro que resuelva el mismo problema
debe llamar al ordculo como minimo el mismo nimero de veces. A continuacion
se demuestra que ningtin otro algoritmo cuantico puede realizar la misma tarea
usando menos de Q(v/N) llamadas al ordculo, demostrando asi que el algoritmo

de Grover es optimo.

Por simplicidad se realiza la demostracion en el caso de tener una tnica solu-
cién (M = 1), que se denota simplemente como |z) para simplificar la notacién.
Recordemos que para determinar el estado soluciéon se debe aplicar el oraculo, que

se puede expresar como O = [ — 2|x)(z|. Partiendo del estado [i) se definen:
Vi) = JkOJ—10...J10|1) (43)

|Vr) = Jedr—1J1|1) (44)

De este modo, [1f) es el estado resultante al aplicar el ordculo k veces y opera-
ciones unitarias intercaladas Ji, Ja, ..., Ji entre los ordculos. Por otra parte, |¢x) es
el resultado de aplicar inicamente los operadores .J. Se define también una medida

de la desviacién producida por el oraculo tras £ aplicaciones como:
Dy = 3| — vl (45)

Para simplificar la notacion a partir de este momento se omiten los kets de los

estados. En primer lugar se demuestra:
Dy, < 4k* (46)
por inducciéon. Para k = 0:
Dy = Z HW)J - %HQ =0
Se considera entonces que la expresion 46 es cierta para k. Para k + 1:

Dy =D |1t — il = D NUk100F — Upiate||? = Uk || D 1|OWE — |2
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= 2110w = will> = D105 — we) + (O = Dl
Por otra parte:
(O = Dw) = |w) = 2|z} (xle) — |[vn) = —2(x[vw)|2) (47)

Con la expresién 47 y haciendo uso de la desigualdad ||a + b||* < [|a|[* + ||b]]* +
2[|al| ||b]] con a = O(WF — i) y b = (O — )¢y, queda:

Dy < D (I — vell® + 4llvk — ¢l Kalvw)| + 4l )

Sobre el segundo término se aplica la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que se
2
formula como (Zi aibi> < ( ia?) (Zi bf) El resultado es:

1/2

Di1 SDk+4<;<||¢}f_¢k||2)1/2<;|<¢k|l‘>|> +4

Haciendo uso de la hip6tesis de induccion y la propiedad 3, [{(x|wr)]? = 1 se

obtiene:
Diy1 < D+ 4y/Dyp +4 <4k + 8k +4=4(k +1)?

Esta tultima expresion completa la inducciéon, por lo que podemos tomar la
expresion 46 como valida. Con esto termina la primera parte de la demostracién
de que el algoritmo de Grover es 6ptimo. Queda probar que Dy debe ser Q(N)
para que la probabilidad de éxito sea aceptable. A continuaciéon se trabaja con
una probabilidad de éxito de al menos un 50 %, por lo que se toma |(z| ¢f)> > 3.
Reemplazar |x) por ¢|z) no altera la probabilidad de éxito, por lo que se asume

[(x| ¥F)| = (x| ¥F) sin pérdida de generalidad. Se puede escribir:
[0 —2ll” =2 = 2/(z] ¥)| <2 - V2 (48)
Se define ahora Ejy = Y, |[f — z||?, por lo que se cumple:
Er < (2-V2)N (49)

Se define también Fy, = Y, ||z — ¢y||?>. Partiendo de la definicion de D y

desarrollando, se obtiene:

Dy =3[l — vll* = D21k — ) + (@ — ¥i)lI”
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> M@ —2)lI* =23 e — el 1o — 2l + 3 [le — ¢l l?

= Ey+ F = 2> [lo — o] [[¢5 — =]

2
> B+ Fy, — 2\ EyF, = (x/Fk - \/Ek> (50)

donde se han aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la propiedad ||a +
b2 > ||a||*+|b]|* = 2||al| ||b]| con a = (¥f —2z)y b= (x—1)). Se pretende ahora

hallar un limite inferior para Fj,.

Fi= X lla = wall* = 32 (1ol + Il = 2Re((ali)

T

> 37 (Il + llll = 2l ) = 2 — 2l

2N
:2N—ﬁ:2N—2\/N (51)

Combinando las expresiones 49, 50 y 51 se obtiene:

DkzN(,m—\/QN—\/z—\/ﬁ) (52)

Por tanto, se puede escribir:

para N suficientemente grande, donde ¢ es una constante que cumple ¢ < <\/§ —

2
V2 — \/§> . Recuperando 46 y 53 se obtiene finalmente:

k> ﬁ (54)

Este resultado indica que cualquier algoritmo de btisqueda que realice su funcién
con probabilidad de éxito de al menos 50 % debe hacer Q(v/N) llamadas al ordculo.

Este es el caso del algoritmo de Grover, por lo que se puede afirmar es 6ptimo. [6]

3. Implementaciéon en ordenadores cuanticos

En este capitulo discuto los circuitos cudnticos para implementar del algoritmo
de Grover en el caso especifico de N = 4 entradas, tanto en el caso con M =1
(una tinica solucién) como en el caso de tener varias soluciones. Finalmente también

muestro un ejemplo con N =8 y M = 2.
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3.1. Implementacion para una tnica soluciéon

En el caso de trabajar con 2 qubits en el espacio de busqueda se tienen N =
22 = 4 estados posibles. Cada uno puede tomarse como solucién, por lo que exis-
ten diversas elecciones del oraculo segin el elemento escogido. A continuacion se

presenta una tabla con diversas maneras de realizar la implementacién correspon-
diente. [6] [9]

Soluciéon  Operador de fase O Operador booleano O’
qi1
ds
q1 —o—
‘01> a1 Q2 ——
Sp HA 4 —D—
q1
q Py
|10> 1 q2
@ as
a qir —e—
‘ 1 1> q2 —e—
-2 4 —b—

Tabla 3: Ordculos utilizando y sin utilizar el qubit extra del espacio de trabajo del

mismo operador para cada una de las soluciones. Caso N =4y M = 1.

El operador cambio de fase no depende de la solucion deseada, por lo que la
unica dependencia viene dada por el nimero de qubits. De nuevo, tenemos varias

maneras de implementar dicho operador. [6]
aq @ —{X X

@ @
(a) (b)

Figura 16: Diferentes maneras validas de implementar el operador cambio de fase. Caso
N =4.
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Maés adelante se centra la atencion en el estado |00) como solucién y se rea-
lizan dos implementaciones: haciendo uso y prescindiendo del qubit extra. Las

representaciones de los circuitos implementados son las siguientes:

(a)

ds

Figura 17: Circuitos implementando n = 2 y M = 1 con solucién |00). Sin hacer uso
del qubit extra (a) y utilizando un qubit en el espacio de trabajo del oraculo (b). Los

elementos marcados de cada circuito son el ordculo y el cambio de fase, en ese orden. [6]

De ahora en adelante al circuito de la figura 17a se le conoce como escenario
1 y al de la figura 17b como escenario 2. Nétese que en la figura anterior los
circuitos implementados llaman una tnica vez al operador de Grover. Esto se debe
a que en el caso elegido (N =4y M = 1) tan solo es necesaria una llamada al
operador de Grover para obtener la solucién deseada con probabilidad maxima
segun la expresion 37. La demostracion de la validez de los oraculos y cambio de

fase presentados se encuentra en los anexos 3, 4 y 5.

3.2. Implementacion para varias soluciones

El objetivo de esta seccion es mostrar que si es posible tener como solucién mas
de un estado de la base computacional. Comenzamos con 2 qubits en el espacio de
bisqueda y 2 soluciones (N = 4, M = 2) y se nombra como escenario 3. Para este

caso se presenta como ejemplo el circuito de la figura 18. [6]
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Figura 18: Circuito implementandon = 2 y M = 2 con soluciones |01) y |10). Sin hacer
uso del qubit extra. Los elementos marcados son el oraculo y el cambio de fase, en ese

orden.

Segun la expresion 37 el nimero 6ptimo de veces que el circuito debe llamar
al oraculo no es entero. Por ejemplo, si a = 1 se tiene k = % y si a = 2 se tiene
k= % Como resultado, como se comenta mas adelante, la probabilidad de éxito es
baja. Se presenta entonces otro circuito que permita obtener mas de una soluciéon
al problema de busqueda. Se trabaja con 3 qubits en el espacio de bisqueda y 2
soluciones (N = 8, M = 2) ya que trabajar con 2 qubits y 3 soluciones es simétrico
a trabajar con 2 qubits y una tinica solucion, como ya se ha hecho anteriormente.
El ejemplo que se trabaja recibe el nombre de escenario 4 y es el mostrado en la
figura 19. [5]

G H e H X X

Figura 19: Circuito implementando n = 3 y M = 2 con soluciones |011) y |101). Sin
hacer uso del qubit extra. Los elementos marcados son el oraculo y el cambio de fase, en

ese orden.

La validez de los oraculos y cambio de fase presentados se muestra en los anexos
3y4.

3.3. Errores

Como se ha comentado anteriormente, la gran ventaja de la computacién cuan-
tica reside principalmente en el paralelismo cuantico de los qubits. Por otro lado,

el estado del arte de esta tecnologia emergente estd muy lejos de estar optimizado,
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de forma que generalmente la implementacion de circuitos cuanticos arroja resul-
tados diferentes de los que predice la teoria. Nos referimos a estas diferencias como
errores que hasta la fecha limitan el potencial de esta tecnologia. En esta seccién

se introducen los errores mas comunes asociados a los ordenadores cuanticos. [4]

= Error de medida. Existe una cierta probabilidad de que la medida sea inco-

rrecta y se obtengan resultados diferentes a los reales.

= Error de puerta. El hardware puede implementar una puerta de manera erré-
nea o incluso implementar una diferente, por lo que el resultado seria también
distinto. Por ejemplo, se pude dar el caso de que deseemos implementar la

puerta P y se implemente P + 0P .

» Decoherencia. Al preparar un estado en superposicién del tipo |0) + ¢|1)
se anade una fase aleatoria e impredecible de tal forma que el estado queda
como |0) + €®T99)|1). La dispersién de esta fase aumenta con el tiempo,
por lo que acaba quedando totalmente indefinida. Esta pérdida de coheren-
cia puede ser causada por vibraciones, fluctuaciones de temperatura, ondas

electromagnéticas y otras interacciones con el medio exterior.

» Relajacién o disipacién de energia. Los estados |0) y |1) corresponden a auto-
valores de energias diferentes del Hamiltoniano de un qubit. En concreto, el
estado |0) es el estado fundamental y |1) el excitado. Por tanto, si esta prepa-
rado este ultimo estado hay una cierta probabilidad de que, tras permanecer

un tiempo inalterado, se relaje y transite al otro estado.

» Cross Talking. Hace referencia a la probabilidad de modificar el estado cuén-

tico de un qubit diferente del que se hace uso.

Se debe tener también en cuenta la configuracion el propio ordenador cuéantico.
Es importante considerar el nimero de qubits y las puertas que se pueden ejecutar
de forma nativa en un backend, ya que cualquier otra puerta debe ser construida a
partir de otras y con ello se potencian los errores anteriores. Otro aspecto a tener
en cuenta es qué pares de qubits admiten operaciones de puertas de dos qubits
entre ellos, que se conoce como topologia o conectividad del dispositivo. Debido

a las conexiones de los qubits se producen distintos errores. Por tdltimo se debe



32 3.3 Errores

considerar que el nimero de ejecuciones realizadas determina la precision de la
distribucion de probabilidad de salida. [§]

~o e Default 1024 shots
0.4 O 1 .
N -— scaling
N Vshots

0.3

@00 ¢ Gew cmvomse®e o

0.1

Distance from target distribution

Accuracy

0.0 . . 2 3 4
10 10 10
Shots taken
Figura 20: Distancia respecto del resultado tedrico en términos de distancia de Hellinger
en funcion del nimero de ejecuciones realizadas. Para un estado de Bell ejecutado en el
sistema IBM Quantum Boeblingen. Grafica propiedad de la plataforma IBM Quantum
Ezperience.[8]

Debido a estos errores los estados cudnticos son propensos a colapsar en un
estado no deseado o no esperado tedricamente. El origen reside en que la informa-
cion cuantica es sensible al ruido de una manera que la informacion clasica no lo
es. En ciertos casos este ruido es aleatorio debido a la propia naturaleza cuéantica,
por lo que para mejorar los resultados se deben tratar de una manera diferente
los errores cudnticos. Aqui entra en juego la correccién cudntica de errores (QEC),
teoria desarrollada a partir de las ideas de correccion de errores clasica y cuyo fin
es el de tratar los errores de los qubits para hacer que los ordenadores cuanticos
sean tolerantes a los fallos [1]. Por lo tanto, el objetivo principal en la actuali-
dad consiste en construir sistemas cudnticos con errores reducidos y tiempos de
coherencia largos. El tiempo de coherencia es el tiempo que un qubit conserva sus
propiedades cuanticas, por lo que es un parametro comin para evaluar la calidad
de un qubit. Es por este ruido que también se suelen proteger los qubits del mundo

exterior en camaras de vacio sobreenfriadas, por ejemplo.
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4. Resultados

La implementacién en ordenadores cuanticos de los circuitos anteriores se lleva a
cabo gracias a la plataforma IBM Quantum Fxperience. Esta plataforma permite el
uso de dos interfaces: Circuit Composer y Circuit Notebooks. La primera de ellas
es un interfaz grafico sencillo con opciones basicas. La segunda opciéon permite
opciones mas avanzadas al programar nuestro propio cédigo mediante el marco
de programacion Qiskit, que estd escrito en Python y nos permite interactuar con
ordenadores cuanticos. Esta es la opcion que se utiliza en este trabajo para obtener

los resultados.

En esta plataforma se permite el acceso al piblico a ciertos backends. Un bac-
kend puede referirse a una interfaz para un sistema cuantico o un simulador cuan-
tico clasico. La primera opcién hace referencia a los propios ordenadores cuanticos
mientras que la segunda consiste en realizar simulaciones de manera clasica donde

no se tienen en cuenta los errores asociados a la computacién cuantica. [10]

4.1. Simulacion

Una vez implementados los circuitos anteriores se utiliza el backend de simula-
cion al cual proporciona acceso la plataforma, que es el llamado qasm__simulator.
Se trata de un simulador de alto rendimiento para la creacién de circuitos de has-
ta 32 qubits. Admite ademas la implementacién de varios modelos de ruido para
simular el rendimiento de los circuitos bajo la accién del ruido del dispositivo. A
continuacion se realiza la simulacion ideal y la simulacién considerando un mode-
lo de ruido sencillo con el fin de comparar los resultados. Mas concretamente, se
genera un modelo simplificado basado en los errores de decoherencia, relajacion
térmica y medida de los dispositivos reales. [12]. Los resultados obtenidos son los

que se presentan a continuacién.

Comenzamos analizando el escenario 1. En la tabla 4 se puede ver como la
simulacién ideal proporciona una probabilidad del 100 % de obtener el resultado
deseado. Se trata entonces de un algoritmo determinista debido a que el ntime-
ro de repeticiones es éptimo segtn la expresiéon 37. Para la simulaciéon con ruido

los resultados son diferentes. Si bien se tiene una gran probabilidad de que el re-
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sultado sea correcto existe una pequena probabilidad de que no lo sea. Esto se
debe a los errores comentados anteriormente. Se diferencia ademas entre los bac-
kends ibmq ourense y ibmq__essex para observar que existen diferencias entre ellos
debido a la configuracién de cada ordenador cuantico en cuanto al esquema cone-
xiones de los qubits, ademas del ruido aleatorio. Segtin el modelo implementado
en este caso se obtendrian mejores resultados para el segundo backend aunque la

probabilidad de éxito ronda el 95 % en ambos casos.

) o Simulacién con modelo de ruido béasico
Simulacion ideal :
ibmq _ourense ibmq_ essex
|00) 1 0.947 0.962
|01) 0 0.017 0.020
|10) 0 0.031 0.015
|11) 0 0.005 0.003

Tabla 4: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 1 para las simulaciones.

Se considera n =2, M =1 (solucién |00)) y 1024 repeticiones.

Simulacién con modelo de ruido bésico
Simulacion ideal
ibmq ourense ibmq essex
|00) 1 0.859 0.836
|01) 0 0.059 0.061
|10) 0 0.058 0.058
|11) 0 0.024 0.045

Tabla 5: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 2 para las simulaciones.

Se considera n =2, M =1 (solucién |00)) y 1024 repeticiones.

La tabla 5 muestra los resultados obtenidos para el escenario 2. Para la si-
mulacién ideal se obtiene el mismo resultado que en el caso anterior por el mismo
motivo. Notese que el nimero 6ptimo de llamadas al operador de Grover no depen-
de de la presencia de qubits en el espacio de trabajo del oraculo. Las probabilidades
de éxito en este caso son menores al tener un circuito mas complejo. En ambos

casos toman valores del 85 % aproximadamente, por lo que si se observa diferencia
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con respecto del escenario 1. Para este modelo se obtendrian mejores resultados

con el primer backend.

En la tabla 6 se presentan los resultados de la simulaciéon ideal para el escenario
3. Tal como cabia esperar, en este caso se obtienen errores considerables. Para la
simulacion ideal se tiene aproximadamente un 25 % de probabilidad de medir cada
uno de los resultado deseados. La probabilidad de éxito es del 50 % aproximada-
mente, por lo que alrededor de un 50 % de las veces el algoritmo fallaria en el caso
ideal. Esto se debe a que el nimero 6ptimo de llamadas al operador de Grover no
es entero en ningun caso, por lo que no se puede implementar. Como consecuencia
la probabilidad de éxito disminuye debido al comportamiento oscilatorio. En el
caso de querer resolver precisamente este problema se pueden anadir elementos al
espacio de busqueda que no constituyan una solucién, permaneciendo asi el nime-
ro de soluciones inalterado. Por ejemplo, si se anaden 4 elementos se tiene N = 8
y M = 2. Para estos valores si se obtiene un nimero de llamas entero, por lo que
el problema podria resolver de forma determinista. Se opta por descartar este caso

y trabajar con el escenario 4 para mostrar un ejemplo con miltiples soluciones.

Simulacion
ideal
|00) 0.250
|01) 0.236
|10) 0.250
111) 0.264

Tabla 6: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 3 para las simulaciones.

Se considera n = 2, M = 2 (soluciones |01) y [10)) y 1024 repeticiones.

Por tdltimo se muestran los resultados para el escenario 4 en la tabla 7. Para la
simulacién ideal se obtienen los resultados esperados al tener un 50 % de probabi-
lidad de obtener cada elemento solucion. En las simulaciones con ruido se obtienen
probabilidades de éxito menores. En este caso para cualquiera de los dos backends
presentados los resultados serian muy similares. Se ronda el 80 % de probabilidad

de éxito.
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Simulacién con modelo de ruido basico
Simulacion ideal

ibmq_ ourense ibmq_ essex
|000) 0 0.021 0.014
|001) 0 0.039 0.065
|010) 0 0.036 0.027
|011) 0.501 0.411 0.397
|100) 0 0.022 0.040
|101) 0.499 0.412 0.398
|110) 0 0.014 0.017
|111) 0 0.045 0.041

Tabla 7: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 4 para las simulaciones.

Se considera n =3, M = 2 (soluciones |011) y |101)) y 1024 repeticiones.

4.2. Implementacién real

En este apartado se ejecutan los circuitos en los propios ordenadores cuanticos.
En primer lugar se realiza la implementacién real y posteriormente se mitiga el
ruido existente. Para ello se utiliza la libreria ignis, que permite reducir el error
creando un filtro a partir de los erres de los propios ordenadores cuanticos. Se
ejecutan circuitos formados por cada puerta del circuito original y se mide el error
obtenido [11]. Los backends utilizados son a los que da acceso la plataforma. Todos
ellos se componen de 5 qubits excepto el llamado ibmqg 16 melbourne, que tiene
15 qubits.

Los resultados obtenidos para el escenario 1 se presentan en la tabla 8. En
el bloque de implementacion real se observa que existen errores considerables en
algunos casos, aunque por lo general los resultados son relativamente buenos al ser
la probabilidad de éxito superior al 90 %. Al mitigar los errores se obtienen mayores
probabilidades de éxito pese a que el resultado no es el esperado teéricamente. Cabe
destacar que la accién de mitigar los errores con el modelo utilizado es limitada

debido a su simplicidad y que en algunos casos es mas efectivo que en otros.
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Backend |00) | [01) | [10) | |11)

Valor teérico cualquiera 1 0 0 0
ibmq 16_melbourne | 0.918 | 0.035 | 0.023 | 0.024
ibmq_ london 0.931 | 0.035 | 0.023 | 0.011
ibmq_ burlington 0.649 | 0.182 | 0.107 | 0.062
ibmq_ essex 0.807 | 0.060 | 0.102 | 0.032
Implementacion ibmq_ ourense 0.940 | 0.023 | 0.027 | 0.009
real ibmq 5 yorktown | 0.958 | 0.018 | 0.017 | 0.008
ibmq_ vigo 0.960 | 0.005 | 0.030 | 0.005
ibmq_rome 0.961 | 0.016 | 0.017 | 0.007
ibmq_athens 0.962 | 0.019 | 0.011 | 0.009
ibmqgx2 0.962 | 0.014 | 0.013 | 0.012
ibmq 16_melbourne | 0.925 | 0.028 | 0.021 | 0.027
ibmq_london 0.939 | 0.035 | 0.015 | 0.012
ibmq_ burlington 0.700 | 0.215 | 0.037 | 0.049
ibmq_ essex 0.829 | 0.043 | 0.079 | 0.039

Implementaciéon -

real mitigando ibmq ourense 0.969 | 0.011 | 0.010 | 0.010
ibmq 5 yorktown | 0.966 | 0.011 | 0.020 | 0.004
erer ibmq_vigo 0.980 | 0.000 | 0.020 | 0.000
ibmq_rome 0.976 | 0.008 | 0.008 | 0.007
ibmq_ athens 0.970 | 0.015 | 0.005 | 0.010
ibmqx2 0.975 | 0.007 | 0.009 | 0.010

Tabla 8: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 1 en los dispositivos

reales en funcién de cada uno de ellos. Se consideran =2, M =1 (solucién |00)) y 1024

repeticiones.

Al probar todos los backends se estd haciendo un estudio sobre la variabilidad

de los resultados. En la figura 21a se muestra la probabilidad de éxito en funcién

del backend utilizado de forma mé&s resumida, ademéas de incluir la media. La

variabilidad de los dispositivos se aprecia claramente. Destaca, como se ha dicho

anteriormente, que para algunos de los backend los resultados no son tan buenos

como en otros. Los backends también muestran resultados variables en el tiempo

debido a los errores comentados. Esto significa que para diferentes ejecuciones se
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obtienen resultados ligeramente diferentes si transcurre un determinado tiempo.

Como ejemplo se muestra la figura 21b.

Backend |00) | |01) |10) |11)
Valor tedrico cualquiera 1 0 0 0
ibmq 16__melbourne | 0.599 | 0.154 | 0.204 | 0.043
ibmq_london 0.622 | 0.087 | 0.146 | 0.145
ibmq_ burlington 0.419 | 0.192 | 0.169 | 0.220
Implementacion ibmq_ essex 0.670 | 0.130 | 0.159 | 0.041
real ibmq_ ourense 0.824 | 0.078 | 0.066 | 0.032
ibmq_ 5 yorktown | 0.734 | 0.039 | 0.172 | 0.055
ibmq_ vigo 0.861 | 0.062 | 0.053 | 0.024
ibmq_rome 0.647 | 0.078 | 0.128 | 0.147
ibmq_athens 0.790 | 0.086 | 0.060 | 0.064
ibmqgx2 0.755 | 0.041 | 0.147 | 0.057
ibmq 16_melbourne | 0.533 | 0.155 | 0.214 | 0.097
ibmq_ london 0.618 | 0.082 | 0.140 | 0.160
ibmq_ burlington 0.457 | 0.182 | 0.195 | 0.166
Implementacién -

real mitigando ibmq essex 0.694 | 0.111 | 0.158 | 0.037
ibmq_ourense 0.846 | 0.072 | 0.051 | 0.031
erer ibmq 5 yorktown | 0.856 | 0.031 | 0.072 | 0.041
ibmq_ vigo 0.870 | 0.056 | 0.048 | 0.026
ibmq rome 0.655 | 0.058 | 0.0.128 | 0.159
ibmq_athens 0.789 | 0.085 | 0.056 | 0.071
ibmqx2 0.907 | 0.032 | 0.011 | 0.050

Tabla 9: Probabilidad de medida de cada estado en el escenario 2 en los dispositivos
reales en funcién de cada uno de ellos. Se consideran =2, M =1 (solucién |00)) y 1024

repeticiones. Haciendo uso de un qubit en el espacio de trabajo del oraculo.

En la tabla 9 se presentan los resultados experimentales para el escenario 2.
Recordemos que es el mismo que el escenario 1 pero haciendo uso de un qubit en
el espacio de trabajo del ordculo. En el bloque de implementacion real se observan

mayores errores que en el caso anterior, al igual que en el de mitigacion de ruido.
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Esto significa que las probabilidades de éxito son menores. Se muestra también
la limitaciéon del modelo de correcciéon de errores empleado. En la figura 22 se
muestran los datos de forma resumida y se confirma la disminucién de probabilidad
de éxito del algoritmo. También se aprecia la variabilidad de los backends, que en
este caso es mas evidente. Los errores son mas notables en el escenario 2 por el
aumento del nimero de puertas utilizadas, que contribuye a un mayor ruido. Se
puede concluir que el comportamiento general de los datos es el mismo pese a que

la probabilidad de éxito en todos los casos es menor que en el caso anterior.
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Figura 21: Probabilidad de éxito en funcién del backend utilizado (a) y probabilidad

de éxito para el backend ibmq_london en diferentes ejecuciones (b) para el escenario 1.
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Figura 22: Probabilidad de éxito en funcién del backend utilizado para el escenario 2.

Por ultimo se presentan los datos experimentales para el escenario 4 en la tabla
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10. De nuevo, se presentan las probabilidades para cada estado de la base compu-
tacional. Al tener dos soluciones existen dos estados para los cuales se obtienen
considerablemente mayor probabilidad de medida. Esta probabilidad de éxito, sin
embargo, es mucho menor que en los casos anteriores, llegando incluso a un 16 %
para un elemento solucion en la implementacion real. Mitigando los errores los
resultados mejoran pero es cierto que los errores en algunos de los resultados
proporcionados por el algoritmo cuantico no son tolerables, lo cual supone un pro-
blema. Como en los casos anteriores, en la figura 23 se muestran estos datos de

manera resumida junto a las medias correspondientes.
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Figura 23: Probabilidad de éxito en funcién del backend para el escenario 3.
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Por tultimo se comparan las medias aritméticas y las dispersiones de cada esce-
nario en la tabla 11. Para el estudio de la dispersion se ha calculado la desviacion
estandar de la media. Se observa claramente que para el primer escenario se tiene
una mayor probabilidad media de éxito debido a ser el circuito més simple. Al
aumentar el nimero de puertas aumentan los errores y con ello disminuye dicha
media. Se confirma también que la mitigacién de errores es efectiva, aunque en al-
gunos casos lo es mas que en otros debido al modelo simplificado basado en errores
aleatorios. Finalmente la mayor probabilidad de éxito obtenida es el 91 % aproxi-
madamente para el escenario 2 frente al 71 % del escenario 3. Como resultado se
puede extraer que el algoritmo cuantico de busqueda no es conveniente en algunas
situaciones pero si es efectivo en otras. Por otra parte, la dispersion es menor en el
primer escenario, por lo que la precision de los datos es mayor. Para los escenarios
2 v 4 la desviacién aumenta, siendo mayor para el segundo. Destaca que en el
caso de mitigacion de errores la dispersion de los datos se reduce excepto para el

segundo caso.

Escenario 1 2 4
Media probabilidad | Implementaciéon real | 0.897 | 0.692 | 0.611
de éxito Mitigacion de ruido | 0.911 | 0.722 | 0.714

Desviacion estandar | Implementacion real | 0.096 | 0.123 | 0.113
probabilidad de éxito | Mitigacién de ruido | 0.086 | 0.147 | 0.109

Tabla 11: Medias y las dispersiones de la probabilidad de éxito para las implementa-

ciones de los escenarios 1, 2 y 4.

4.3. Posibles aplicaciones

Pese a que el algoritmo de Grover no proporciona una mejora tan significativa
como en otros algoritmo cuanticos como el de Deutsch-Jozsa (mejora exponencial)
debemos tener en cuenta que es aplicable a un rango mucho mayor de problemas.
Esto se debe a que la bisqueda es uno de los problemas més importantes y se
suele utilizar como una subrutina de muchos otros algoritmos [2]. El algoritmo de
Grover es realmente 1til si el problema no se puede resolver clasicamente por el

tamano de la base de datos y si el tiempo de ejecuciéon es excesivamente grande.
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Entonces el algoritmo estudiado podria tener la capacidad de computar dentro de

un periodo de tiempo razonable.

- Mejora de algoritmos aleatorios. En un algoritmo aleatorio clasico se utiliza una
semilla (secuencia de ntiimeros pseudoaleatorios) para determinar una trayectoria
a través del espacio de bisqueda ya que para distintas ejecuciones se obtienen
distintas rutas. Clasicamente se ejecuta el algoritmo de bisqueda y tras un cierto
nimero de pasos se evalta si resultado es solucién. La busqueda cuantica puede
acelerar este proceso haciendo uso de una superposicién de semillas con el fin de
obtener una superposicion de estados finales. De esta manera se podria extraer la

solucién deseada con una mejora cuadrética en el nimero de ensayos. [2]

- Resolucién del problema de satisfaccion booleana. Este problema consiste en
determinar si existe una interpretacion que satisfaga una funcién booleana dada.
Si se da el caso se conoce como funcién satisfactoria mientras que si no existe
tal asignacion la funcion es falsa para todas las variables de entrada posibles y
la féormula no es satisfactoria. La situaciéon planteada se puede tomar como un
problema de busqueda donde la solucién es la asignacién que satisface la funcion
booleana. [13]

- Preparacién de estados de superposicion seleccionados. Se puede obtener una
superposicién de indices que correspondan tinicamente a un cierto tipo de ntime-
ros, como por ejemplo los primos. Simplemente se debe implementar un oraculo
que considere como soluciones estos nimeros. Aplicando el algoritmo completo se
obtendria una superposicion de indices asociados a los niimeros primos dentro del
rango considerado. Esto seria de gran importancia en fisica cuantica experimental

al poder crear los estados de superposicién deseados. [2]

5. Conclusiones

En este trabajo he abordado el andlisis del algoritmo cuantico de Grover y su
implementacion en los ordenadores cuanticos de IBM. Este algoritmo resuelve el
problema de encontrar una entrada en una base de datos desestructurada. Se ha
demostrado que presenta una mejora cuadratica respecto del caso clasico en cuanto

a llamadas al oraculo. Considerando ademés que es 6ptimo presenta grandes ven-
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tajas tedricamente. Cabe destacar que para cada escenario se necesita un oraculo y
un cambio de fase diferentes, que dificulta la implementacion del propio algoritmo

cuando se tiene un gran nimero de qubits en el espacio de busqueda.

A la hora de realizar la implementacion real aparecen diversas discrepancias con
respecto a la simulacién ideal. Los errores no siempre son relativamente bajos y
varian de un backend a otro, ademéas de que dependen de la presencia o ausencia
de qubits en el espacio de trabajo del oraculo. De ello se puede concluir que es
necesario aplicar modelos de correccion de errores para que estos sean tolerables.
Un modelo satisfactorio es el anteriormente comentado, que evalta el ruido para
cada puerta del circuito y aplica un filtro al resultado de la implementacién real. En
los casos de 2 y 3 qubits en el espacio de trabajo principal no hay grandes problemas
pero para que esta tecnologia sea realmente 1til se debe poder aplicar a un mayor
numero de qubits, que implica un mayor nimero de puertas y un mayor error. Pese
a tener modelos de correccion de errores mas complejos y efectivos, el origen de
algunos de ellos reside en la naturaleza cuantica de los qubits. Por estos motivos
se necesitan avances antes de que esta tecnologia tenga aplicaciones reales pese
a que tedricamente presenta un gran abanico de posibilidades. Las computadoras
cuanticas capaces de realizar operaciones con pocos qubits representan el estado

del arte en computacion cuantica.

6. Anexos

6.1. Demostraciéon equivalencia de puertas de la figura 4b

Comenzamos con un estado inicialmente preparado como superposicion de las
componentes de la base computacional, que se expresa como [i) = «|00) + 5|01) +

v|10) + n|11). Aplicando la puerta de la parte derecha queda:
[¥1) = a|01) + 8]00) + v[10) + 5|11) (55)
Se aplica ahora la sucesién de puertas de la parte izquierda.
[¥2) = @]10) + B[11) + ¥]00) + n|01)

[¥3) = a[11) + B[10) + v]00) + n|01)
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[¥3) = @|01) + 8]00) + ¥]10) + n]11) (56)

Los estados finales [¢1) y [13) (dados por las expresiones 55 y 56) son iguales,

por lo que las puertas son equivalentes.

6.2. Demostracion expresion 36

Es conveniente trabajar en forma matricial, por lo que en primer lugar se halla

la matriz correspondiente al operador de Grover.

1. Operador oraculo. Tal como se ha definido anteriormente, la accién del oracu-

lo es:
Olz) = |z)  Olaw) = —|zw)
Se calculan los elementos de matriz proyectando sobre los estados:

(20|O]Tw) = —(Tw|Tw) = -1

(20|Ol21) = (Ty|T1) = 0
(21|O|20) = —(21]70) = 0
(2:1|O|mp) = (m]11) = 1

Por tanto, la matriz resultante es:

O:

-1 0
. J (57)

2. Operador inversion. La expresion general es J = 2|¢) (11| — I. Los elementos

de la matriz son los siguientes:

2|11 ) (U1 |T0) — (Tw|z1) = 25020 — 1 (58)
2(xy|11) (U1 |z1) — (T |x1) = 25inbcosh (59)
2(xy| 1) (Y |xw) — (z1|T0) = 2c080sinb (60)

2(waltn) (Whr]e) — (il ar) = 2c05°0 — 1 (61)
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Por tanto, la matriz resultante es:

(62)

2sinfcosd  2cos*0 — 1

2sin?6 — 1 25in90059]

Como resultado, el operador de Grover se puede expresar de la siguiente manera:

[282’7120 — 1 2sinbcosd
G _

| 2sinfeosd  2cos26 — 1

-1 0 B 1 —2sin%0 2sinfcosh
0 1 —2sinfcosh 2cos*0 — 1

_ [cos(%) sin(?@)] (63)

—sin(20) cos(20)

Teniendo en cuenta que la matriz de rotaciéon general en sentido horario un

angulo w viene dada por la expresion:

cos(w) —sz’n(w)]

sin(w)  cos(w)

R= (64)

se deduce que la matriz dada por la expresion 63 rota el estado sobre el que actiia

un angulo 260 en sentido antihorario.

A continuacién se calcula G*, es decir, la matriz de rotacién tras haberla aplica-
do k veces. Para ello se diagonaliza G ya que de esta manera es mucho més sencillo
trabajar con potencias de matrices. Una matriz cuadrada es diagonalizable si es
semejante a una matriz diagonal, es decir, si puede escribirse como diagonal me-
diante un cambio de base. Se hace uso del teorema de descomposicién espectral y

G se descompone de la siguiente forma:
G =PDP! (65)

donde D es la forma diagonal asociada a G formada por los valores propios y P
es una matriz invertible cuyos vectores columna son vectores propios de G. Al ser
P una matriz invertible existe P~! tal que PP~! = P~'P = I. A partir de la

expresion 65 se calcula G* como:
G* = (PDPM)F = pDFp~! (66)

Notese que en esta expresion la matriz que aparece elevada a una potencia es

la diagonal, por la que tan solo se deben elevar los elementos para calcularla. Esta
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es la gran ventaja de trabajar con matrices. Comenzamos obteniendo los valores

propios de la siguiente manera:

|G — M| =0 (67)
Por tanto:
20) — A sin(26 2
G -1 = |50 sin(26) | _ (005(29) - A) +sin2(20) =0 (68)
—sin(20)  cos(20) — A

Los autovalores son:
A1 = cos(20) — isin(20) = e~ (69)
Ao = c0s(20) + isin(20) = ™’ (70)

Como consecuencia, la matriz D es:

6—i2k6’ O
D= 0 2k (71)

Por otro lado, para hallar la matriz P es necesario obtener los autovectores

asociados a los autovalores. Para el primer autovalor:

isin(20) sz’n(29)] [a] _ (1a + b)sin(20) ] _ {O]
0

(G—)\J)Xlz{ , . .
—sin(20) isin(20)| |b (—a + ib)sin(20)

La condicién que se obtiene es a = b, por lo que queda:

- -

Para el segundo autovalor:

—isin(20)  sin(20) ] {c] _

(—ic+d)sin(29)] _ ﬂ

(—c — id)sin(20)

(G—)\2I)X2=[ . -
—sin(20) —isin(20)| |d

La condicién que se obtiene es ¢ = —id , por lo que queda:
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Con las expresiones 72 y 73 queda:
T —1 11— 1

Pl=_ 74
11 ] 2 [ i 1] ™)
Como consecuencia de lo anterior y a partir de la expresién 66:

ok _ ppip-t_ |t e 0 |11
11 0 2|4 1

cos(2k0)  sin(2k0)
—sin(2k0) cos(2k0)

pP—=

(75)

Aplicando G* sobre |¢;) = sinf|z,) + cosf|z;) queda:

cos(2k0)  sin(2k0)| |sinf| | cos(2k0)sind + sin(2k0)cost
—sin(2k0) cos(2k0) B —sin(2k0)sind + cos(2k0)cost
(76)

GFlipr) = [

cosf

A continuacién se desarrolla el primer término de la expresién matricial anterior:

cos(2k0)sind + sin(2k6)costd =

(i2k0 | o —i2k0 ot _ o—if oi2k0 _ o—i2k0 ¢ 4+ =i

1 . :
? (61(2k+1)0 i 671(2k+1)9) — sin ((2]{3 + 1)@)
7

(77)
Analogamente, para el segundo término:
— sin(2k0)sind — cos(2kf)cosd =
- oi2k0 _ o—i2k0N\ [ gif _ ,—i0 - i2k0 | =20\ [ ib | o—if B
2i 2i 2 2 B
1 . .
5 (ez(2k+1)0 + 6—1(2k+1)0> — cos ((2/{3 + 1)0)
(78)
Finalmente queda como resultado:
sin((2k+1)0
T (79)
cos((2k 4+ 1)6)
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Se puede expresar también como:

G¥ i) = sz’n((% + 1)9) 20) + cos<(2k‘ + 1)9) 1) (80)

6.3. Demostraciéon de la validez de los operadores cambio

de fase

En la figura 16 se muestran los cambios de fase para n = 2, que actian so-
bre 2 qubits. Inicialmente el estado general estda preparado como superposicion
normalizada de las componentes de la base computacional y se expresa como
1) = «|00) + $|01) + ~|10) + n|11). Para el primer cambio de fase (figura 16a) se

obtiene:
|¢5) = a]00) — B|01) — ~4]10) + n|11)

[43) = a]00) — 8]01) — 4]10) — n|11) (81)

Esta funcién de onda coincide con la tedrica al aplicar el cambio de fase al haber

cambiado el signo de todos los estados de la base computacional excepto para |00).

Para el segundo operador (figura 16b) se parte de nuevo del estado general:

[¥1) = a|11) + B]10) +4]01) + 7]00) = ([0} + BI1))]0) + (7|0) + a[1))|1)

50+ 1) + (3100 +af1))
1

[¥3) = (n]0) +6!1>)ﬁ(|0> +11) + (710) - a|1>)ﬁ(|0> - 1)

[¥3) = (1]0) + B[1))[0) + (4]0) — af1))]1)
[¥7) = —al00) +7]10) + B|01) + n11) (82)

%) = (n]0) + BI1)) (10) = 1)

2

-5

La expresion 82 difiere en una fase e™ = —1 respecto de 81, que es la funcién
obtenida con el otro cambio de fase. Los estados cuanticos que difieren en una fase
son fisicamente indistinguibles. Esto se debe a que la densidad de probabilidad de
los dos estados coincide. Para el primero tenemos |1)3]? y para el segundo [¢5|*> =

le™p2]? = |¢3|* . Por tanto, el segundo cambio de fase utilizado también es vélido.

El cambio de fase presentado para n = 3 se muestra en la figura 19. Comenzamos

con un estado inicialmente preparado como superposicion de los componentes de la
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base computacional, que se expresa como [¢)) = a|000) 4 b|001) + ¢|010) +d|011) +
e|100) + f]101) +¢g|110) + h|111). Se considera normalizado. Al aplicar cada puerta

se obtiene:

[43) = a|111) + b]110) + ¢|101) + d|100) + €|011) + £|010) + g|001) + h|000)
= (h]|00) + f]01) + d|10) + b|11))|0) + (¢|00) + €]01) + ¢|10) + a|11))|0)

(83)
[2) = (h|00) + £|01) + d|10) + b|11>)\}§(|0> +11))
+ (g100Y + €|01) + ¢|10) + a|11>)\}§(|0> — )
|13) = (R|00) + f|01) + d|10) + b|11>)\}§(\0> + (1))
+ (9/00) + €]|01) + ¢[10) — a\11>)\}§(\0> — (1))

[93) = (h|00) + £]01) + d|10) + b|11))|0) + (g]00) + €]01) + ¢|10) — a|11))]1)
[42) = —al000) + b|001) +¢c|010) + d|011) +e|100) + £|101) + g|110) +h|111) (84)

Tan solo cambia el signo del estado fundamental, por lo que se trata de un

cambio de fase valido.

6.4. Demostracion de la validez de los oraculos de fase

En primer lugar se trabaja con M = 1 y n = 2, por lo operadores que actian
unicamente sobre 2 qubits. Segun la teoria, el efecto debe ser cambiar la fase
de la solucién al problema tal que Olz) = (—1)/@|z) . Consideramos el estado
inicial como una superposicién de las componentes de la base computacional: 1)) =
a|00) + £|01) 4+ v|10) + n|11). Asumimos que estd funcién de onda se encuentra

normalizada. Para la solucién |00):
[%%) = al11) +7]10) + B|01) + n|00)

[¥6) = —al11) +7]10) + B|01) + n|00)
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[¥5) = —/00) +~|01) + B[10) +n[11) (85)

Si la solucién al problema es |01) los estados obtenidos al aplicar las puertas

SOI:

[¥7) = al10) +4|11) + 8]00) + 5|01)

[¥7) = a|10) —~|11) + 5]00) + n|01)

[¥7) = a|00) —~[01) + B|10) + n|11) (86)
Para el estado |10):

[5) = al01) + B|00) + 7[11) + 5|10)

[¥5) = @|01) + 8]00) — 4|11) + 5|10)
[¥5) = @|00) + B]01) — 4[10) + n11) (87)

En el caso en que la solucion sea |11) el ordculo es simplemente una puerta CZ:

[¥9) = @|00) + 7]10) + B|01) — n|11) (88)

En las expresiones 85, 86, 87 y 88 son concordantes con lo esperado segun la
teoria, que es cambiar el signo de la solucion al problema.

Pasamos a continuacién al caso n = 2 y M = 2, cuyo oraculo se muestra en la
figura 18. Las soluciones al problema de busqueda son |01) y |10). Partiendo del
estado general:

[¥10) = @]00) — 4]10) — 4]01) + n|11) (89)
El oraculo es entonces valido.

Por tltimo, se demuestra la validez del oraculo presentado para el cason =3y
M = 2, que se presenta en la figura 19. Como en el apartado anterior, se considera
como estado inicial [¢) = a|000) + b|001) + ¢|010) + d|011) + e]100) + f]101) +
g|110) + h|111). Entonces:

[91,) = a|000) + b]001) + c|010) + d|011) + €[100) — f|101) + g[110) — A|111)
[43,) = a|000) + b]001) + ¢|010) — d|011) 4 €|100) — £|101) + ¢|110) + A|111) (90)

Queda demostrado entonces que si se trata de un oraculo valido para las solu-
ciones [011) y [101).
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6.5. Demostracion de la validez de los oraculos booleanos

En esta seccién se demuestra la validez de los operadores O’ de la tabla 3,

por lo que queda demostrado también que el oraculo completo O es vélido. Se

trata del caso n = 2 y M = 1 con un qubit en el espacio de trabajo del oraculo.

Para O’ se habia inicializado |¢) = \%(|O> + |1)), por lo que el estado inicial es
) = (a!OO) + 3]01) + ~]10) —1—77]11)) ® |q). Los resultados son directos. Para |00)

se obtiene:

U = (= al00) + 8101} +9110) +]11)) © a) o)
Si la solucion es |01):
¥ = (al00) = 8101) +4110) +5111)) @ |o) (92)
Para [10) como solucién:
0 = (al00) + 8I01) — 110) +5111)) @ o) (93)
Finalmente, si el objetivo del problema de busqueda es el estado |11):
01 = (al00) = 8101) +4110) +111)) @ |o) (94)

El comportamiento es el esperado en teoria, por lo que se comprueba efectiva-

mente que son oraculos validos.

6.6. Programa

### Importing standard Qiskit libraries and loading IBM Q account###
Y%matplotlib inline

from qiskit import QuantumCircuit, ClassicalRegister, QuantumRegister, execu-

te, Aer, IBMQ, BasicAer

from qiskit.ignis.mitigation.measurement import complete meas_ cal, Comple-

teMeasFitter

from qiskit.providers.aer.noise import NoiseModel

from qiskit.tools.monitor import job_monitor
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from qiskit.visualization import plot_histogram

provider = IBMQ.load account/()

#4## Building the circuit ###

barriers = True
scenario =’ 1’ # Choose scenario
def fun_ barrier(barriers):

if barriers == True:

circuit.barrier()

if scenario == "'1"
q = QuantumRegister(2)
¢ = ClassicalRegister(2)
circuit = QuantumCircuit(q, ¢)
circuit.h(q)
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.x(q)
circuit.cz(q[0],q[1])
circuit.x(q)
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q)
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.z(q)
circuit.cz(q[0],q[1])
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q)

barrier = fun_ barrier(barriers)
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if scenario == 2"
q = QuantumRegister(3)
¢ = ClassicalRegister(3)
circuit = QuantumCircuit(q, ¢)

circuit.x(q[2])

circuit.h(q[0:2])

barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.x(q[0:2])
circuit.h(q[2])
circuit.cex(q[0],q[1],q[2])
circuit.h(q[2])
circuit.x(q[0:2])

barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q[0])

circuit.h(q[1])

barrier = fun_barrier(barriers)
circuit.z(q[:2])
circuit.cz(q[0],q[1])

barrier = fun_ barrier(barriers)

circuit.h(q[0:2])

barrier = fun_ barrier(barriers)

if scenario == '3":
q = QuantumRegister(2)
¢ = ClassicalRegister(2)
circuit = QuantumCircuit(q, ¢)
circuit.h(q)

barrier = fun_ barrier(barriers)
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circuit.z(q)

barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q)

barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.z(q)

circuit.cz(q[0],q[1])

barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q)

barrier = fun_ barrier(barriers)

if scenario == '4"
q = QuantumRegister(3)
¢ = ClassicalRegister(3)
circuit = QuantumCircuit(q, ¢)
circuit.h(q)
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.cz(q[0],q[2])
circuit.cz(q[1],q[2])
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.h(q)
barrier = fun_ barrier(barriers)
circuit.x(q)
circuit.h(q[2])
circuit.ccx(q[0],q[1],q[2])
circuit.h(q[2])
circuit.x(q)
barrier = fun_barrier(barriers)

circuit.h(q)
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barrier = fun_ barrier(barriers)

circuit.measure(q,c)

circuit.draw(output="mpl’)

#4## Simulation without noise ###

backend ideal = BasicAer.get_backend(’qasm_simulator’)

results_ideal = execute(circuit, backend=backend _ideal, shots=1024).result()
counts ideal = results ideal.get counts()

plot_ histogram(counts_ideal)

### Simulation with basic noise model ###

backend = provider.get_backend(’ibmq_london’) #choose backend
noise__model = NoiseModel.from_ backend(backend)

coupling map = backend.configuration().coupling map

basis_ gates = noise__model.basis gates

result_ 1 = execute(circuit, Aer.get_ backend(’qasm__simulator’), coupling_ map=

coupling map, basis_gates=basis_ gates, noise_model=noise_model).result()
counts 1 = result_1.get counts(0)

plot_ histogram(counts_ 1)

#4## Real devices ##H#
job_ 2 = execute(circuit, backend=backend, shots=1024)

job__monitor(job_ 2, interval = 2)
result_ 2 = job_ 2.result()
counts_ 2 = result_ 2.get_ counts(circuit)

plot_ histogram(counts_ 2)

#4# Error mitigation ##H#
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cal_circuits, state labels = complete _meas cal(qr = circuit.qregs[0], circlabel

= 'measurementmitigationcal’)

job_ 3 = execute(cal__circuits, backend= backend, shots = 1024, optimization_ level
— 0)

job__monitor(job_ 3)

results_3 = job_ 3.result()

meas_ fitter = CompleteMeasFitter(results_ 3, state_labels)

meas_ fitter.plot_ calibration()

meas_filter = meas fitter.filter

mitigated_result = meas_ filter.apply(result_ 2)

results 4 = result_ 2.get_ counts(circuit)

counts_ 4 = mitigated result.get_counts(circuit)

plot_ histogram([results_ 4, counts_ 4], legend=['device, noisy’, ’device, mitiga-
ted’])
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