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1 Johdanto

Terveyden ja hyvinvoinnin laitoksen FinLapset-rekisteri (THL, 2019) keréaé ajankoh-
taista tietoa lasten ja nuorten terveydesta ja hyvinvoinnista. Erdana tietolahteena
ovat lasten ja nuorten neuvola- ja kouluterveydenhuollon kdyntien yhteydessa kirja-
tut paino- ja pituustiedot, joista muodostetaan ajantasaista ja kattavaa tietoa lasten
ja nuorten ylipainosta.

Tiedot raportoidaan vuositasolla valiten kultakin yksilolta yksi edustavaksi katsot-
tu mittaus raportointivuotta kohden. Aineisto muodostaa vuosittaisen poikkileik-
kauksen lasten- ja nuorten ylipainosta ja lihavuudesta. Samoilta yksiloilta voidaan
kuitenkin saada useita mittauksia useilta vuosilta. Raportoinnissa menetetdan siis
merkittava pitkittaisulottuvuus, joka voisi tarjota hyoddyllistd lisdtietoa ylipainon
kehityksesté.

Toistettuja mittauksia siséltavin aineiston analyysiin on kehitetty useita tilastollisia
menetelmid. Osa menetelmistd asettaa aineistolle tiukkoja vaatimuksia mm. kont-
rolloidusta koeasetelmasta, mutta toiset ovat joustavampia aineiston ominaisuuksien
suhteen. Erdan monipuolisen menetelméperheen muodostavat lineaariset sekamallit,
jotka tarjoavat lupaavan analyysivélineen toistettuja mittauksia sisaltaville aineis-
tolle.

Rekisteriaineistoja ei tyypillisesti ole keratty tutkimus- tai analyysindkckulmasta ja
aineistot voivat olla my6s huomattavasti otosaineistoja suurempia. Tasté syysté kat-
somme menetelmien joustavuuden suureksi eduksi.

Téassé tutkielmassa tutustumme lineaarisiin sekamalleihin ja arvioimme niiden so-
veltuvuutta FinLapset-rekisteriaineistosta muodostetun pitkittéaisaineiston analyy-
sivalineeksi. Luvussa 2 tarkastelemme pitkittaistutkimusta tutkimusasetelmana ja
esittelemme tutkielman aineiston. Luvussa 3 muodostamme teoreettisen pohjan li-
neaaristen sekamallien yleiselle muodolle, mallin ominaisuuksille ja estimointimene-
telmille. Luvun 4 keskitssé on tutkielman aineiston analyysiin sopivan lineaarisen
sekamallin muodostaminen seké lopullisen mallin arviointi. Lopuksi, luvussa 5 tuom-
me yhteen tutkielman keskeiset havainnot ja johtopédatokset.

2 Pitkittaistutkimus tutkimusasetelmana

Pitkittaistutkimuksen mééarittelevana ominaispiirteenéd pidetdan yleisesti yhden tai
useamman yksilon seurantaan perustuvaa asetelmaa, jossa samasta yksilosta saa-
daan havaintoja eri aikoina (Diggle ym., 2013; Fitzmaurice ym., 2011; Twisk, 2013;
Laird ja Ware, 1982). Toistuvat havainnot samasta yksilostd mahdollistavat ajassa
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tapahtuvien muutosten, muutokseen vaikuttaneiden tekijoiden, kuin myos yksilon
yksilollisistd ominaisuuksista koostuvien tekijoiden tunnistamisen ja analysoinnin.

Diggle ym. (2013) mukaan taloustieteessi ja yhteiskuntatieteissé voidaan pitkittéis-
tutkimuksesta kiyttdd myos termié paneelitutkimus, mutta sovellettujen tilastollis-
ten menetelmien kannalta, erityisesti terveystieteellisissé ja epidemiologisissa tutki-
muskysymyksissa, késitteet pitkittaistutkimus ja sen yhteydessd havaittu pitkittai-
saineisto muodostavat luontevamman viitekehyksen.

Twisk (2013) jakaa epidemiologiset tutkimusasetelmat karkeasti kahteen tyyppiin,
havainnoiviin ja kokeellisiin tutkimusasetelmiin (Kuva 1). Havainnoivat tutkimus-
asetelmat puolestaan jakautuvat tapaus-verrokkitutkimukseen ja kohorttitutkimuk-
seen. Lisdksi havainnoivat kohorttitutkimukset voivat olla alatyypiltdan etenevia
(prospektiivinen tutkimus), takautuvia (retrospektiivinen tutkimus) tai poikkileik-
kaustutkimuksia. (Diggle ym., 2013; Twisk, 2013).

Twisk (2013) ottaa voimakkaamman kannan salliessaan pitkittaistutkimuksen késit-
teen kiayton edelldmainituista vain prospektiivisten kohorttitutkimusten tapaukses-
sa, kun Diggle ym. (2013) tyytyvét suosittelemaan prospektiivista aineistonkeruu-
tapaa, lahinné retrospektiivisen aineiston laatuun kohdistuvan kritiikin kannalta.
Mainittakoon, ettd poikkileikkaustutkimukset eivat kuulu lainkaan pitkittaistutki-
musten piiriin, silld samaa yksilkoa tarkastellaan siinéd vain yhdessé aikapisteessa.

Tamén tutkielman asetelma ei ole ristiriidassa edelldmainittujen ndkokulmien kans-
sa, joten tutkielman piirissd omaksumme pitkittdistutkimuksen ja pitkittaisaineis-
tojen késitteiden kayton.

2.1 Pitkittaisaineiston analyysi

Kuten sanottu, pitkittiisaineistoille on ominaista yhden tai useamman yksilon seu-
ranta usean havaintokerran ajan. Kaytannossa useinkaan kaikilta yksiloilta ei kye-
td saamaan samaa madrad havaintoja ja havaintoajankohdat voivat vaihdella. Tél-
16in puhumme epétasapainoisesta (unbalanced) pitkittaisaineistosta .Laird ja Ware
(1982).

Mm. Verbeke ja Molenberghs (2000) sekd Goldstein (2011) mukaan epdtasapainoisen
pitkittaisaineiston analyysissa ei suoraan voida hyodyntaé yleistd monimuuttujame-
netelmien kehikkoa, vaan malli tulee jakaa kahdelle tai useammalle tasolle.

Samoilta yksiloilta kerdttyjen toistettujen mittausten muodostamassa pitkittaisai-
neistossa yksilokohtaiset mittausvektorit muodostavat hierarkian ensimmaéisen tason
ja itse yksilot toisen tason. (Goldstein, 2011).

Lineaaristen sekamallien kirjallisuudessa kaksitasoisen lahestymistavan perusteokse-
na viitataan Laird ja Ware (1982) artikkeliin Random-Effects Models for Longitudi-
nal Data. Tosin Laird ja Ware (1982) esittévit tasot yhtend lineaarikombinaationa
ja vasta myohemmaéssi kirjallisuudessa mm. Verbeke ja Molenberghs (2000) ja Tal-
bott (2006) on katsottu luontevaksi esitelld ensin kaksitasoinen malli ja johtaa siité



epidemiologinen
tutkimus
havainnoiva kokeellinen
tutkimus tutkimus
kohortti- tapaus-verrokki- kohortti-
tutkimus tutkimus tutkimus
retrospektiivinen retrospektiivinen prospektiivinen
tutkimus tutkimus tutkimus

poikkileikkaus-
tutkimus

prospektiivinen
tutkimus

Kuva 1: Epidemiologiset tutkimusasetelmat (Twisk, 2013).

Laird ja Ware (1982) yleinen lineaarisen sekamallin muoto.

Palaamme kaksitasoisen mallin ja yleisen lineaarisen sekamallin méaritelméan myo-
hemmin (Luku 3).

2.2 FinLapset-aineisto

Tutkielmassa hydédyntdmémme aineisto perustuu Terveyden ja hyvinvoinninlaitok-
sen FinLapset-rekisterihankkeen (THL, 2019) ohessa keréttyihin tietoihin lastenneu-
voloiden, kouluterveydenhuollon ja opiskelijaterveydenhuollon terveydenhoitokayn-
neilld suoritetuista paino- ja pituusmittauksista. Tiedot on kerdtty osana peruster-
veydenhuollon avohoidon hoitoilmoitusrekisterin (Avohilmo) tietojen kerdysté. Ter-
veystarkastuksissa kerdttavista tiedoista pituus- ja painotiedot ovat olleet osa Avo-
hilmon tietosisaltod vuodesta 2010 lahtien, mutta tietopuutteiden vuoksi tutkielman
aineisto on rajattu vuosiin 2013-2020.

FinLapset-rekisterihankkeen eraita keskeisia tutkimuskysymyksié ovat lasten ja nuor-
ten ylipaino ja lihavuus sekd pituus- ja painotietojen valtakunnallinen kattavuus
(THL, 2019). Tutkielman aineistoa hytédynndmme Terveyden ja hyvinvoinnin lai-
toksen luvalla. Tarkastelemme seuraavaksi aineiston keskeisia rajauksia ja teknisia
méaarityksia.



2.2.1 FinLapset-aineiston muodostus

FinLapset-rekisterihankkeen yhteydessé aineistoon on tehty seuraavat rajaukset:

Kaynti on tehty vastaanotolla

Kaynti on luonteeltaan terveydenhoitokaynti

Kaynti on luokiteltu lastenneuvola-, kouluterveydenhuolto-, opiskelijatervey-
denhuoltokaynniksi

Lapsen tai nuoren ikd mittaushetkelld on valilla [1,75;20)

Rajauksilla on pyritty poistamaan mahdollisia harhan ldhteita. Esimerkiksi rajaa-
malla tarkastelu vain terveydenhoitokdynteihin voidaan sulkea pois sellaisia kaynte-
ja, jotka liittyvét jonkin sairauden hoitoon tai seurantaan. Nailla lapsilla kdynteja
voi olla huomattavasti enemmén kuin vertaisillaan ja joihinkin sairauksiin voi myos
liittyd epatavallisia painon muutoksia.

Paino- ja pituustietojen kirjaaminen tapahtuu sahkoisesti potilastietojarjestelmiin,
joista ne siirretddn osaksi Avohilmoa. Kirjaamiskdyténnot vaihtelevat potilastieto-
jarjestelmittéin ja pituus- ja painomittaukset voivat olla kirjattu eri mittayksikoissa
seké niissa voi olla inhimillisestd kirjausvirheité.

Edelldmainittuja on pyritty karsimaan seuraavilla yksinkertaisilla skaalaussaannaoil-
14:

e Jos paino yli 1000 — yksikkond g? — jaetaan 1000:1la kunnes alle 1000
e Jos pituus on yli 300 — yksikkond mm? — jaetaan 10:114 kunnes alle 300

e Jos pituus pienempééa kuin 2,3 — yksikkond m? — kerrotaan 100

Aineistosta rajattiin pois myos biologisesti mahdottomiksi tulkitut mittaukset. Té-
mé suoritettiin laskemalla painosta (w) ja pituudesta (h) ensin niiden keskindista
suhdetta kuvaava painoindeksi (Body Mass Index, BMI) tavanomaisella kansainvé-
lisesti vakiintuneella menetelmallé

BMI = %
m

Lapsen ruumiinrakenne, ja siten painon ja pituuden suhde, vaihtelee huomattavas-
ti idn mukaan, joten lapsen iin mukaisen painoindeksin jakauman &ariarvoja voi-
daan arvioida Colen LMS-menetelmilld (Cole, 1990). LMS-menetelmé, joskus myos
BMI z-score function, tarjoaa potenssimuunnoksella normalisoidun ja standardisoi-
dun keskihajontapisteméaérin, perustuen lapsen kuukausi-ién ja sukupuolen perus-
teella muodostettuihin parametreihin. Pistemé&ara maéaritellaan



BMI, = ((%)A ) 1) ,

)\ ocv

jossa A on jakaumaa normalisoivan potenssimuunnoksen (Box Cozx) parametri, u
BMI jakauman odotusarvo ja o¢y jakauman variaatiokerroin. Taulukoidut paramet-
rit ovat saatavilla esimerkiksi Maailman terveysjarjesto6 WHO:1ta ja Yhdysvaltain
tautikeskus CDC:ltA.

Esimerkiksi 11-vuotiaan pojan taulukoiduilla parametreilla, A = —1,7862, u =
16,9392 ja ocy = 0,11070, painoindeksia 34 % vastaava BMI, olisi

((165:’)%)_1’7862 . 1)

16,9392 - 0, 11070

~ 3,0,

kun vaikkapa kirjauksessa tapahtuneen nappéilyvirheen takia kirjattu painoindeksi
43 tuottaisi pisteméaariksi noin 4,1.

FinLapset -hankkeessa kriittiseksi rajaksi valittiin |[BMI,| = 4 ja sitd poikkeavam-
mat mittaukset rajattiin poiminnan ulkopuolelle.

LMS-menetelméé on kritisoitu, kuten ylla havaittiin, mm. siité, ettéd se kuvaa levedn
painoindeksiarvojoukon hyvin kapealle vilille. Lisdksi vanhemmilla lapsilla darim-
maisenkin korkeat painoindeksiarvot kuvautuvat hyvin lahelle hyvaksyttaviksi kat-
sottuja painoindeksin arvoja. (Flegal ja Cole, 2013; CDC, 2013).

Flegal ja Cole (2013) suosittelevat kiyttdméén modifioitua pisteméériad, jossa etéi-
syys jakauman odotusarvosta kuvataan takaisin painoindeksiavaruuteen. T&ta on
syytéd punnita kehitystarpeena myos FinLapset-hankkeen tulevissa lasten ja nuorten
pituus- ja painotietoja kéasittelevissa julkaisuissa.

FinLapset-hankkeessa havaintoja rajattiin liséksi siten, etta lapsilta ja nuorilta va-
littiin kunkin tutkimuksessa mukana olleen kalenterivuoden syntymaépéivaa 1lahinna
ollut mittaus. Mikéli yhtdkdan mittausta ei ollut 180 vuorokauden absoluuttisella
etaisyydella kalenterivuoden syntymaépéivista, ei kyseiselle lapselle otettu mittausta
mukaan kyseiseltd kalenterivuodelta.

Tulokset julkaistiin vuosilta 2014-2018 sellaisilta lapsilta ja nuorilta, jotka olivat
mittaushetkelld 2—-16-vuotiaita. (THL, 2019).

Téssa tutkielmassa noudatamme FinLapset-aineiston rajauksia muilta osin, lukuu-
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nottamatta rajausta yhteen mittaukseen kalenterivuotta kohden tai julkaisun yh-
deydessa suoritettua kalenterivuoden ja iédn perusteella tehtya rajausta. Tutustum-
me seuraavaksi aineistoon yksinomaan tdmén tutkielman piirissa.

2.2.2 Rekisteripohjainen lasten ja nuorten neuvola- ja kouluterveysai-
neisto pitkittiisaineistona

Esittdessamme FinLapset-aineiston formaalisti pitkittdisaineiston muodossa, voim-
me, Fitzmaurice ym. (2011) esitystapaa mukaillen, aloittaa méaérittelemalld painoin-
deksin satunnaismuuttujana Y;; ja aineistosta havaitun arvon y;;, jossat=1,..., N
on yksiloon viittaava indeksi ja 7 = 1,...n; yksilon ¢ mittaukseen viittava indeksi.
On téarkeda huomioida, ettd FinLapset-aineistossa lasten mittausmaarat vaihtelevat
yksiloittéin, eli on mahdollista, ettd n; # ng, kuni, k = 1,..., N jai # k. FinLapset-
aineisto on siten epétasapainoinen pitkittaisaineisto.

Yksilon ¢ painoindeksejé vastaavan satunnaismuuttujan vektori voidaan kirjoittaa
n; X 1 matriisina

Yin,

Mittausajankohta FinLapset-aineistossa on kiiynnin paivamaéara, jolla pituus- ja pai-
nomittaus on tehty. Tastd seuraa, ettéd yksiloita ei ole valttdmatta mitattu samoina
ajankohtina. Siten erds mittausajankohdan luonteva maaritelma on yksilon ¢ j:nnen
mittauksen paivamaara tpyw,; -

Pitkittaisaineiston aikaskaala voidaan maaritella muillakin tavoin, esimerkiksi lap-

. . . C e . . tpvm,; —lspvM; .
sen mittausajankohdan desimaali-ian mukaan, jolloin tyxx, = ——gz—, jossa
tspvm; on yksilon ¢ syntymépaiva. Jakajana kaytetdan lukua 365,25, jolla pyritaén

huomioimaan karkausvuoden vaikutus.

Mittauksiin voi liittyd myos taustatietoja, jotka voivat olla aika-invariantteja (time
invariant), kuten biologinen syntymésukupuoli ja -kunta tai ajassa muuttuvia (time
variant), kuten aika ensimmaéisestd mittauksesta tai mittaushetken asuinkunta.

Vasteeseen Y;; liittyvit taustatiedot voidaan kirjoittaa p x 1 taustamuuttujavekto-
rina.



jossat=1,...,Njaj=1,...n;.

Yksilon ¢ taustamuuttujavektorit voidaan kirjoittaa siistimmin matriisina

T
XZ% KXoy, Xy o0 Xy,
Xiz Xi21 Xi22 XiQp
Xi = . =
T

Muodostamme seuraavaksi FinLapset-aineistosta tdmén tutkielman nakokulmasta
rajatun aineiston.

2.3 Tutkielman aineiston rajaus

Tutkielman keskeinen kohde on lineaaristen sekamallien soveltuvuuden tarkastelu
analyysin kohteen ollessa rekisteriaineistosta muodostettu pitkittiisaineisto. Siten
kysymykset liittyvét aineistossa esiintyviin ilmioihin tilastollisten mallien sovellet-
tavuuden ja toiminnan nékokulmasta.

Rekisteriaineistona FinLapset-aineisto sisdltda useita tunnettuja ja tuntemattomia
harhan ja mittausvirheen lahteitd, mm. tietojen puuttuminen erdiden kuntien osal-
ta ja aineiston edustavuuden vahvistamattomuus. Téllaiset tarkastelut ja korjaavat
toimenpiteet on tassd tutkielmassa pitkélti sivuutettu ja siten tdmén tutkielman
piirissé aineiston taustalla vallitsevista ilmidista tehtdvien johtopéadtdsten suhteen
tulee suorittaa varovaisuutta.

Alkuperéinen FinLapset-aineisto késittaéd painoindeksihavaintoja 2.1.2013 ja 9.4.2020
véliseltd ajalta. Alkuperdisen aineiston tunnuslukuja on tulevissa tarkasteluissa mer-
kitty selvyyden vuoksi tahdella (*).

Havaintoja on kaikkiaan Nx = 718080 yksilolta ja mittausten kokonaismaara nx =
Nx

Z n; = 2768012.

=1
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Yksilokohtaisissa mittausten médrissa n; on merkittédvaa vaihtelua. Mittausten yk-
silokohtaisten méérien mediaani on 4, kvartiilivili [2, 5] ja vaihteluvali [1, 116].

N*

136319
103017
103836
107896
100783

79459
46876
21040

8420

10333
101

S

© 00 IO Ok Wi+

w =
R
N
S

Taulukko 1: FinLapset-aineiston yksilokohtaisten mittauslukumaérien jakauma.

Mittausten méérien jakaumista (Taulukko 1) huomaamme, ettd suurimman yksit-
tdisen ryhmén muodostavat yksilot, joilla on vain yksi mittaus. Tamé on syyta
huomioida, silla yleisesti pitkittdisaineiston oletetaan sisaltavian yksilod kohden véa-
hintdén kaksi mittausta (West ym., 2014). Yksilita, joilla on yli 30 mittausta on
koko ainestossa vain 101 kappaletta.

Tayttaaksemme pitkittaisaineiston vaatimukset, tutkielman aineistoon valittiin sel-
laiset yksilot, joilla on 2-9 mittausta. Lisdksi, alkuperdisen FinLapset-aineiston si-
jaan tutkielman aineisto rajoittuu yksiloihin, joiden kotikuntana on kunkin kalente-
rivuoden lopussa ollut Helsinki. Yksil6ilta, joiden kotikunta on muuttunut seuranta-
aikana, otetaan mukaan kaikki saatavilla olevat mittaukset.

Tulee kuitenkin painottaa, ettd rajattunakin aineisto sisaltdd huomattavan méaran
havaintoja suurelta maarélta yksiloitda ja se mahdollistaa samankaltaisten haastei-
den kohtaamisen kuin alkuperdinen FinLapset-aineisto.

Tutkielman rajatussa aineistossa havaintoja on kaikkiaan N = 101239 yksilolta ja
N

mittausten kokonaisméadra n = ) n; = 421660.
i=1

Vaikka yksilokohtaisten mittausmédrien vaihteluvéli pieneni (Taulukko 2), mediaani
ja kvartiilivali pysyivat samana.

Tutkielman aineston muuttujat
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Taulukko 2: Tutkielman rajatun aineiston yksilékohtaisten mittauslukuméérien ja-
kauma.

Tutkielmassa hyodynndmme seuraavia FinLapset-aineiston muuttujia

e Kiynnin yhteydessé kirjattu painoindeksi
e Kaynnin yhteydessé kirjattu iké

e Biologinen sukupuoli

Sukupuolijakauma (Taulukko 3) vaikuttaa kuvaavaan likimain Suomen viestod, jos-
sa tyttojen osuus on hieman poikien osuutta pienempi.

Sukupuoli N

Tytot 49837
Pojat 51402

Taulukko 3: FinLapset-aineiston sukupuolijakauma.

Tutkielman aineistossa esiintyy kolme kiinnostavaa aikadimensiota. Ensimmaéinen
néistd on yksilon ikd mittaushetkelld, toinen on aika, jolloin mittaus on suoritettu
ja kolmas on syntymékohortti. Nailld dimensioilla on muihin muuttujiin verrattu-
na poikkeuksellinen ominaisuus, silld kunkin dimension voi yksikasitteisesti paatella
kahdesta muusta. Namé dimensiot muodostavat iké-periodi-kohortti-ilmion, jota on
analysoitu my0s lineaaristen sekamallien kirjallisuudessa. (Yang ja Land, 2006).

Téamén tutkielman osalta oleellisia ovat dimensiot mittausaika ja yksilon ikd mit-
taushetkelld. Naitd voi luontevasti havainnollistaa esimerkiksi Lexis-diagrammeilla
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(Kuva 2), joissa pitkittaisaineisto kuvataan yksilokohtaisina polkuina, x-akselin ku-
vatessa aikadimensiota ja y-akselin ikdd mittaushetkella.

k& vuosina

2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Mittausajankohta

Kuva 2: Mittausajankohdan ja i&n suhdetta havainnollistava Lexis-diagrammi. Mah-
dollisia seurantapolkuja ja havaintoja kuvattu mustilla viivoilla ja palloilla.

Tarkeimpand muuttujana tarkastelemme vastemuuttuja painoindeksié. Painoindek-
sin jakauma (Kuva 3) on positiivisesti vino. Tadmé ei kuitenkaan vailttdmatta ole
ongelma, silld normaalisuusoletus koskee yksinomaan jadnnosvirheitd (West ym.,
2014). Vaikka vastemuuttujan ja jadnnosvirheiden jakaumat ovat tavallisten lineaa-
risten mallien tapauksessa analogisia (Fitzmaurice ym., 2011), lineaaristen sekamal-
lien tapauksessa tarkastelemme yksilon toistettujen mittausten jadnnosvirheita.

Toisin sanoen, kunkin yksilon havaintoihin sovitetun lineaarisen mallin (Kuva 4)
jaannosvirheiden tulisi noudattaa yksiulotteista normaalijakaumaa. Esimerkkikuva
havainnollistaa tdménkaltaista yksiloiden vilistd vaihtelua ja lineaarisuusoletusta.
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Kuva 3: Painoindeksihavaintojen empiirinen jakauma.
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Kuva 4: Mahdollisia regressiosuoria ja havaintoja kuvattu mustilla viivoilla ja pal-
loilla.

3 Lineaarinen sekamalli

Lineaariset sekamallit (LSM) ovat tilastollisten mallien joukko lahtokohtaisesti jat-
kuville vastemuuttujille, joiden jaannosvirheet (residuaalit) ovat normaalisti jakau-
tuneita, mutta eivat valttamatta riippumattomia tai niiden varianssi ei ole vakio
(West ym., 2014). Kyseisten mallien joukkoa kuvaava, yleisesti kiytossi oleva englan-
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ninkielinen nimi linear mized (effect) model, juontuu mallien ominaisuuksista siten,
ettd mallit ovat parametreiltdan lineaarisia ja niihin voi liittya taustamuuttujien
muodossa seké kiinteitd (fized) ja satunnaisia (random) vaikutuksia (effects). (West
ym., 2014).

Laird ja Ware (1982) kuvaavat kiinteiden ja satunnaisvaikutusten yhteytté seuraa-
valla tavalla: Olkoon toistettujen mittausten yksilokohtaiset todennékoisyysjakau-
mat samaa muotoa (form) kaikille yksiloille, mutta sallittakoon naiden todennékoi-
syysjakaumien parametrien vaihtelu yksildiden vililla. Néiden populaation satun-
naisvatkutusten parametrien jakauma muodostaa mallin toisen tason.

Siirtdédksemme Laird ja Ware (1982) esittdméan esimerkin FinLapset-aineiston kehik-
koon oletamme siis, ettd yksittaisen lapsen painoindeksin ja valittujen taustamuut-
tujien (esimerkiksi iké, sukupuoli jne.) vélinen yhteys on lineaarinen, mutta kuta-
kin lasta kohden sovitetun lineaarisen regression parametrit voivat vaihdella. Siten,
populaation regressioparametrien noudattaessa 2-ulotteista normaalijakaumaa, yk-
silokohtaisten toistettujen mittausten reunajakauma noudattaa moniulotteista nor-
maalijakaumaa asetelmaa vastaavalla kovarianssirakenteella.

3.1 Lineaarisen sekamallin maaritelma

Jotta voimme perusteellisesti ymmartaé lineaarisen sekamallin luonteen, aloitam-
me tarkastelun hyvin yleisesta tilastollisen mallin esitysmuodosta, yksinkertaisesta
lineaarisesta regressiomallista.

3.1.1 Lineaarinen regressio

Olkoon y; satunnaismuuttujan Y; havaittu arvo, z; satunnaismuuttujan X; havaittu
arvo, fp (vakiotermi) ja /3 (taustamuuttujan z; regressiokerroin) kiinteitd, mutta
tuntemattomia regressiokertoimia ja satunnaismuuttuja ¢; mallin selittdméton osa
(jddnnostermi) havainnoille 1 = 1,...  n.

Satunnaismuuttujan Y; ja taustamuuttujan z; yhteyttd kuvaa yksinkertainen line-
aarinen regressiomalli

Yi= 0o+ bwi + &

Laajennettuna usean taustamuuttujan lineaariseen regressioon edellinen voidaan
esittdd muodossa

Yi= B0+ Bixin + - + Bpxip + €
Tiivistdidksemme edellistd muotoa, voimme médritelld sarakevektorit ; = [z, ..., 2] "
ja B =[B1,...,5,)" ja kirjoittaa mallin muodossa

Yz‘:mzﬁ‘f'ﬁi
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havainnoille : = 1,... n.

Seuraavaksi hyodynndmme lineaarisen mallin méaaritelméa esitellessaimme lineaa-
riselle sekamallille ensin kaksitasoisen mallin, jonka jalkeen etenemme luontevasti
tasot yhdistavéadn Laird ja Ware (1982) yleiseen lineaariseen sekamalliin.

3.1.2 Kaksitasomalli

Monitasomalleille keskeistd on aineiston hierarkkisen rakenteen huomioiminen mal-
lissa satunnaisvaikutusten avulla (Talbott, 2006). Pitkittédisaineistoa kuvaavassa kak-
sitasomallissa hierarkian ensimmaéinen taso kasittda yksilon mittauskertojen vélisen
vaihtelun ja toinen taso yksiloiden valisen vaihtelun. Monitasomallit voidaan yleistaa
my6s useammalle tasolle (Goldstein, 2011; Burzykowski ja Galecki, 2013).

Ensimmainen taso

Ensimmaiselld tasolla oletamme kunkin yksilon keskimééréisen vasteen (Mean res-
ponse) noudattavan lineaarista regressiomallia samoilla taustamuuttujilla, mutta yk-
silollisilla regressiokertoimilla (Fitzmaurice ym., 2011).

Edellistd mukaillen, voimme esittda ensimméisen tason muodossa

Y, =Z,0; + €,

jossa Y; on yksilon i n;-vastevektori, B; tuntemattomat regressiokertoimet siséltava
p-vektori ja Z;3; yksilon i tuntematon keskiméédrdinen vasteen kehitys (Response
trajectory). Ensimméisen tason kontekstissa matriisi Z; méaéarittelee kuinka yksilon
keskimadridinen vaste muuttuu ajassa, mutta maaritelma tulee vaatimaan tarken-
nusta.

Niin sanottujen yksiloiden valilla vaihtelevien kiinteiden, mutta tuntemattomien vai-
kutusten lisdksi ensimmaiseen tasoon liittyy myos yksilon ¢ mittauksia koskeva sa-
tunnaisvirhe €;, jossa €; ~ N(0, R;), jossa R; on jokin n; x n; kovarianssimatriisi.
Yksinkertaisuuden vuoksi voimme olettaa, ettd R; = 0*1I,,,.

Toinen taso

Toisella tasolla tuomme malliin oletuksen, ettd yksilokohtaiset vaikutukset 3; ovat
satunnaismuuttujia jollakin odotusarvolla ja kovarianssilla.

Keskeistda on 3; yksildiden vélisen vaihtelun mallintaminen mittausajankohdasta
riippumattomien vasteen yksilollisia eroja selittdvien taustamuuttujien funktiona
(Fitzmaurice ym., 2011).

Siten 3; odotusarvoksi saamme
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E(,Bz) = K,(3,
jossa K; on yksiléiden vilistd vaihtelua selittdvien muuttujien (¢ X p) matriisi.

Yksiloiden vilista residuaalivaihtelua, jota K; ei selitd, merkitsemme

Cov(3:) = G.

Lopuksi voimme yhdistdd ensimmaéisen ja toisen tason komponentit esittddksemme
Y;:lle lineerisen sekamallin yleisen muodon. (Fitzmaurice ym., 2011; Verbeke ja Mo-
lenberghs, 2000).

3.1.3 Yleinen lineaarinen sekamalli

Yhdistadksemme ensimméisen ja toisen tason, hyodyntéaen toisen vaiheen oletuksia,
voimme Kirjoittaa 3; uudelleen muodossa

Bi = KB+ b,

jossa b; ~ N(0,G).

Tassa b; kuvaa ¢:nnen yksilon poikkeamaa keskimadraisesta vasteesta, kun yksildiden
yhteiset taustamuuttujat on huomioitu. (Fitzmaurice ym., 2011).

Yhdistetty muoto saadaan sijoittamalla

Y =28 +¢
=Z;(K;B+b;)+¢
= (Z,K:)B + Zb; + €
= XiB+ Z;b; + €,

jossa X; = Z,; K.
Yleisesti muotoiltuna, malli joka tyydyttdéd vaatimukset

Y, =X.B+Zb +¢
€; ~ N(O, Rz)

bi,...7bNJ_€i,...,€N

on lineaarinen sekamalli. (Verbeke ja Molenberghs, 2000; Laird ja Ware, 1982).
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Fitzmaurice ym. (2011) alleviivaavat, ettd kaksitasomalliin, sen ollessa pedagogisesti
hyodyllinen lineaarisen sekamallin yksiléiden vilisten ja yksilokohtaisten vaikutus-
ten esitystapa, liittyy merkittava rajoite, silld muoto X; = Z; K; edellyttad, etta K;
sisaltad vain yksiloiden valisia vaikutuksia selittdvid muuttujia ja Z; vain yksilokoh-
taisia ajassa muuttuvia vaikutuksia selittdvia muuttujia.

Tama rajoite on kuitenkin kierrettévissd olettamalla, ettd X; on lineaarisen seka-
mallin mielivaltainen koematriisi ja, ettd Z; muodostuu sarakkeista, jotka ovat X;

sarakkeiden osajoukko. Télloin vasteen Y; odotusarvo yli kaikkien yksilokohtaisten
vaikutusten

méarittelee vasteen keskiméaraisen kehityksen koko tarkasteltavana olevalle joukolle
ja Z;b; kuvaa selittamatta jaanytta osaa, eli yksilokohtaisia poikkeamia tarkastelu-
joukon vasteen keskimédraisestd kehityksestd. (Fitzmaurice ym., 2011).

Téasmallisemmin muotoiltuna, tarkastellaan ehdollista odotusarvoa

Koska E(b;) = 0, saamme reunajakauman Y; odotusarvoksi

E(Y:) = E(E(Y;[b;))
= XiB+ Z,E(b:)
= X,B.

Siten vahvistamme tulkinnan, ettd parametrit 3 kuvaavat koko tarkastelujoukon yh-
teisid, niin kutsuttuja kiinteitd vaikutuksia ja ottaen huomioon kiinteat vaikutukset,
b; kuvaa yksilon ¢ poikkeamaa koko tarkastelujoukon keskiméaraisesta vasteesta, toi-
sin sanoen mallin satunnaisvaikutuksia.

Fitzmaurice ym. (2011) mukaan lineaarisen sekamallin kaksitasoesitys asettaa eri-
tyisvaatimuksia myos mallin kovarianssille. Koska kovarianssirakenteella on monin
tavoin keskeinen asema, sekd yleisen lineaarisen sekamallin teoriassa, ettd pitkittai-
saineiston erityistapauksessa, erotamme sen késittelyn omaksi alaluvukseen.

3.1.4 Kovarianssirakenteet

Tarkastellaan seuraavaksi lineaarisen sekamallin kovarianssirakenteita Fitzmaurice
ym. (2011) esittdméssd yleisessd muodossa. Lahtokohtana on erottaa yksilokohtai-
sen ja yksiloiden vélisen vaihtelun ldhteet ja mahdollistaa néiden yksikésitteinen
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analyysi.
Yleisen lineaarisen sekamallin

Y, =XiB+Zb; + ¢

tapauksessa voimme, edellisessé luvussa esitetyn méaritelmén mukaan, esittda yk-
silon ¢ keskimé&aradisen vasteen ehdollisena odotusarvona

E(Y:|b;) = XiB + Z;b,,

jossa otamme huomioon yksilon ¢ poikkeaman b; koko tutkimusjoukon keskimé&aréi-
sesta vasteesta.

Pyrkimyksessédmme erottaa yksilon ¢ mittausten keskindinen vaihtelu koko tutkimus-
joukon mittausten vaihtelusta, méaritellaan yksilon ¢ mittausten kovarianssi samaan
tapaan ehdollisena kovarianssina

Cov(Y;]b;) = Cov(e;) = R;,

jolloin Fitzmaurice ym. (2011) mukaan reunajakauman Y; kovarianssiksi saamme

Cov(Y;) = Cov(X;B + Z;b; + €;)
= Cov(Z;b;) + Cov(e;)
= Z;Cov(b;))Z; + Cov(e;)
=Z,GZ/ +R;.

Niéin ollen, lineaarinen sekamalli mahdollistaa yksiléiden vélisten varianssilahteiden
G ja yksilokohtaisten varianssildhteiden R; yksikésitteisen analyysin.

Koska mallin kovarianssi esitetdan mittausajankohtien funktiona, ei satunnaisvaiku-
tusten kovarianssirakenne vaadi tasapainoista asetelmaa pitkittaisaineistossa, kova-
rianssiparametrien maéré ei riipu mittausajankohdista tai niiden lukuméérésta ja
varianssi seké kovarianssi voivat myos muuttua mittausajankohtien funktiona, misté
on merkittdvad hyotyd epdtasapainoisen pitkittéisaineiston analyysissd. (Fitzmau-
rice ym., 2011).

Kirjoitetaan yksildiden vélisten satunnaisvaikutusten g-vektori b; ~ N (0, G) yksi-
16lle ¢ matriisimuodossa
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jolloin kovarianssi Cov(b;) = G voidaan esittdd muodossa

Var(bu) Ce COV(bh’, bql)
G = : - :
Cov(bys, bgi) ... Var(bg;)

Liséksi kirjoitetaan yksilon ¢ mittausten n; satunnaisvirhe, eli residuaali €; ~ N (0, R;)
yksilolle ¢ matriisimuodossa

€, = )

Enii

jolloin kovarianssi Cov(e;) = R; voidaan esittdd muodossa

Var(eu) PN COV(Gu, Enii)
R; = : :
Cov(€rs, €nyi) ... Var(eg).

Burzykowski ja Galecki (2013) sekd West ym. (2014) mukaan matriisin G alkiot voi-
daan kuvata jonkin kovarianssiparametrivektorin 6 alkioiden funktioina G = o(0¢).

Jos emme aseta muita vaatimuksia, kuin ettd ¢ x ¢ matriisi G on symmetrinen
ja positiivisesti definiitti, kiytetdan nimitystd rakenteeton kovarianssirakenne. Téas-
sé tapauksessa G symmetrisyyden johdosta O sisdltiaa (¢(q + 1))/2 parametria.
(Burzykowski ja Galecki, 2013; West ym., 2014).

Tarkastellaan tarkemmin matriisin G mahdollisia kovarianssirakenteita. Esimerkiksi
jos rakenteettoman kovarianssirakenteen tapauksessa oletetamme malliin kaksi sa-
tunnaisvaikutusta, satunnaisen vakiotermin ja satunnaisen regressiokertoimen. T4él-
16in kovarianssiparametrien mééra olisi ¢ = 2(2 4+ 1)/2 = 3, jolloin 6 voitaisiin
kirjoittaa muodossa

Ty,
0 = Oby;,ba;
2
Obag;
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ja G muodossa

G o Var(bh-) COV(bli, bgl)
o COV(bli, bgz) Var(bgi)

2
— |: Ob1; O—blibei:|

2
Obyi,bas Obg;

Matriisin G rakennetta voidaan yksinkertaistaa vaihtoehtoisilla parametrisoinneilla
kuten esimerkiksi varianssikomponenttirakenteessa, jossa jokaisella satunnaisvaiku-
tuksella b; on yksilllinen varianssi ja kovarianssit ovat rajoitettu nollaan. Téssa
tapauksessa O¢

2
GG = |:0-}:2)173:|

Ty,

madrittelee matriisin G diagonaalin

o2 0
o[t 3

0 Th,,

Rakenteeton kovarianssirakenne ja varianssikomponenttirakenne ovat yleisimmin so-
velletut matriisin G rakenteet, mutta myos muita rakenteita on esitetty. (West ym.,
2014).

Siirrymme tarkastelemaan matriisin R; mahdollisia kovarianssirakenteita. Maéritte-
lemme R; alkiot kovarianssiparametrivektorin g alkioiden funktioina.

Yksinkertaisin kovarianssirakenne matriisille R; on diagonaalirakenne, jossa yksilon
¢ mittauksiin liittyvét residuaalit oletetaan keskenédén korreloimattomiksi ja niiden
varianssit vakioiksi. Diagonaalimatriisi R; on muotoa

Ri:

0 ... o2

ja parametrivektori Oz = [0?] siséltdid vain yhden parametrin. Yksildiden 7 mittaus-
ten valilla ei siis oleteta olevan korrelaatiota, miké pitkittaisaineiston tapauksessa
on hyvin epérealistinen oletus.
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Eraana yksinkertaisena vaihtoehtona on esitetty tasakorrelaatiorakennetta, jossa yk-
silon ¢ mittausten residuaaleille oletetaan vakiokorrelaatio.

02—1—01 o1

01 0'2+0'1

jonka parametrit muodostavat parametrivektorin

2
o
0, —
Vaikka tasakorrelaatiorakenteen esitetadn soveltuvan tilanteisiin, joissa toistetut mit-
taukset suoritetaan identtisissd olosuhteissa, sitd pidetadn yleisesti liian optimisti-

sena pitkittaisaineiston kannalta. (Pinheiro ja Bates, 2000; Fitzmaurice ym., 2011;
West ym., 2014).

On luontevaa ajatella pitkittédisaineiston yksilon ¢ mittausten vélilla vallitsevan jokin
korrelaatio ja ajallisesti ldhelld olevien mittaukset olevan samankaltaisempia kuin
ajallisesti etadmmallé olevien. Yksilon mittausten residuaaleja kuvaavan kovarians-
sirakenteen tulisi siis heijastaa téallaista asetelmaa.

Tasapainoisen pitkittaisaineiston tapauksessa autoregressiivinen kovarianssirakenne
on usein sopiva valinta. Téalloin kovarianssimatriisi R; on muotoa

o? alp ... o?pril
a?p o? ... o2
R; = : : :
O.2p’ni—1 O.Qpni—g . 0.2

parametrivektorilla

Kaytannon tapauksissa, koskien vaikkapa epétasapainoista pitkittédisaineistoa, on
usein tarve joustavammalle matriisin R; kovarianssirakenteelle. Sopivan rakenteen
valinta vaatii kuitenkin havaitun aineiston ja tutkittavan ilmion ominaisuuksien tar-
kastelua. Tahén prosessiin palaamme myShemmin tutkielmassa (Kappale 4.2.3).
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3.2 Estimointi

Estimoinnin nakokulmasta kiinnostuksen kohteena ovat kiinteiden vaikutusten pa-
rametrit 3 ja kovarianssiparametrit 84 ja @r. Yleisimmét menetelmét edelld mai-
nittujen parametrien estimointiin ovat suurimman uskottavuuden (mazimum likeli-
hood, ML) ja rajoitettu suurimman uskottavuuden (restricted mazimum likelihood,
REML) menetelmét .(West ym., 2014).

Suurimman uskottavuuden menetelméssé tavoitteena on uskottavuusfunktion mak-
simointi. Uskottavuusfunktio on mallin parametrien funktio ja sen globaali maksimi,
parametrin suurimman uskottavuuden estimaatti, on parametrin arvo jolla havaittu
aineisto on uskottavin. (Casella ja Berger, 2002).

Lineaarisen sekamallin tapauksessa uskottavuuspéattely perustuu parametrivekto-
reista 3 ja @ = [0g,0z]" ja Y; reunajakaumasta muodostettuun uskottavuusfunk-
tioon.

Reunajakauman uskottavuusfunktion muodostamiseksi mm. West ym. (2014) ehdot-
tavat lineaarisen sekamallin yleiseen muotoon laheisesti liittyvad marginaalimallia.
West ym. (2014) mukaan lineaarisen sekamallin yleisestd muodosta voidaan péétella
(imply) seuraava marginaalimalli

Y, = X8 +€;, (1)

jossa

€; ~ N(O,W)

ja kovarianssimatriisi V; maéritellaan

Vi=ZGZ' + R,

West ym. (2014) painottavat, ettd marginaalimalli ei ole ekvivalentti lineaarisen se-
kamallin yleisen muodon kanssa, sillda marginaalimalli ei sisélla satunnaisvaikutuksia.
Satunnaisvaikutuksia vastaava kovarianssirakenne on kuitenkin mahdollista sisallyt-
tad malliin matriisin V; kautta.

Péaattellyn marginaalimallin avulla voimme maéaaritelld vasteen Y; reunajakauman
moniulotteisena normaalijakaumana
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Y, ~ N(X,8,Z,GZ] + R;)

Huomioitavaa on, etti Z;GZ,” kuvastaa yksildiden vilisti vaihtelua ja R; yksilon i
mittausten sisaista vaihtelua.

Koska V; = Z,GZ] + R; on funktio V;(0) kovarianssiparametreilli 6, voimme
mééritelld marginaalimallia vastaavan tiheysfunktion f(Y;; 8,0) muodossa

F(¥:8.6) = (2m) % det(V) Hexp (— S [¥i — XV, ¥i - X.60).

jolloin havaitun aineiston Y; = y; uskottavuusfunktioksi saamme N riippumatto-
man kontribuution tulona

N
L(B,6;y) = || f(v::8.6)
=1

(2m)" % det(V;) 2 exp (— %[yz - X:0]"V; [y — X)),

L

I
—_

)

jossa i = (1,..., N). Vastaava log-uskottavuusfunktio saadaan luonnollisella loga-
ritmilla

—=

1(B,0;y) =log(] | f(y:; B,0))

-
Il
fa

f=r

= log

:log(

(2m) % det(V))dexp (— 3 s — Xi8] TV, i x-m)),

(27T)nzi) + log (IN_[ det(Vi)é)

1 i=1

=1

1=

(2

N
+ log (Eexp (- %[yz- - X,8]"'V, [y, — Xzﬂ]))
S tog2) — S log(det(V) - LS - X8Vl - X8
= 2i:1nz oglam 2i:1 oglae i 2i:1 Yi i i Y i
=L togm) — LS log(det (V) — S - X8V - X,
2 2 =1 2 =1 ' ' ' ’

N
jossan = > n,.
i=1
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West ym. (2014) mukaan olisi mahdollista estimoida 3; ja 6@ samanaikaisesti, mut-
ta kiytannossa algoritminen optimointi suoritetaan usein profiloimalla B3 ulos log-
uskottavuusfunktioista.

Vaikka yleisessé tapauksessa @ on tuntematon, sellaisen erityistapauksen késittely,
ettd @ on tunnettu, tarjoaa térkedn valivaiheen lopullisen profiili-log-uskottavuus-
funktion muodostamiseksi.

Parametrivektorin @ ollessa tunnettu, estimoitavaksi jaavéit ainoastaan kiinteédt vai-
kutukset 3;. Log-uskottavuusfunktio on talldin vain parametrin 3; funktio ja sen
optimointi on yhteensopivaa tappiofunktion (loss function) ¢(8) minimoinnin kans-
sa, joka méaritellaan

q(B) = %Z[yz‘ - X,8]"V 'y, — Xi8].

Funktion ¢(3) optimointi voidaan suorittaa yleistetylld pienimmén nelidsumman
menetelmalla.

Derivoimalla log-uskottavuusfunktio 3 suhteen saamme

aL(/B> 0; y) Tyr—1
—Fa = X, Vi (yi— X0
P S X - X
N
ja asettamalla >° X'V, ' (y; — X;8) = 0 saamme normaaliyhtilémuodon
=1
N
XV y - XiB8) =0
i=1

Z(XT ZXTV Y

jolloin parametrivektorin 3 optimaaliselle arvolle l6ydetaan suljetun muodon ratkai-
su

N N
B=0_ X VX)) XV ly,
i=1

=1

joka, y; ollessa normaalijakautunut, on ominaisuuksiltaan paras lineaarinen harha-
ton estimaattori. (West ym., 2014).
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Nyt voimme siirtyé tarkastelemaan kovarianssiparametrivektorin @ ja kiinteiden pa-
rametrien vektorin B estimointia yleisessé tapauksessa, kun 6 on tuntematon.

Muodostetaan profiili-log-uskottavuusfunktio [(0; y) sijoittamalla B log-uskottavuus-
funktioon I(3, 0;y)

1 N

N
1(6;y) = —%nlog(%) - %Z log(det (V) — 5 > [yi — XiB] "V, '{ys — Xifj
=1

= i=1

1 1 1
= —Enlog(ZW) ~5 ;log(det(Vi)) 3 ;rjvflri,

A N N
jossari =y = Xif =y = XL X[V, X)L XV,
i=1 i=1

Kun estimaatit G ja R, ovat loytyneet, ratkaistaan Vi sijoittamalla

Siten 3; estimaattoriksi saamme sijoittamalla Vi yleistetyn PNS-estimaattorin yh-
taloon

N
B=0Q X Vi'Xx)" )y XVl

i=1 =1

joka on ominaisuuksiltaan empiirinen paras lineaarinen harhaton estimaattor: West
ym. (2014).

Kovarianssimatriisi estimaattorille 3 on

West ym. (2014) mukaan suuriman uskottavuuden kovarianssiparametrien estimaa-
tit ovat kuitenkin harhaisia, silld niissa ei oteta huomioon p kiinteiden vaikutusten
parametrien 3 estimoinnista johtuvaa vapausasteiden menetysté. Diggle ym. (2013)
esittavat myos, ettd suurimman uskottavuuden menetelmé on erittain herkka vaa-
rin spesifioidulle matriisille X; ja voi johtaa ei-konsistenttiin kovarianssiparametrin
estimaattoriin, jolloin estimaattori ei tarkennu asymptoottisesti kohti kovarianssi-
parametrin todellista arvoa.

Lineaaristen sekamallien tapauksessa vaihtoehdoksi suurimman uskottavuuden me-
netelmélle suositellaan REML-menetelméé. (Diggle ym., 2013; Pinheiro ja Bates,
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2000; Verbeke ja Molenberghs, 2000).

REML-menetelmén estimaattori on suurimman uskottavuuden estimaattori sellai-
selle lineaarimuunnokselle K" y;, jossa K; on n; X (n; —p) matriisi ja jolle K" X; = 0
ja

Ky, ~ N0, K] V,K;).
Sopiva ehdokas matriisille K; on projektio Q; = I;—X;(X, X;) 1 X", jolla E(K, y;) =
0 riippumatta parametrien 3 arvoista. (Diggle ym., 2013).

Nissinen (2009) mukaan REML-menetelmén uskottavuusfunktio voidaan muotoilla
méiiritelemilld sellainen n; x (n; — p) matriisi A;, jolle A;A] = Q; ja A] A; = I,
Silloin A; on sopiva valinta matriisille K; ja

Alyi~ N(0,A] VA;).

Nissinen (2009) niyttii, kuinka A y; muodostavat tiheysfunktion

(A]V;A;) 2

f<Az—'ryl> ) - (27‘—)

exp( ATyz X,B"Al (AT V,A) A Ay — Xﬁ])
)~
(-

1

= (2r (X, X:)2 det(X; V' X,) "2 det(V;) 2

M

exp

- X8V, yi - -Xué])

l\DI»—t

jossa B yleistetty PNS-estimaattori.

Nissinen (2009) osoittaa myds, ettd A; liittyy tiheysfunktioon vain epésuorasti X" X
kautta, joka puolestaan ei riipu matriisista V;, eikd myoskaan vaikuta uskottavuus-
funktion optimointiin ja REML-menetelmén log-uskottavuusfunktio voidaan siten
kirjoittaa

V) = Sl 3l KTV X004 S lostaecV) 4 3TV,
=1
N
jossan =) n;
i=1

Huomioitavaa on, ettd ML- ja REML-menetelmien log-uskottavuusfunktiot eroavat

N
vain niin kutsutun sakkotermin >~ log(det(X, V' X;)) perusteella. Siten kiiytin-
i=1
nossd samat optimointialgoritmit ovat sovellettavissa molempien numeeriseen esti-

mointiin.
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Diggle ym. (2013) tarkentavat, ettd ML- ja REML-menetelmét ovat asymptoottises-
ti ekvivalentteja ja siten yleisia teoreettisia eroja on menetelmista vaikea osoittaa,
mutta sovelluksissa REML-menetelmén on osoitettu suoriutuvan tehokkaammin ti-
lanteissa, joissa esimerkiksi kddnnettéava kovarianssimatriisi on ldhes singulaarinen.

Koska sakkotermi on p x p matriisi, ML- ja REML-menetelmien erot korostuvat
N

vain, jos p on suuri suhteessa aineiston mittausten kokonaisméadraan n = > n;
i=1

Sijoittamalla estimaattori ‘A/}REML yleistetyn PNS-estimaattorin 3 kaavaan, saadaan

N N
5 _Z TyYr-1 —12: Tyr-1
BREML - ( X'L ‘/iREMLX'i> X’l ‘/Z'REMLyi'
i=1 i=1

3.2.1 Satunnaisvaikutusten ennustaminen

Koska satunnaisvaikutukset b; eivit frekventistisen uskottavuuspaéttelyn diskurs-
sissa ole mallin parametreja vaan satunnaismuuttujia, mm. West ym. (2014) seké
Pinheiro ja Bates (2000) suosittelevat estimoinnin sijaan puhuttavan satunnaisvai-
kutusten ennustamisesta.

Toisin kuin kiinteiden vaikutusten tapauksessa, johtuen siitd, ettd b; ~ N(0,G),
ei kiinnostuksen kohteena ole itse satunnaismuuttujan odotusarvo, vaan ehdollinen
odotusarvo E(b;|y;).

Nissinen (2009) nayttéé, ettd b; ja y; normaalisuusoletuksesta seuraten, b; ja y; =
X3+ Z;b; + €; noudattavat moniulotteista normaalijakaumaa

b; 0 G GZiT
y,| U\ X80 126G V)

josta moniulotteisen normaalijakauman ehdollisen jakauman mééaritelmén mukaises-
ti saadaan ehdolliseksi odotusarvoksi

E(bily:) = E(b;) + GZ'V; ' (y; — E(y)))
= GZV ' (y; — X,3).

1

Kun tuntematon g tilalle sijoitetaan yleistetty PNS-estimaattori ﬁ saadaan

bi=GZ V,  (y; — X, 1),

joka on vektorin b; paras lineaarinen harhaton ennuste (BLUP).
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Harhattomuudella viitataan tédssé yhteydessa siihen, ettd ennusteella b, ja satun-
naismuuttujalla b; on sama odotusarvo.

Nissinen (2009) huomauttaa, ettd ennusteella on pienempi varianssi kuin satunnais-
muuttujalla, silla

Var(b;) = Var(E(b;|y;)) + E(Var(b;|y;))
= Var(i)i) + ¢,

jossa ¢ > 0.

~

Parasta lineaarista harhatonta ennustetta b; voidaan kutsua myos kutistusestimaat-
toriksi (shrinkage estimator) (Robinson, 1991).

Koska usein G, V; seki R,; ovat tuntemattomia, korvataan ne vastaavilla ML-
tai REML-estimaateilla, jonka seurauksena saamme empiirisen parhaan lineaari-
sen harhattoman ennusteen (EBLUP).

b = éZz'TVi_l(yi - Xz/é)

{EBLUP
Nissinen (2009) johtaa ennusteen kovarianssimatriisin méaérittelemalld ensin
b =GZV  (yi - X.B)

IEBLUP

jossa

P=V (I, - XXV ' X)) ' X V).

)

Ennusteen kovarianssimatriisiksi saadaan

~

Cou(b - GZ'PZG.

iEBLUP)

~

Verbeke ja Molenberghs (2000) mukaan Cov(b

telusta ja usein paattely perustuu

) on aliarvio b — b; vaih-

IEBLUP I{EBLUP

~

Cov(b —by).

IEBLUP

Verbeke ja Molenberghs (2000) kuitenkin korostavat, etté edelld mainittu lahesty-
mistapa tulisi tulkita bayesildisessa viitekehyksessé, silld b; tulkitaan satunnaispa-
rametriksi.
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Nissinen (2009) sekéd Verbeke ja Molenberghs (2000) esittelevit vaihtoehtoiseksi 1&-
hestymistavaksi Henderson ym. (1959) sekamalliyhtilot, jossa B ja b; estimoidaan
samanaikaisesti lineaarisen yhtéloryhmén ratkaisuna, mutta Verbeke ja Molenberghs
(2000) tarjoavat laajemman tilastotieteenfilosofisen pohjan pééttelylle.

Verbeke ja Molenberghs (2000) mukaillen Hendersonin (1959) sekamalliyhtéloiden
voidaan osoittaa olevan yhteensopivia edellisen esitystavan kanssa maarittelemélla
lineaarinen sekamalli muodossa

Y = XB+ Zb+e,

jossa yksilokohtaiset vektorit ja matriisit ovat yhdistetty vektoreiksi Y, b, lohko-
matriisiksi X ja lohkodiagonaalimatriiseiksi G ja R seuraavalla tavalla

jolloin

X'R X X'"R'Z Bl [X"R'y
Z'R'X Z'R'Z+G'||b| |Z'TR'y|"
Sekamalliyhtélojen ratkaisut ovat ,[;' ja i), jotka ovat parametrien B ja b paras line-

aarinen harhaton estimaattori (BLUE) ja ennuste (BLUP).

Laird ja Ware (1982) ovat osoittaneet, ettd niin ML- kuin REML-estimaatit voi-
daan laskea numeerisesti EM-algoritmilla, mutta huomauttavat konvergointiongel-
mista erityisesti ML-estimoinnissa, jos suurin uskottavuus saavutetaan lahella para-
metriavaruuden rajaa.

Verbeke ja Molenberghs (2000) viittaavat Newton-Raphson-menetelméén aikansa
yleisimpéné parametrien estimointimenetelméané. Tarkan kuvauksen néiden algorit-
mien implementointiin antavat Lindstrom ja Bates (1988) sekd Lindstrom ja Ba-
tes (1990), joista jalkimméiseen teokseen mm. R-ohjelmiston (R Core Team, 2013)
nlme-paketin dokumentaatiossa viitataan (Pinheiro ym., 2013). Keskustelemme ly-
hyesti optimointialgoritmien valinnasta liitteessa B.
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3.3 Mallidiagnostiikka

Mallin valinnassa ja arvioinnissa keskeistd on valita sopiva malli, joka vastaa par-
haiten esitettyyn tutkimuskysymykseen. Haasteena on useiden kilpailevien mallien
madra, josta tutkijan tulisi pystyé valitsemaan malli, joka samaan aikaan parhaiten
selittad vastemuuttujan vaihtelua, mutta mahdollistaa haluttujen tutkimushypotee-
sien testaamisen. (West ym., 2014).

Keskeisia tyokaluja sopivan mallin etsintdédn ovat mallin residuaalijakauman ja esti-
moitujen parametrien tarkastelu sekd mallien keskindisen vertailun mahdollistavat
kriteerit.

Uskottavuusosaméaéran testi on hyvin tunnettu menetelmi kahden mallin vertai-
luun. Menetelméssé vertaillaan kahden sisédkkdisen (nested) mallin, rajoittamatto-
man vertailumallin ja rajoitetun nollahypoteesimallin uskottavuusfunktioita.

Tarkemmin muotoiltuna, rajoitetun mallin parametriavaruuden tulee olla rajoitta-
mattoman mallin parametriavaruuden osajoukko (West ym., 2014).

Uskottavuusosaméadran testi (Likelihood ratio test, LRT) mééritelldén

L
—2 log<f0)7

jossa L on rajoittamattoman mallin ja Ly rajoitetun mallin uskottavuus.

Uskottavuusosamiirin testin testisuure noudattaa asymptoottisesti y?-jakaumaa
vapausastein p — pg, p ja po ollessa rajoittamattoman ja rajoitetun mallin paramet-
rien lukumaarat.

Uskottavuusosamaaran testi soveltuu lineaaristen sekamallien vertailuun sekd ML-
ettd REML-menetelmilld, mutta jalkimmaisessa tapauksessa molempien mallien tu-
lee olla estimoitu REML-menetelmélla ja kiinteiden vaikutusten parametrien ident-
tisid. (Pinheiro ja Bates, 2000).

Kiinteiden vaikutusten parametrien mukaan rajoitetun ja rajoittamattoman mal-
lin vertailuun tulee siis perustua ainoastaan ML-menetelméaén. Vertaillessa malleja
kiinteiden vaikutusten parametrien perusteella, tulee vuorostaan kovarianssipara-
metrien olla samoja rajoitetussa ja rajoittamattomassa mallissa. (West ym., 2014).

Kovarianssiparametrien perusteella rajoitetun ja rajoittamattoman mallin vertai-
lun tulisi perustua vuorostaan REML-menetelmaén, silld kovarianssiparametrien
REML-estimaattien harhan on osoitettu olevan ML-estimaatteja pienempéd. (West
ym., 2014).
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Toisen mallien vertailun kannalta hyodyllisen menetelméjoukon muodostavat infor-
maatiokriteerit. Informaatiokriteerit arvioivat mallin ja aineiston yhteensopivuutta
optimoidun log-uskottavuusfunktion perusteella lisdten arvioon parametrien luku-
madraan perustuvan sakkotermin.

Informaatiokriteerien keskeinen ominaisuus on, etté niilld voidaan vertailla kaikkia
samaan aineistoon sovitettuja malleja. (West ym., 2014).

West ym. (2014) mukaan Akaiken informaatiokriteeri (A/C) voidaan laskea ML- ja
REML-menetelmilld optimoiduille log-uskottavuusfunktioille {(3, )

AIC = —21(B, 6) + 2p,

jossa p on mallin yhteenlaskettu parametrien maara. West ym. (2014) huomautta-
vat, ettd tdméa pitdd paikkaansa R- ja Stata-ohjelmistoilla, mutta SAS- ja SPSS-
ohjelmistot huomioivat p:ssé kovarianssiparametrien lukumaaran.

Toinen yleinen, usein AIC:n kanssa esiintyvé informaatiokriteeri on Bayesin infor-
maatiokriteeri (BIC')

BIC = —2I(83, 0) + plog(n).

BIC soveltaa suurempaa sakkotermié parametrien kokonaislukuméériadan p nidhden
N

kertomalla parametrien lukumééran aineiston havaintomééran n = > n; luonnolli-
i

sella logaritmilla.

West ym. (2014) argumentoivat, ettei informaatiokriteereistd tahénastisen lineaa-
risten sekamallien kirjallisuuden valossa kumpikaan nouse toisen ylapuolelle ja liséda
tutkimusta informaatiokriteerien merkityksesté lineaaristen sekamallien valinnassa
kaivataan.

Myos Verbeke ja Molenberghs (2000) ilmaisevat voimakkaan kannan, etté informaa-
tiokriteerit eivat tarjoa muuta kuin peukalosddntoji sopivan mallin valintaan, eika
niihin tule suhtautua formaalisti méariteltyina tilastollisina testeiné.

Mallin residuaalien tarkastelu tarjoaa térkedn ndkokulman mallin sopivuuden ar-
viointiin. Yksilon ¢ ehdollinen residuaalivektori méaéritellaan

€ =Y — Xi/é - Zzi)z

Niin kutsutut raa’at residuaalit eivit sovellu hyvin mallin arviointiin, silld ne ovat,
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huolimatta todellisista residuaaleista, usein keskenééan korreloituneita ja heteroske-
dastisia. (West ym., 2014).

Vaihtoehtoisia ratkaisuja ongelmaan ovat skaalatut residuaalit, mm. standardisoi-
dut, Studentin sisdiset residuaalit. Burzykowski ja Galecki (2013) mukaan stan-
dardisoidut residuaalit saadaan skaalaamalla estimoidut residuaalit vastemuuttujan
todellisella keskihajonnalla, mutta kidyténnosséd todellinen keskihajonta on harvoin
tunnettu. Siten, estimoidut residuaalit voidaan skaalata my6s estimoidulla keskiha-
jonnalla, jolloin saadaan Studentin sisdiset residuaalit (internally studentized resi-
duals)

~

€;
Var(y):

Burzykowski ja Galecki (2013) suosittelevat Studentin sisdisid residuaaleja, silld ne
vahentévit heteroskedastisuutta poistamatta sitd kokonaan. Myo6s residuaalien vé-
linen korrelaatio siilytetdén. Burzykowski ja Galecki (2013) huomauttavat, ettd R-
ohjelmistossa Studentin residuaaleja kutsutaan yleisesti Pearsonin residuaaleksi, jo-
ten otamme myos kiyttoon kyseisen nimedmiskaytannon.

4 Tutkielman rajatun FinLapset-aineiston analyysi
lineaarisilla sekamalleilla

Tavoitteena on, edelliset luvut yhdistaen, 16ytaa sopiva malli FinLapset-aineiston
analysointiin. Pyrimme ensin sovittamaan aiemmin FinLapset-aineistosta tunniste-
tut pitkittaisaineiston piirteet lineaaristen sekamallien kehikkoon.

Seuraavassa vaiheessa sovellamme West ym. (2014) sekd Verbeke ja Molenberghs
(2000) mukaillen ylhadltd alas -strategiaa sopivan mallin etsimiseksi. Tétd seuraa
mallin kriitinen arviointi ja dialogi mallia puoltavien ja sitd vastustavien argument-
tien kesken.

Téastd johdamme, ja lopuksi kiteytdamme, keskeiset 16ydokset ja peilaamme néita
mallin tunnistettuihin puutteisiin sekd avoimeksi jaaneisiin kysymyksiin.
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4.1 Operationalisointi

Téassé vaiheessa suuntaamme kiinnostuksemme siithen, minkélainen yhteys painoin-
deksin ajallisella muutoksella on yksilon ikédén ja sukupuoleen. Néiden yhteyksien
tutkimiseksi pyrimme maéaritteleméaan milla tavoin tutkielman aineiston muuttujat
kuvaavat vastaavia reaalimaailman ilmiGitaan.

Kuten jo alustavassa aineiston tarkastelussa huomioimme, aikadimensio vaatii eri-
tyistd huomiota. Fitzmaurice ym. (2011) varoittavat, ettd idn kiyttdminen ajan me-
tamittarina tuo malliin kaksi informaation lahdetta.

Ensimmaéinen informaation lihde on yksiléiden vélinen poikkileikkausvaikutus, jo-
ka seuraa siitd, ettd yksilot voidaan mitata eri ikdisind. Aineiston tarkastelu tésté
nékokulmasta paljastaa myos mahdollisen huolen painoindeksin ja iin suhteen line-
aarisuudesta (Kuva 5).
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Kuva 5: Yksilokohtaiset painoindeksiprofiilit ién mukaan (harmaa). Yksittdisid pai-
noindeksiprofiileja korostettu mustalla.

Toinen ldhde on yksilokohtainen pitkittaisvaikutus, jonka taustalla on yksildiden
vanheneminen seurannan aikana. Téastd ndkokulmasta voimme vakioida ajan alka-
maan ensimmaéisestd mittauksesta (Kuva 6). Vaikka, lapsen koko kehityskaari huo-
mioiden, painoindeksin kehitys voi hyvin olla epélineaarista, havaituilla lyhyilla seu-
rantajaksoilla voimme pitaé likimain kiinni lineaarisuusoletuksesta.
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Kuva 6: Yksilokohtaiset painoindeksiprofiilit seuranta-ajan mukaan (harmaa). Yk-
sittaisia painoindeksiprofiileja korostettu mustalla.

[én mukana malliin siséllytettyjen, mahdollisesti ristiriitaisten informaation ldhtei-
den erottamiseksi Fitzmaurice ym. (2011) suosittelevat ajan operationalisoimista
kahdeksi eri muuttujaksi, joista yksilon ikd ensimmaiselld mittauksella IKAg; (ba-
seline age) tuo malliin idn poikkileikkausvaikutuksen ja ikd mittaushetkelld IKAij
pitkittaisvaikutuksen. Palaamme ajan operationalisointiin mallinvalintaluvun kap-
paleessa 4.2.1).

4.2 Mallinvalinta

West ym. (2014) sekd Verbeke ja Molenberghs (2000) lineaarisille sekamalleille esit-
tdméssdan mallinvalintastrategiassa tavoitteena on ensin muodostaa kiinteitd vai-
kutuksia lisiamadalla yliparametrisoitu malli, jolla voidaan selittdd mahdollisimman
hyvin aineistossa vallitsevaa keskimaéraistéd vastetta.

Toisena askeleena on loytaa mallille sopiva satunnaisvaikutusten rakenne, jolla py-
ritddn huomioimaan aineiston hierarkkinen rakenne. Tutkielman aineiston tapauk-
sessa hierarkia syntyy ensisijaisesti satunnaisvaihtelun sallimisessa yksilokohtaisten
vakiotermien ja regressiokertoimien valilla.

Kolmannessa vaiheessa tutkitaan satunnaisvaikutusten lisddmisen jalkeen selitté-
méttd jaanyttd vaihtelua. Huomio kohdistuu erityisesti varianssin heteroskedasti-
suuteen seké yksilon mittausten véaliseen autokorrelaatioon.

Viimeinen vaihe késittdd mallin parametrien kriittisen tarkastelun, varsinkin kiin-
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teiden vaikutusten osalta ja lopullisen mallin arvioinnin.

Aloitamme kuitenkin tarkastelemalla painoindeksin ja ian yhteytté, seka lisdksi mah-
dollista biologisen sukupuolen vaikutusta ja idn sukupuolen yhdysvaikutusta pai-
noindeksiin naiivissa asetelmassa lineaarisen regressiomallin avulla, sivuuttaen het-
keksi pitkittédisaineiston hierarkkisen luonteen.

Alustavien havaintojen (Taulukko 4) mukaan keskimé##ridinen painoindeksi kasvaa
huomattavasti i&in mukana, mutta sukupuolen vaikutus ilmenee monisyisempéna.

Sukupuoli Ikidluokka Keskiarvo n Keskihajonta Minimi Maksimi
Poika [0,2) 16,37 3113 1,320 12,92 23,47
[2,7) 15,98 80952 1,449 12,27 29,14
[7,13) 17,81 85244 3,186 12,12 48,81
[13,17) 20,73 43291 4,012 12,74 55,58
Tytto 0,2) 16,11 2980 1,401 12,71 23,23
[2,7) 15,90 79334 1,549 11,93 30,61
[7,13) 17,73 84368 3,131 11,77 40,70
[13,17) 21,09 42378 3,729 12,77 45,55

Taulukko 4: Painoindeksijakauman tunnuslukuja luokiteltuna biologisen sukupuolen
ja ikdluokan perusteella.

Poikien keskimaérainen painoindeksi on kolmessa ensimmaéisessa ikédluokassa suu-
rempi, mutta tyttojen painoindeksi nousee viimeisessa ikdluokassa poikien ohi. Ty-
toilla painoindeksin keskihajonta on poikia suurempaa kahdessa ensimméisesséa iké-
luokassa, kun taas pojilla vaikuttaa olevan huomattavasti suurempi keskihajonta
viimeisessa ikaluokassa. Tosin, tutkielman alussa tehdyssd jakaumatarkakastelus-
sa havaitsimme jakaumassa vinoutta ja jakauman oikeassa hdnnéssd merkittavéisti
poikkeavilla, mahdollisesti virheellisilla havainnoilla voi olla suuri vaikutus.

Mallin kannalta niin sukupuolen, kuin ién ja sukupuolen yhdysvaikutuksen tarkas-
telulle voi olla perusteita.

Muodostetaan ensin yksinkertainen lineaarinen regressiomalli havainnolles = 1,...,n,
N
jossa m = > n; on aineiston havaintojen kokonaismaara
i=1
BMI; = By + 1 x IKA; + ¢ (2)

Regressiokertoimen 3y estimaatiksi (Taulukko 5) saamme likimain 13,94. Td4mé4 niin
kutsuttu vakiotermi voidaan tulkita keskiméaéraiseksi painoindeksiksi, kun muuttu-
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ja IKA; saa arvon 0. Itse estimaatin arvo ei siis itsessdin ole kovin mielekis, silld
aineston havainnot alkavan noin kahdesta ikdvuodesta. Tarvittaessa tilanne voitaisi
korjata skaalaamalla ikimuuttujaa siirtden vakiotermin estimaatin vastaamaan ha-
luttua ikaa.

Estimaatti Keskivirhe (se) P Vo5  LVgrs
Bo 13,939 0,0098 0,0000 13,920 13,958
B 04310 0,0010 0,0000 04291 0,4330

Taulukko 5: Yksinkertaisen lineaarisen regressiomallin (LM 2) parametrien estimaa-
tit, keskivirheet, tilastollinen merkitsevyys ja luottamusvili.

Regressiokertoimen (37 estimaatti 0,4310, voidaan tulkita puolestaan PNS-menetelméalla
sovitetun regressiosuoran kulmakertoimeksi. Toisin sanoen jokaista ikdvuoden yksik-
kémuutosta kohden keskiméérédinen painoindeksi kasvaa likimain 0,43 yksikkoa.

Huomioitavaa on, ettd yksinkertaisen regressiomallin parametrien keskivirheen maéa-
ritelmésté

(1 (3 i IKA;)2 >
A 6'2 =1

se(fo) = S R
> i1 (IKA; — 5 > T TKA)
i=1
R 52

se(fh) = TR
> (IKA, — % > IKA;)?
i=1
jossa 6% = =53 &7,
seuraa, ettd havaintoméaran n ollessa hyvin suuri keskivirheet jaavét aina pieniksi.

Teknisessa mielessé voimme siis luottaa, ettd estimaattorimme tuottamat estimaa-
tit ovat tdsmallisid, mutta ne voivat silti olla hyvinkin harhaisia.

Tutkitaan seuraavaksi sukupuolen vaikutusta lisadmalla malliin muuttuja SUKUPUOLI,;

BMI; = By + 81 x IKA; + 8, x SUKUPUOLI; + ¢ (3)

Vaikuttaisi siltd, ettd sukupuolella ei ole merkitsevaéd vaikutusta keskiméaraiseen
painoindeksiin (Taulukko 6).
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Estimaatti Keskivirhe (se) P LVy; LVo75
Bg 13,940 0,0107 0,0000 13,919 13,961
61 0,4310 0,0010 0,0000 0,4291 0,4330
By -0,0025 0,0086 0,7761 -0,0194 0,0145

Taulukko 6: Lineaarisen regressiomallin (LM 3) parametrien estimaatit ja keskivir-
heet kun malliin on lisdtty biologisen sukupuolen vaikutus.

Tarkastellaan kolmatta mallia, jossa lisédmme idn ja sukupuolen yhdysvaikutuksen.

Nyt seké sukupuoli, ettd idn ja sukupuolen yhdysvaikutukset ovat merkitsevida. Mal-
lin tuloksista (Taulukko 7) voimme n#hdé, ettd idn estimaatti on hieman edellistéd
pienempi. Nyt idn estimaatti viittaa padvaikutukseen, kun sukupuolena on poika,
kun taas idn ja sukupuolen yhdysvaikutus viittaa muutokseen ian paavaikutuksesta,
kun sukupuolena tytto.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LVy5 V75
BQ 14,079 0,0138 0,0000 14,052 14,1060
61 0,4151 0,0014 0,0000 0,4123 0,4179
By -0,2831 0,0196 0,0000 -0,3215 -0,2447
By 0,0322 0,0020 0,0000 0,0283  0,0362

Taulukko 7: Lineaarisen regressiomallin (LM 4) parametrien estimaatit, keskivir-
heet, tilastollinen merkitsevyys ja luottamusvéli. kun malliin on lisdtty biologisen
sukupuolen ja idn yhdysvaikutus.
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Kuva 7: Riippumattomiin mittauksiin sovitettu lineaarinen malli iin ja sukupuo-
len yhdysvaikutus huomioituna ennustevéileineen. Tytot yhtenaisilla viivoilla, pojat
katkoviivalla.

[én ja sukupuolen yhdysvaikutus vaikuttaa kuitenkin melko pieneltd ja sovitteen
seké aineiston visuaalinen tarkastelu (Kuva 7) viittaa samaan. Lisdksi on selvid, et-
ta kyseinen malli on hyvin puuttellinen tdmén kaltaiseen aineistoon. Jo visuaalinen
tarkastelu paljastaa, ettd naiivissa asetelmassa mallin oletukset lineaarisuudesta, re-
siduaalien normaalisuudesta ja varianssin homoskedastisuudesta eivat téayty.

On kuitenkin muistettava, ettd tavoitteenamme on muodostaa yliparametrisoitu
kiinteiden vaikutusten malli ja teemme varsinaisen kriittisen mallinvalinnan myo-
hemmassa vaiheessa.

Edelld sovitettujen mallien vertailu (Taulukko 8) osoittaa, ettéd pelkén sukupuolen
lisdamiselld malliin ei ole suotuisaa vaikutusta, mutta idn ja sukupuolen yhdysvai-
kutus parantaa mallin yhteensopivuutta maltillisesti.

Malli df 1(8) AIC BIC

LM 2 3 -1033025 2066056 2066089
LM3 4 -1033025 2066058 2066102
LM 4 5 -1032898 2065806 2065861

Taulukko 8: Lineaaristen mallien vapausasteiden, log-uskottavuuksien ja informaa-
tiokriteerien vertailu.

Bayesin informaatiokriteeri, erityisesti mallien LM 2 ja LM 4 valilla, nayttaa, etta
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parametrien ja havaintojen maard huomioiden malli on vain hieman paremmin so-
pusoinnussa aineiston kanssa.

Yliparametrisoidun kiinteiden vaikutusten mallin tarpeet tayttddksemme, voimme
silti ottaa lineaarisen mallin LM 4.

4.2.1 Yliparametrisoitu kiinteiden vaikutusten malli

Siirrdmme ldhestymistavan nyt pitkittédisaineiston kehikkoon. Muotoilemme kiintei-
den vaikutusten mallin, noudattaen Fitzmaurice ym. (2011) suositusta ajan opera-
tionalisoinnista, seuraavalla tavalla

BML; = By + 1 x IKAg; + 82 x IKA;; + 83 x SUKUPUOLL;
+84 x IKA;; x SUKUPUOLL; + by, + €;

West ym. (2014) kuvaavat kiinteiden vaikutusten mallia keskiarvorakenteeksi (mean
structure), silla se pyrkii kuvaamaan lineaarisen regression tavoin keskim#éraistéa
yhteytta vastemuuttujan ja taustamuuttujien valilla.

Kiinteiden vaikutusten ML-estimaateilla (Taulukko 9) onkin vastaava tulkinta kuin
lineaarisen regressiomallin (Taulukko 4) estimaateilla. Huomaamme, etté estimaa-
tit vastaavat likimain toisiaan, joskin aikadimension uudelleenoperationalisointi on
lisinnyt malliin uuden parametrin.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LV, 5 Vo735
BO 14,124 0,0189 0,0000 14,087 14,161
B 0,0194 0,0022 0,0000 0,0152  0,0236
32 0,4044 0,0015 0,0000 0,4016 0,4073
By -0,3285 0,0231 0,0000 -0,3737 -0,2833
By 0,0404 0,0019 0,0000 0,0367 0,0442

Taulukko 9: Keskiarvorakenteen kiinteiden vaikustusten ML-estimaatit, keskivir-
heet, tilastollinen merkitsevyys ja luottamusvali.

Keskeinen ero on kuitenkin yksiléiden vilinen satunnaisvaikutus by;, joka kiinteiden
vaikutusten mallissa kuvaa yksildiden vakiotermin vaihtelua. Koska b, ~ N(0, G),
ainoastaan vakiotermin vaihtelun sisdltdvan mallimme satunnaisvaikutusten kova-
rianssimatriisi on siten

G = [Var(by)| = [0}, ] -
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Oletamme vield toistaiseksi residuaalit €; ~ N(0, R;) korreloimattomiksi, jolloin
matriisilla R; on diagonaalirakenne

R, =

0 ... o2

Estimaateista G ja R, (Taulukko 10) saamme alustavia, joskaan ei yllattavia viit-
teitd, ettd yksiloiden keskimééaraisten painoindeksien varianssi on suurempaa, kuin
yksilokohtaisten residuaalien varianssi.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LVy5; LVgrs

o2, 6,224 2,495 0 6,167* 6,280*
02 1,382 1,176 0 1,376% 1,387*

Taulukko 10: Keskiarvorakenteen satunnaisvaikustusten ja residuaalien varianssi-
kovarianssiestimaatit. *Luottamusvilit arvioitu normaaliapproksimaatiolla (Pinhei-
ro ja Bates, 2000).

Kiinteiden vaikutusten mallin 1&htoaineistolle ennustetuista arvoista (Kuva 8) vah-
vistamme vakiotermin satunnaisvaikutusten intuitiivisen tulkinnan. Yksil6illa on sa-
ma keskiarvorakenne, mutta vakiotermit vaihtelevat.

Painoindeksi (ennustetut arvot)

2 4 6 8 10 12 14 16
Ika@ vuosina

Kuva 8: Kiinteiden vaikutusten mallin 1ahtoaineistolle ennustetut painoindeksin ar-
vot. Yksittédisia ennusteita korostettu mustalla.
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Vakiotermin satunnaisvaikutusten bg; (Kuva 9) ja yksilokohtaisten residuaalien g;
(Kuva 10) jakaumien tarkastelu paljastavat ongelmia molempien jakaumaoletuksis-
sa. bg; jakaumassa on havaittavissa vinoutta ja €; jakaumassa ilmenee alaspain suun-
tautuvaa harhaa.

-2

Vakiotermin satunnaisvaikutus

-3

Kuva 9: Kiinteiden vaikutusten mallin vakiotermin ennustetut satunnaisvaikutukset
ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.

Residuaalit
o

-1

-2

-3

Kuva 10: Kiinteiden vaikutusten mallin yksilékohtaisten mittausten Pearsonin resi-
duaalit ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.
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Kiinteiden vaikutusten malli ei sellaisenaan vaikuta riittavaltd tutkielman aineiston
analyysivalineeksi. Tarkastelemme seuraavaksi, kuinka satunnaisvaikutusten raken-
netta tarkentamalla voisimme parantaa mallin yhteensopivuutta.

4.2.2 Satunnaisvaikutusten rakenteen valinta

Aineiston tarkastelun perustella (Kuva 5) on uskottavaa ajatella, ettéd painoindeksin
ja idn suhteessa, keskiméaaraisten erojen lisdksi myos kehityksessa ién suhteen olisi
yksiloiden valilla eroa.

Tutkimme seuraavaksi millainen seuraus ian satunnaisvaikutuksen lisdamisella on
malliin. Kirjoitetaan malli yksilon ¢ painoindeksihavainnolle j

BMI,; = By + 81 x IKAg; + By x IKA;; + B3 x SUKUPUOLL;

. . 6
—|—64 X IKAZ] X SUKUPUOLIZ] + bOi + bh' X IKAZ] + €ij; ( )

jossa bg; vakiotermin satunnaisvaikutus ja by; idn satunnaisvaikutus.

Merkitdan satunnaisvaikutusten parametrivektoria

. bOi
bi - |:b12:| 9

jolloin kovarianssimatriisi G' on

G- Var(by;)  Cov(by;, bi;) _ o, O-boé',bli .
Cov(bg;, b1;) Var(by;) Oboibii Oby,

Matriisille R; oletamme edelleen korreloimattoman diagonaalirakenteen.

Satunnaisvaikutuksia vertallaksemme sovitamme mallin REML-menetelmalld. Kos-
ka kiinteiden vaikutusten ja satunnaisvaikutusten mallien kiinteédt vaikutukset ovat
samoin méaaritelty, voidaan aiemmin ML-menetelméalla estimoituja kiinteita vaiku-
tuksia (Taulukko 9) kuitenkin verrata satunnaisvaikutusten REML-estimaatteihin
(Taulukko 11). (West ym., 2014).
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Estimaatti Keskivirhe (se) P LVy5 Vo755
BO 14,616 0,0175 0,0000 14,582 14,651
Bl -0,1722 0,0020 0,0000 -0,1762 -0,1682
Bg 0,3832 0,0024 0,0000 0,3784  0,3879
By -03614  0,0225 0,0000 -0,4055 -0,3173
By 0,0432 0,0034 0,0000 0,0366 0,0497

Taulukko 11: Satunnaisvaikutusten mallin LSM 6 kiinteiden vaikustusten REML-
estimaatit.

Taulukosta 12 huomaamme vakiotermin varianssin kasvaneen hieman, mutta toisaal-
ta residuaalivarianssi on pienentynyt huomattavasti. Malli vaikuttaa siis selittéavan
yksilokohtaisten mittausten vaihtelua paremmin.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LV LVgrs
C;Qbm 8,4467 2,9063 0 8,2955% 8&,6007*
o2y, 0,2116 0,4600 0 0,2091* 0,21413%*
Gogpy,  -1,0566 - - ;
pe: 0,5926 1,176 0 0,5889*% 0,5964*

Taulukko 12: Satunnaisvaikutusmallin LSM 6 satunnaisvaikustusten ja residuaalien
varianssi-kovarianssiestimaatit. Kovarianssille ei saatavilla keskivirhetta tai luotta-
musvélejd (-). *Luottamusvélit arvioitu normaaliapproksimaatiolla (Pinheiro ja Ba-
tes, 2000).

Aineistolle ennustettujen painoindeksiarvojen tarkastelu (Kuva 11) viittaa saman-
kaltaiseen johtopaatokseen. Yksiloiden mittausjaksot vaikuttavat eroavan toisistaan
idstéd riippuen. Nuoremmilla lapsilla kehityksen vaihtelu on maltillisempaa, mutta
vanhemmilla lapsilla ja nuorilla painoindeksin kehitys vaihtelee ian satunnaisvaiku-
tuksien perusteellaa huomattavasti enemmén.
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Kuva 11: Satunnaisvaikutusten mallin LSM 6 ldhtoaineistolle ennustetut painoin-
deksin arvot. Yksittéisid ennusteita korostettu mustalla.

Vakiotermin ennustettujen satunnaisvaikutusten jakauma (Kuva 12) on silmamé&éa-
riisesti symmetrisempi kuin kiinteiden vaikutusten mallissa, mutta idn ennustetuissa
satunnaisvaikutukset (Kuva 13) ovat mahdollisesti harhaisia.

Vakiotermin satunnaisvaikutus

Kuva 12: Satunnaisvaikutusten mallin vakiotermin ennustetut satunnaisvaikutukset
ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.
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Kuva 13: Satunnaisvaikutusten mallin LSM 6 ian ennustetut satunnaisvaikutukset
ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.

Pienemmén varianssin liséksi residuaalien jakauma (Kuva 14) néyttaa vastaavan ja-
kaumaoletuksia huomattavasti edeltdviaa mallia paremmin, joskin lopullinen arvio
vaatii tarkempaa tarkastelua.

Residuaalit
o

Kuva 14: Satunnaisvaikutusten mallin LSM 6 yksilokohtaisten mittausten Pearsonin
residuaalit ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.

Satunnaisvaikutusten malli on osoittanut positiivista parannusta kiinteiden vaiku-
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tusten malliin verrattuna, joskin joitakin perustavia kysymyksid mallin oletusten
toteutumisesta on vield jaanyt vastaamatta.

Taulukon 13 Bayesin informaatiokriteerin (BIC) perusteella satunnaisvaikutusten
malli (LSM 6), parametrien madrd huomioiden, osoittaa huomattavasti parempaa
sopusointua aineiston suhteen verrattuna kiinteiden vaikutusten malliin (LSM 5).
Vertailuna taulukossa 13 my6s alustavan lineaarisen mallin (LM 4) tuloksia, joihin
nidhden molemmat lineaaristen sekamallien ryhméaéan kuuluvat mallit osoittavat mer-
kittdvaa parannusta.

Malli  df 1(B) AIC BIC

LM 4 5 -1032898 2065806 2065861
LSM5 7 -813634 1627282 1627359
LSM6 9 -729237 1458492 1458591

Taulukko 13: Lineaarisen mallin ja lineaaristen sekamallien vapausasteiden, log-
uskottavuuksien ja informaatiokriteerien vertailu.

Valitsemme mallin LSM 6 seuraavan vaiheen tarkasteluun, jossa tutkimme tarkem-
min residuaalien kovarianssirakennetta.

4.2.3 Residuaalien kovarianssirakenteen valinta

Pinheiro ja Bates (2000) tuovat esiin, ettd Laird ja Ware (1982) mukainen line-
aarisen sekamallin méaarittely tuo huomattavaa joustavuutta satunnaisvaikutusten
rakenteen madarittelyyn, jos yksilokohtaiset residuaalit ovat korreloimattomia ja nii-
den varianssi on vakio. Ristiriitaisia tuloksia voi kuitenkin synty& tapauksissa, joissa
yksilon residuaalit ovat korreloituneita, niiden varianssissa esiintyy heteroskedasti-
suutta tai molempia samanaikaisesti.

Alaluvussa 3.1.4 totesimme, ettd matriisiin R; voidaan korreloimattoman diagonaa-
lirakenteen sijaan sisallyttdd myos muita rakenteita. Pinheiro ja Bates (2000) mu-
kaan tdmé kiytdnnossa vaatii kuitenkin lineaarisen sekamallin laajentamista.

Pinheiro ja Bates (2000) nayttavét, etté residuaalien kovarianssimatriisille R; 16ytyy
hajotelma

jossa W; on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat positiivisia ja C; on posi-
tiividefiniitti korrelaatiomatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosié. Pinheiro
ja Bates (2000) mukaan hajotelma on residuaalien kovarianssimatriisin tarkastelun
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kannalta hyodyllinen, silla sen avulla voimme maéaritelld yksilon ¢ residuaaleille seké
varianssirakenteen

Var(e;;) = o*(Wi)3,

27

ja korrelaatiorakenteen

cor(eg, i) = (Ci) k-

Pinheiro ja Bates (2000) mukaan laajennettuun lineaariseen malliin liittyy kaksi kes-
keistd huomiota. Ensinnékin laajennetun mallin estimointi eroaa mm. taméan tut-
kielman maarittelystd. Toiseksi, koska laajennetun lineaarisen sekamallin vasteen
kovarianssimatriisissa

Cov(y) = Z,GZ] + W,C;W;,

satunnaisvaikutusten komponentti Z;GZ." ja yksilkohtaisten residuaalien kompo-
nentti W;C;W; kilpailevat osin keskenéén, tulee komponenttien méarittely suunni-
tella huolella.

Esimerkiksi monimutkaisen satunnaisvaikutusten rakenteen Z;GZ,' yhdistiminen
yksinkertaiseen yksilokohtaisen varianssin komponenttirakenteeseen W;C;W; voi
Pinheiro ja Bates (2000) mukaan tuottaa hyvin samankaltaisen kovarianssimatriisin
Cov(y;) kuin péinvastainen yhdistely yksinkertaisen satunnaisvaikutusten rakenteen
ja monimutkaisen yksilokohtaisen varianssin komponenttirakenteen valilla.

N&itd huomioita noudattaen, varianssin heteroskedastisuuden ja residuaalien kor-
reloituneisuuden tarkastelu on tirkeé vaihe, mutta suhtaudumme suuntaa antavas-
ti mahdollisiin ehdotuksiin niiden ratkaisemiseksi ja rajaamme Pinheiro ja Bates
(2000) tarjoaman laajennetun lineaarisen sckamallin méérittelmén tdméan tarkaste-
lun ulkopuolelle.

Vaikka satunnaisvaikutusmallin residuaalien jakauma vaikutti lupaavalta, mik&li tar-
kastelemme residuaaleja ién suhteen (Kuva 15) paljastuu, ettei oletus varianssin ho-
moskedastisuudesta ole pitava. Silmamadraisesti varianssi vaikuttaa olevan pienempi
nuorempana ja kasvavan idn myotéd, tosin aivan pienten lasten kohdalla on havait-
tavissa myos merkittavaa harhaa.
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Kuva 15: Satunnaisvaikutusten mallin yksilokohtaisten mittausten Pearsonin resi-
duaalit idn suhteen ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.

Yksilon mittausten vélistd autokorrelaatiota voimme Pinheiro ja Bates (2000) mu-
kaan tarkastella autokorrelaatiofunktion avulla. Oletamme, etté virhetermit €;;, €;
ovat riippuvat sijainneista p;;, p;, jonkin etéisyyden d(p;;, pix) mukaan. Voimme si-
ten maéaritelld autokorrelaatiofunktion A

COI‘(EZ‘j, Gik) = h(d(pz]apzk)v p))’

jossa d on jokin etdisyysfunktio ja p korrelaatioparametrien vektori.

Tarkastellaksemme autokorrelaatiota esimerkiksi ian perusteella, voimme maaritella
sijainneiksi p;;, p;r yksilon ¢ idn mittauksilla j ja k, seké etédisyydeksi d euklidisen
etédisyyden, eli yksiulotteisessa tapauksessa erotuksen itseisarvon |IKAij — TIKA|
mittausten j ja k valilla.

Pinheiro ja Bates (2000) osoittavat, ettd mittausten samankaltaisuutta perustuen
méariteltyyn etéisyyteen s korrelaatioparametreilld p voidaan tarkastella semivario-
grammilla

’7(87 :0) =1- h(S, p)

Semivariogrammin (Kuva 16) pisteet kuvaavat kukin noin 20 000 Pearsonin residu-
aaliparin perustuvaa samankaltaisten havaitoparien klusteria ja kiyré kuvaa LOESS-
tasoitettua trendid suhteessa residuaaliparin sijaintien etaisyyteen. Matalammat se-
mivariogrammin arvot viittaavat samankaltaisuuteen ja korkeammat arvot erilai-
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suuteen.
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Kuva 16: Satunnaisvaikutusten mallin empiirinen semivariogrammi (¥).

Tarkastelun perusteella aineistossa ilmenee kohtalaisen voimakasta autokorrelaatio-
ta yksilon mittausten valilla suhteessa mittausten viliseen ajalliseen etidisyyteen.
Noin kolmeen vuoteen saakka tarkastelu tukee intuitiota, ettd lahella olevat arvot
ovat samankaltaisempia.

Kolmen vuoden jalkeen samankaltaisuus vaikuttaisi vastoin odotuksia lisdéntyvan,
mikd Pinheiro ja Bates (2000) mukaan voi usein johtua estimaattien epéluotetta-
vuudesta pitkilla etaisyyksilla, mutta se voi kertoa myos ongelmista mallin oletus-
ten suhteen.

On selvia viitteitd, ettd varianssin heteroskedastisuuteen ja residuaalien autokor-
relaatioon olisi syyté kiinnittdd huomiota. Tarkastelemme molempia ongelmia esi-
merkkien kautta ja vertaamme lopullisen mallin suhteen mahdollisia ratkaisuja, mut-
ta syvéllinen analyysi on rajattu tutkielman ulkopuolelle.

Kuten aiempi tarkastelu antoi viiteitd (Kuva 15), varianssia voi olla perusteltua
tarkastella idn funktiona. Mikéli oletamme varianssin idn lineaariseksi funktioksi,
voimme Pinheiro ja Bates (2000) mukaillen mééritelld varianssiksi

Var(e,-j) = O'QIKAZ']‘

ja siten varianssifunktioksi
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T4lloin saamme varianssipainoiksi 1/4/ IKAij, joiden avulla voimme sovittaa uudel-

leen satunnaisvaikusten mallin pyrkien painottamaan varianssia heteroskedastisuu-
den vahentamiseksi. Kuvassa 17 varianssipainokertoimien muutos kuvattu idn suh-
teen.

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

Varianssipainokertoimet, 1/g(lka vuosina)

0,0

2 4 6 8 10 12 14 16
Ika@ vuosina

Kuva 17: Varianssipainokertoimien 1/¢(IKA;;) muutos ifin suhteen.

Satunnaisvaikutusten varianssipainotetun mallin residuaalien vaihtelu (Kuva 18) on
hieman parantunut suuremmilla idn arvoilla, erityisesti kuvaajan alkupéassa residu-
aalivaihtelu on vaaristynytta. Heteroskedastisuuden tasoittuminen on havaittavissa
my6s semivariogrammin estimaateissa (Kuva 19), mutta autokorrelaatio vaikuttaa
pysyneen muuttumattomana.
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Residuaalit

Ika vuosina

Kuva 18: Satunnaisvaikutusten varianssipainotetun mallin yksilokohtaisten mittaus-
ten Pearsonin residuaalit idn suhteen ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.
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Kuva 19: Satunnaisvaikutusten varianssipainotetun mallin empiirinen semivario-
grammi (7).

Kovarianssirakenteita kasittelevissé alaluvussa 3.1.4 esittelimme ensimmaéisen as-
teen autoregressiivisen mallin AR(1) kovarianssirakenteen olevan riittdméton epé-
tasapainoiseen aineistoon. Pinheiro ja Bates (2000) méérittelevit ensimméisen as-
teen autoregressiiviseksi autokorrelaatiofunktioksi h(k, ¢) = ¢*, jossa korrelaatiopa-
rametri ¢ on lag-1-korrelaatiokerroin ja k£ = 0,1,...n; Taméa voidaan heiddn mu-
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kaansa yleistdé jatkuvan autoregressiivisen mallin CAR(1) autokorrelaatiofunktioksi
h(s,®) = ¢°, jossa s > 0 ja ¢ > 0.

Korrelaatioparametrin estimaatiksi saamme gzg = 0,591, mika viittaa korkeaan au-
tokorrelaatioon (Pinheiro ja Bates, 2000). Kuvan 20 mukaan korrelaatio laskee jyr-
kemmin noin kahden vuoden etéisyyteen saakka, jonka jédlkeen se suppenee kohti
nollaa. Tdmé& on ensimmaisten kolmen vuoden osalta likimain yhtapitavaa empiiri-
sen semivariogrammin tulosten suhteen, mutta ei vastaa tilannetta yli kolmen vuo-
den etéisyyksilla.

1,0
0,9
0,8
0,7

0,6

o
N

Autokorrelaatiofunktio
o o
w wn

0,1

0,0

Kuva 20: CAR(1)-mallin autokorrelaatiofunktion ¢* muutos s suhteen, jossa s > 0
on mittausten etaisyys vuosina ja ¢ = 0, 591.

Tarkastellaan satunnaisvaikutusten varianssipainotettua mallia, kun mallissa huo-
mioidaan residuaalien autokorrelaatio, olettaen residuaaliparien etéisyydelle CAR(1)-
mallin mukainen autokorrelaatiofunktio estimoidulla korrelaatioparametrilla & =
0,591. Kutsumme varianssipainotettua residuaalien autokorrelaation huomioivaa mal-
lia jatkossa laajennetuksi malliksi.

Residuaaleissa on havaittavissa merkittavad parannusta, vaikka varianssissa ilmenee-
kin ién suhteen aaltoilua (Kuva 21). Semivariogrammin perusteella autokorrelaatio-
ta ei ole saatu taysin eliminoitua, mutta sen arvot ovat tasoittuneet huomattavasti
(Kuva 22). My6s kaukana toisistaan sijaitsevien mittausten epailyttéva korreloitu-
neisuus on lieventynyt.
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Residuaalit

Ika vuosina

Kuva 21: Satunnaisvaikutusten laajennetun mallin yksilokohtaisten mittausten
Pearsonin residuaalit ién suhteen ja tiheysfunktion Gaussin ydinestimaatti.
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Kuva 22: Satunnaisvaikutusten laajennetun mallin empiirinen semivariogrammi (7).
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Estimaatti Keskivirhe (se) P LVys  LVgrs
BO 15,428 0,0132 0,0000 15,402 15,454
Bl -0,1564 0,0023 0,0000 -0,1609 -0,1519
Bg 0,2841 0,0025 0,0000 0,2792 0,2889
By -0,3179 0,0175 0,0000 -0,3522 -0,2835
B 0,0447 0,0032 0,0000 0,0383 0,0510

Taulukko 14: Laajennetun satunnaisvaikutusmallin LSMyk 6 kiinteiden vaikustus-
ten REML-estimaatit.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LVys5  LVgrs
o2, 3,7878 1,0462 0 3,7047* 3,8729%
0%y, 0,1915 0,4376 0 0,1884* 0,1946*
Bbg, b1, -0,6898 - - - -
02 0,1611 0,4014 0 0,1566% 0,1659%

Taulukko 15: Laajennetun satunnaisvaikutusmallin LSMyk 6 satunnaisvaikustusten
ja residuaalien varianssi-kovarianssiestimaatit. Kovarianssille ei saatavilla keskivir-
hettd tai luottamusvélejé (-). *Luottamusvélit arvioitu normaaliapproksimaatiolla.

Kiinteiden vaikutusten parametrien estimaateissa (Taulukko 14) on havaittavissa
pienid muutoksia satunnaisvaikutusten korreloimattoman ja vakiovarianssisen mal-
lin estimaatteihin, mutta merkittédvin ero luonnollisesti 16ytyy satunnaisvaikutusten
ja residuaalien varianssi- ja kovarianssiestimaateista (Taulukko 15). Vakiotermin sa-
tunnaisvaikutuksen ja residuaalivarianssin estimaatit ovat huomattavasti pienempia.

Tulokset antavat vahvoja viitteitd varianssi- ja autokorrelaatiofunktioiden maéritte-
lylle, mutta vakavastiotettavien johtopaatosten tuottamiseksi malli tulisi tarkistaa
Pinheiro ja Bates (2000) esittdmén laajennetun lineaarisen sekamallin mééritelméan
mukaiseksi.

Lopullista mallia etsiessamme tulemme kuitenkin hyodyntédmaéaén laajennetun mal-
lin tuloksia viitteellisind kontrafaktuaaleina, joihin peilaamme lopullisesta mallista
saatuja tuloksia.

4.2.4 Mallin parametrien karsinta

Palaamme tarkastelemaan satunnaisvaikuten mallia LSM 6 ja arvioimme kriittisesti
kiinteiden vaikutusten perusteita vertaamalla tayttd mallia kiinteille vaikutuksille
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kriittisiin malleihin. Koska vertaamme malleja, joissa kiintedt vaikutukset eivét ole
samoja, sovitamme mallit ML-menetelmalla.

Kriittisiksi malleiksi muodostamme satunnaisvaikutusten mallin ilman kiintedd su-
kupuolen ja idn yhdysvaikutusta (LSM 7)

BMIU = 60 + Bl X IKA(]l + /82 X IKAZ] + 63 X SUKUPUOLI”
+bg; + by X IKAij + €,

(7)

sekd téysin ilman kiintedéd sukupuolen vaikutusta (LSM 8)

BMIZ] = 60 + 51 X IKA()Z + Bg X IKAZJ + bol‘ + bh' X IKAZJ + €ij- (8)

West ym. (2014) mukaan yliparametrisoidun mallin on tarkoitus tarjota perusteet
satunnaisvaikutusten maarittdmiseen, mutta lopuksi tavoitteena on loytéda kompro-
missi mahdollisimman yksinkertaisen, mutta riittavian selitysvoimaisen mallin vélil-
14.

Vaikka taysi malli (LSM 6) tarjoaa viitteellisesti parhaan yhteensopivuuden aineis-
ton suhteen, informaatiokriteerien (Taulukko 16) perusteella ylima#raisten kiintei-
den vaikutusten siilyttdmiseen ei ndyta olevan perusteita.

Malli  df 1(B) AIC BIC

LSM8 7 -729345.8 1458706 1458782
LSM 7 8 -729297.8 1458612 1458699
LSM 6 9 -729214.8 1458448 1458546

Taulukko 16: Kriittisten mallien ja tdyden mallin log-uskottavuudet ja informaatio-
kriteerit.

Suuresta havaintomé&dridn n suhteesta parametrien méirdan p seuraten perinteiset
mm. F- ja x? -testisuureisiin perustuvat tilastolliset testit tulkitsevat hyvinkin pie-
net erot mallien uskottavuusosaméarissa merkitseviksi, ottamatta kantaa siithen on-
ko malleilla ilmion kannalta merkittdvaa eroa.

Estimaatti Keskivirhe (se) P LVyos  LVgrs
BO 14,440 0,0135 0,0000 14,413 14,466
51 -0,1730 0,0020 0,0000 -0,1769 -0,1690
5o 0,4045 0,0018 0,0000 0,4010 0,4080

Taulukko 17: Kriittisen mallin LSM 8 kiinteiden vaikustusten ML-estimaatit.
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Estimaatti Keskivirhe (se) P LVos  LVgrs
o2, 8.4515 29071 0 82993*% 86065
o2y, 0,2134 0,4620 0 0,2109* 0,2159*
Gogny,  -1,0658 - . ;
2 0,5938 0,7706 0 0,5900* 0.5977*

Taulukko 18: Kriittisen mallin LSM 8 satunnaisvaikustusten ja residuaalien
varianssi-kovarianssiestimaatit. Kovarianssille ei saatavilla keskivirhetta tai luotta-
musvélejd (-). *Luottamusvélit arvioitu normaaliapproksimaatiolla.

Burzykowski ja Galecki (2013) mukaan tilanteissa, joissa hypoteesien testausta ei
katsota mielekkédksi, voidaan mallinvalinnassa hyddyntéaa informaatiokriteerien ar-
viota mallin ja aineiston yleisestd yhteensopivuudesta.

Eradksi vaihtoehdoksi Burzykowski ja Galecki (2013) ehdottavat myds kiinteiden vai-
kutusten parametrien empiiristen jakaumien simulointia esimerkiksi LOO-menetelmélla
(Leave-One-Out), jossa jakaumaa estimoidaan poistamalla yksittdisid havaintoja, tai
siirtymalld kokonaan bayesildisiin menetelmiin.

Simulaatiomenetelmille ei kuitenkaan kyetty tdmén tutkielman piirissé loytadmaan
laskennallisesti riittdvan tehokasta toteutusta ja yleisesti Bayes-kehikon yhteensovit-
tamista tutkielmassa rajattuun ndkokulmaan lineaarisista sekamalleista ei katsottu
tutkielman kokonaisuuden kannalta mielekkééksi.

Vahvistaaksemme padtoksen valita kiinteille vaikutuksille kriittinen malli LSM 8,
pyrimme varmistumaan mallin satunnaisvaikutusten ja residuaalien jakaumaoletuk-
sista, verraten niité tdyteen malliin LSM 6. Peilaamme néitd malleja myos laajennet-
tuihin vertailumallehin LSMyk 6 ja LSMyk 8, joissa on huomioitu varianssipainot
ja autokorreloituneet residuaalit.

Yksilokohtaisten residuaalien normaalisuusoletuksen tarkistamiseen Burzykowski ja
Galecki (2013) suosittelevat kvantiili-kvantiilikuvaajaa ( Q- plot), jossa Pearsonin
residuaaleja, jarjestettynd pienimmaésté arvosta suurimpaan, verrataan oletusjakau-
man teoreettisiin kvantiileihin. Kuvaajassa havaittujen arvojen tulisi asettua liki-
main suoralle apuviivalle, joka kulkee ensimmaéisen ja kolmannen kvantiilin 1api, jot-
ta havaitun jakauman katsotaan noudattavan oletettua jakaumaa.

Kuvan 23 mallien symmetrinen, mutta hannistd kaareutuva kuvaaja viittaa jakau-
man paksuhéntaisyyteen. Tamé tarkoittaa sitd, ettd empiirinen jakauma siséltda
normaalijakaumaan néhden ddrimmaéisempia arvoja (Pinheiro ja Bates, 2000). Sil-
méamadriisesti ei ole havaittavissa, ettd mallit LSMyk 6 ja LSMyk 8 tarjoaisivat
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huomattavaa lisdarvoa.

Pearsonin residuaalit

IS
Pearsonin residuaalit
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(a) Kriittinen malli LSM 8. (b) Téysi malli LSM 6.
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(c) Kriittinen malli LSMyxk 8. (d) Téysi malli LSMyk 6.

Kuva 23: Kriittisen (a) ja tdyden mallin (b) sekd vastaavien laajennettujen mallien
(c) ja (d) kvantiili-kvantiilikuvaajat.

Kvantiili-kvantiilikuvaajia voi varovaisin johtopaatoksin hyodyntaa myos ennustettu-
jen satunnaisvaikutusten normaalisuusoletusten tarkistamiseen, mutta Burzykowski
ja Galecki (2013) huomauttavat, ettd madritelméénsa nojaten b, ei vilttamitti vas-
taa b; todellista jakaumaa.

Kuvan 24 perusteella vakiotermin ennustetut satunnaisvaikutuksen vaikuttavat resi-
duaalien tapaan likimain symmetriseltd kaikkien mallien kohdalla, mutta idn osalta
jakauma on merkittavan vino.
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Kuva 24: Kriittisen (a), (b) ja tdyden mallin (c¢), (d) sekd vastaavien laajennettu-
jen mallien (e),(f) ja (g),(h) vakiotermin ja idn ennustettujen satunnaisvaikutusten
kvantiili-kvantiilikuvaajat.
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Viimeiseksi tarkastelemme Pearsonin residuaaleja suhteessa vastemuuttujan sovit-
teeseen. West ym. (2014) seké Pinheiro ja Bates (2000) mukaan Pearsonin residuaalit
vahentavat residuaalien heteroskedastisuutta ja residuaalien tulisi olla symmetrisesti
jakautuneita suhteessa vastemuuttujan sovitteeseen. Burzykowski ja Galecki (2013)
suosittelevat kuitenkin varovaisempaan suhtautumiseen, silld kuvaaja nayttaa kaik-
kien aikapisteiden havainnot pééllekiin ja tieddmme, etté yksilokohtaiset mittaukset
ovat ajan suhteen korreloituneita.

Kuvan 25 mukaan kriittisen ja tdyden mallin LSM 8 ja LSM 6 Pearsonin residu-
aaleissa on havaittavissa lievad kasvavaa trendid suurilla vastemuuttujan arvoilla.
Téama voi olla selitettévissi Burzykowski ja Galecki (2013) huomiolla mittausten
korreloituneisuudesta, silla painoindeksi saa suurempia arvoja vanhemmilla lapsil-
la. Mallien LSMvyk 8 ja LSMyk 6 osalta paljastuu, ettd vaikka laajennetun mallin
yksilokohtainen residuaalivarianssi on huomattavasti pienempéd, ovat residuaalies-
timaatit hyvin vaaristyneita suhteessa vastemuuttujan sovitteeseen ja siten laajen-
netun mallin méarittelyssa voi olla vakavia puutteita.

(a) Kriittinen malli LSM 8. (b) Téaysi malli LSM 6.

(c) Kriittinen malli LSMyk 8. (d) Téysi malli LSMvyk 6.

Kuva 25: Kriittisen (a) ja tdyden mallin (b) seké vastaavien laajennettujen mallien
(c) ja (d) skaalaamattomat residuaalit suhteessa vastemuuttujan sovitteeseen.

Tavoitteenamme on ollut valita mahdollisimman yksinkertainen, mutta riittava mal-
li. Huomioiden kriittisen mallin LSM 8 ja tdyden mallin LSM 6 tulosten hévidvan
pienet eroavaisuudet, seké laajennetun mallin heikko méaérittely ja vakavat puutteet,
valitsemme lopulliseksi malliksi kiinteille vaikutuksille kriittisen mallin LSM 8.
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4.3 Lopullinen malli

Tarkastelemme seuraavaksi tarkemmin lopulliseksi malliksi valittua kriittistd mallia
LSM 8. Tiivistdmme mallin tuloksia ja pyrimme arvioimaan millaisia johtopa&tok-
sid voimme tehd&d mallin perusteella tutkielman aineistosta.

Kuten alustavasti olemme huomioineet, suuresta havaintomaérastd seuraten para-
metrien estimaattien tilastollisesti merkitseva eroaminen nollasta ei valttamatta tar-
joa mielekésta lisdtietoa, silld hyvin pienetkin poikkeamat voivat olla merkitsevié.
[lman aineiston edustavuuden validointia, voimme jopa kyseenalaistaa liittyyko seu-
rannan alun ian IKA; estimoidun kiintedin vaikutuksen Bl = —0, 1730 tuoma tieto
siitd, ettd alun iin muutos vuodella vihentéisi keskiméaraista painoindeksia alle vii-
dennekselld, todella tutkittavaan ilmioon vai aineiston edustavuuden puutteisiin.

Toisin sanoen, uskomme mallin LSM 8 estimaattorien tuottavan tasméllisid esti-
maatteja, mutta ilman tietoa aineiston edustavuudesta, emme voi olla varmoja nii-
den mielekkyydesté tai harhattomuudesta.

Esimerkiksi Sullivan ja Feinn (2012) korostavat artikkelissaan, etté ladketieteelli-
sen tutkimuksen nakokulmasta, tilastollisen mallin pohjalta tehty mielekés tulkinta
tulisi perustaa itse vaikutusten voimakkuuteen (effect size), ei sithen poikkeavatko
vaikutukset merkitsevisti annetun hypoteesin mukaisesta vertailuarvosta.

Nakagawa ja Schielzeth (2013) ja laajentaen Johnson (2014) esittévit artikkeleissaan
lineaarisiin sekamalleihin soveltuvan marginaalisen pseudo-selitysasteen (RiSM(m)),
huomioiden ainoastaan residuaalivarianssin

2
95

2 4 52 2’
oyt o +o¢

R%SM(m)

seké ehdollisen selitysasteen (RiSM(e)), huomoiden residuaalien seké satunnaisvaiku-
tusten varianssin

R2 O-; + 0?12
LSM(e) — 5 . 5 o
0} +of + o2

jossa 0]% kiinteisiin vaikutuksiin liitetty varianssi, o7 satunnaisvaikutusten varianssin
vhdiste ja o2 residuaalivarianssi.

Selitysasteiden (Taulukko 19) mukaan kiintedt vaikutukset yksindén selittévit ai-
noastaan noin 11 % varianssikomponenttien yhteisvaihtelusta, kun kiinteat ja sa-
tunnaisvaikutukset yhdessa selittdvit noin 95 % mallin vaihtelusta.



29

RéSM(m) 0,11
Ry 095

Taulukko 19: Johnson (2014) laajennettu marginaali- ja ehdollinen pseudo-R? g,

Kriittisen mallin LSM 8 tarkastelu osoittaa empiirista tukea sille, ettd Laird ja Wa-
re (1982) kaksitasoisen lineaarisen sekamallin kehikko tarjoaa potentiaalisen tyoka-
lun FinLapset-rekisteriaineiston kaltaisesta lahteestd muodostetun pitkittaisaineis-
ton analyysiin.

Mallin satunnaisvaikutusten méaarittely vaikuttaa parantavan huomattavasti mallin
kykya selittad yksildiden valistd vaihtelua, mutta on pidettavéa todennakdisend, etté
olisi loydettavissa sellaisia painoindeksiin vaikuttavia taustatekijoitd, joiden avulla
voisimme parantaa myos kiinteiden vaikutusten selitysvoimaa.

Tutkielmassa esitetyt esimerkit varianssin heteroskedastisuuden ja residuaalien au-
tokorrelaation huomioimisesta eivat kestaneet tarkempaa tarkastelua. Esimerkit an-
toivat kuitenkin viitteitd ndiden ominaisuuksien olemassaolosta ja tarpeesta tarkas-
tella niitd tarkemmin.

Viimeiseksi, pienisté keskivirheistéa seuraneet haasteet mallin piste-estimaattien epé-
varmuustekijoiden havainnollistamisessa muodostavat suuren puutteen kokonaisuu-
teen nahden. Esimerkiksi yksilokohtaisissa log-uskottavuuskontribuutioissa on huo-
mattavaa vaihtelua (Kuva 26), johon parametrien jakaumien simulointi uudelleeno-
tannalla, kuten Burzykowski ja Galecki (2013) esittdmalld LOO-menetelmalld, voisi
tuoda lisévaloa. On my6s huomioitava, etté téllaisen ndkdkulman tuominen frekven-
tistisen uskottavuuspaattelyn piiriin vaikuttaa vakinéiselta, silla jo lahtokohtaisesti
Bayes-menetelmét tarjoaisivat luontevamman ldhestymistavan parametrien poste-
riorijakaumien tarkasteluun.
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Kuva 26: Kriittisen mallin LSM 8 yksilokohtaiset log-uskottavuuskontribuutiot.

5 Johtopaatokset

Lineaariset sekamallit tarjoavat luontevan tyokalun FinLapset-aineiston analyysiin.
Lopullisen mallin residuaalien ja selitysvoiman tarkastelun perusteella jo hyvin yk-
sinkertainen kiinteiden vaikutusten rakenne, yhdesséd vakiotermin ja aikadimension
regressiokertoimen satunnaisvaikutusten kanssa paransi huomattavasti mallin kykya
selittda aineiston vaihtelua. Tamé tarjoaa mielekkédén jatkokysymyksen mielenkiin-
toisten kiinteiden vaikutusten 16ytamiselle, ja niiden vaikutusten tutkimiselle yksilo-
ja populaatiotasoilla.

Havaitsimme myo6s puutteita joissakin mallia koskevissa oletuksissa mm. residuaalien
jakaumasta ja niiden korreloimattomuudesta, seké residuaalivarianssin homoskedas-
tisuudesta. Laajennettu lineaarinen sekamalli voisi tarjota mahdollisia ratkaisuja,
mutta valttddksemme mahdollisen konfliktin satunnaisvaikutusten kovarianssimat-
riisin ja residuaalimatriisin valilla, tulisi malli kokonaisuudessaan maéaritella huolel-
lisesti laajennetun mallin ndkokulmasta.

FinLapset-aineiston huomattavasta havaintoméaéréasta seuraten, totesimme monien
tavanomaisten mallin arviointikdytantojen olevan riittdméttomia malliin liittyvien
epavarmuustekijoiden kuvaamiseen ja esitimme myos joitakin vaihtoehtoisia lahesty-
mistapoja. Esimerkiksi Connelly ym. (2016) kuitenkin painottavat rekisteriaineisto-
jen hyodyntédmista kisittelevissa artikkelissaan, etté ennen rekisteriaineistosta joh-
dettuja péaatelmia, tulisi suurin tyd analyysissi sen sijaan suunnata aineiston syn-
nyttaneiden prosessien syvilliseen ymmartamiseen.
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Fricke (2014) puolestaan tarkastelee tiedon ja suuren havaintomééran yhteytté tieto-
opin ndkokulmasta ja osoittaa useita ongelmia passiivisesti kertyvien massiivisten
aineistojen (Big Data) pohjalta tehtévissd pééttelyssid. Han yhdistdd massiivisten
aineistojen aikakaudella vallitsevan aineistolédhtoisen (data-driven) paéttelyn Pop-
per (1986) induktion kritiikkiin. Fricke (2014) mukaan aineistolédhtéinen padttely on
luonteeltaan induktiivista ja siind korostuu harha tiedon lisdéntymisestd havainto-
méaaran kasvaessa. Vaikka FinLapset-aineisto ei ole varsinaisesti massiivinen aineis-
to, on se rekisteriaineistona luonteeltaan passiivista ja houkuttelee induktiiviseen
paattelyyn.

Otostutkimuksen nakokulmasta, hyvin maéritellystéa otantakehikosta nostetun otok-
sen havaintoméaran lisiaminen vahentad tutkimuksen mittareihin liittyvaa epévar-
muutta. Koska rekisteritutkimuksissa aineistoa kaytetdan usein muuhun, kuin sen
alkuperaiseen kayttotarkoitukseen, voimme jopa kyseenalaistaa voiko kehikkoa, ja
siten validia ja reliaabelia mittaria olla edes olemassa. Aineiston koko voi my6s luoda
induktiivisen harhan, ettd havaintoméaran lahestyessa populaation todellista kokoa,
havaintojen perusteella ilmicté koskevat padtelmamme lahestyisivit myos populaa-
tion todellisen ilmion luonnetta, silloinkin kun meiltd puuttuu taysin kyky mitta-
rimme falsifiointiin.

Péinvastoin, huolellisesti méaéaritellyn kehikon turvin olisi suurten aineistojen parissa
varaa aktiivisesti rajautua tutkimuskysymyksen kannalta vain kaikista luotettavim-
piin ja edustavimpiin havaintoihin ja muodostaa itse ilmion ndkokulmasta validi ja
reliaabeli mittari.
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Liite 1. Tutkielman tyokalut

Tutkielma on toteutettu KTEX-ladontakielelld kdyttden Overleaf-editoria (Overleaf
Digital Science, 2020) ja tutkielman tilastoanalyysit on suoritettu R-ohjelmistolla
(R Core Team, 2013).

R-ohjelmiston tulosteiden KTEX-ka&nnokset on tehty hyodyntden R-ohjelmiston knitr-
ja stargazer-paketteja. (Xie, 2014; Hlavac, 2018) ja tilastografiikat kdyttéden ggplot2-
pakettia (Wickham, 2016) seki THL:n visuaalisen ohjeiston ggplot2-méérittelyja
(Luomala, 2019).

A Lineaarisen sekamallin sovittaminen lme()-funktiolla

Tutkielman mallit sovitettiin R-ohjelmiston (R Core Team, 2013) nlme-paketin
Ime-funktiolla. Kaikki tutkielman mallit konvergoivat kiayttden Nelder-Mead opti-
mointialgoritmia. Tarkempaa keskustelua optimointialgoritmin valinnasta kdiymme
liittessa B.

Alla esitamme R-koodit tutkielman mallien muodostamiseksi lme-funktiolla. REML-
estimointi tapahtuu antamalla argumentin method arvoksi "REML".

LM 4

1| 1m(bmi~ ika*sukupuoli,

2 data = aineisto)
LSM 5

1 lme (bmi~ ika_0i + ika*sukupuoli,

2 random =~1 | yksilo,

3 data = aineisto,

4 method = "ML",

5 control = lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))
LSM 6

1 lme (bmi~ ika_0i + ika*sukupuoli,

2 random ="ika | yksilo,

3 data = aineisto,

4 method = "ML",

5 control = 1lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))
LSM 7

1 lme (bmi~ ika_0i + ika + sukupuoli,

2 random ="ika | yksilo,

3 data = aineisto,

4 method = "ML",

5

control = 1lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))




LSM 8

1 lme (bmi~ ika_0i + ika,

2 random ="ika | yksilo,

3 data = aineisto,

4 method = "ML",

5 control = lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))

LSMyx 6

lme (bmi~ ika_0i + ika*sukupuoli,
random ="ika | yksilo,
weights = varFixed(~ika),
correlation = corCAR1(form ="ika | yksilo),
data = aineisto,
method = "ML",
control = 1lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))

NO U W e

LSMyx 8

Ime (bmi~ ika_0i + ika*sukupuoli,
random ="ika | yksilo,
weights = varFixed(~ika),
correlation = corCAR1(form ="ika | yksilo),
data = aineisto,
method = "ML",
control = 1lmeControl(opt = "optim", optimMethod = "Nelder-Mead"))

N O U WN

B Optimointimenetelmat

Kaikki mallien kohdalla Ime()-funktion oletusarvoinen optimointimenetelmé nlminb
ei konvergoinut. Mm. West ym. (2014) mainitsevat vastaavista ongelmista, mutta
eivat kisittele ratkaisuja tarkemmin R-ohjelmiston nédkokulmasta.

Nocedal ja Wright (2006) tarjoavat syvéllisen katsauksen mm. nlme-paketin hyo-
dyntédmiin optimointialgoritmeihin, mutta tdmaéan tutkielman osalta perustellinen
tarkastelu sivuutetaan.

Tyydymme McMasterin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen professo-
rin, Ben Bolkerin (2020) blogi-kirjoituksessaan tarjoamaan kultaiseen sddntdon suo-
rittaa estimointi kaikilla saatavilla olevilla optimointialgoritmeilla, tarkistaen ovatko
estimaatit kdytdnndssd toisiaan vastaavia.

Kaikista nlme-paketin tukemista optimointialgoritmeista (niminb, Nelder-Mead, BFGS,
CG, L-BFGS-B, SANN, Brent) vain Nelder-Mead konvergoi kaikkien mallien ML-

ja REML-estimointien kohdalla. Taulukossa 20 esitetdén lopullisen mallin LSM 8
ML-estimaatit nlminb, Nelder-Mead ja L-BFGS-B -menetelmilla.

Nelder-Mead -menetelmén estimaatit poikkeavat hieman nlminb- ja L-BFGS-B -
menetelmistd, mutta ero on hyvin pieni, emmeké katso sen vaikuttavan mallin tul-
kintaan. Lisdksi, koska Nelder-Mead konvergoi kaikkien mallien kohdalla, ovat mallit



siten optimointimenetelmén suhteen vertailukelpoisia.

Vastemuuttuja: bma

(nlminb)  (Nelder-Mead) (L-BFGS-B)
Vakiotermi () 14,432802 14,439736 14,432899
(0,013605)  (0,013543) (0,013604)
ika_0i (51) —0,171405 —0,172975 —0,171421
(0,002031)  (0,002024) (0,002031)
ika (£s) 0,404348 0,404479 0,404351
(0,001772)  (0,001776) (0,001772)
Vakiotermi (02%0;)  8,497261 8,451481 8,496399
(2,915006) (2,907143) (2,914858)
ika (021;) 0,212137 0,213400 0,212131
(0,460584) (0,461953) (0,460577)
Resid.varianssi (62)  0,592408 0,593841 0,592420
(0,769680)  (0,770611) (0,769688)
Log-uskottavuus —729343,0 —729346 —729343
AIC 1458700 1458706 1458700
BIC 1458777 1458782 1458777

Taulukko 20: Eri optimointimenetelmien kiinteiden vaikutusten parametrien ML-
estimaatit sekd satunnaisvaikutusten ja residuaalin varianssiestimaatit sekd keski-
virheet (suluissa) mallille LSM 8.



