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Resumo

Neste artigo, os autores t€m como objetivo fazer uma reflexdo a respeito da razao de ser do ensino de planificagao
de superficies de solidos geométricos, para construgdo de modelos, partindo de um estudo matematico ja realizado
a fim de propor Atividades de Estudo e Investigagcdo — AEI no sentido de Chevallard. Este estudo, prioritariamente
de cunho teodrico, foca no significado que alunos do ensino basico poderdo construir, especificamente, na construgao
do modelo para uma pirdmide triangular a partir da planificacdo de sua superficie. Para o desenvolvimento dessa
reflexdo, utilizamos o software Geogebra como ferramenta para a construgdo do modelo, por permitir a manipulacio
da construgdo geométrica realizada e levantar conjecturas e, ainda, a produgdo de modelos de diversos tipos. Por
outro lado, possibilita ao professor ampliar discussdes a respeito de planificagdes, tanto para outros contetudos,
como ¢ o caso da medida de volumes, quanto para outros tipos de sélidos.

Palavras-chave: solidos geométricos, modelos, planificagdo

Abstract

In this article, the authors aim to reflect on the raison d'étre of the teaching of geometric solid surfaces planning,
for the construction of models, starting from a mathematical study that has been already carried out in order to
propose Study and Research Activities (AEI), in Chevallard's sense. This study, primarily of a theoretical nature,
focuses on the meaning that primary school students can construct, specifically the construction of the model for a
triangular pyramid from planning its surface. For the development of this reflection, we used GeoGebra software
as a tool to construct the model, because it allows manipulating the geometric construction performed and raising
conjectures, as well as producing models of various types. On the other hand, it allows the teacher to develop
discussions about planning, both for other contents, as it is the case of volume measurement, and for other types of
solids.
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Introducao

Interessados nas questoes do ensino de Geometria Espacial, em particular, naquelas que envolvem planificagdo de
superficies de solidos geométricos, buscamos neste artigo, baseando-nos em Silva e Almouloud (2018), propor
Atividades de Estudo e Investigagdo — AEIL, no sentido de Chevallard (2002) para a constru¢ao de modelos de
piramides triangulares. O citado artigo apresenta um estudo matematico do problema e, a partir dele, pretendemos
desenvolver tais atividades com o objetivo de buscar uma razao de ser de tal contetido escolar. Quando falamos de
razdo de ser de um tema matematico, estamos buscando respostas para o “por qué” e “para que” tal contetdo ¢
ensinado. Para Gascon (2003), no ensino secundario espanhol (12 a 16 anos) ndo s6 desapareceu a razdo de ser das
questdes tematicas, como também das diferentes areas em que se divide a matematica escolar. Para o autor, o
desempenho do aluno em problemas de geometria analitica melhoraria, significativamente, se, em lugar de
treinarmos as técnicas analiticas, dedicassemos tempo para que os alunos traduzissem esses problemas para a
geometria sintética e os resolvessem com suas proprias técnicas, como por exemplo, com régua e compasso. Nesse
sentido, o desenho geométrico assume sua importancia. De acordo com Costa e Rosa (2015, p. 67) “em meados do
século XIX, o ensino do Desenho Geométrico também comegou a ser difundido no Brasil, embora nao fosse uma
pratica pedagogica utilizada em todas as escolas do pais”. Para Zuin (2001) esse ensino propicia compreensao e
embasamento tedrico para a geometria plana, tanto para professores quanto para alunos do ensino fundamental,
acrescenta que “a compreensao de muitos conceitos geométricos se materializa através de construgdes geométricas”

(p.16).

Voltando ao assunto que aqui sera tratado, em termos dos niveis de codeterminacgao inferiores de Chevallard (2002),
trataremos na disciplina Matematica, no dominio da Geometria, no sector Geometria Espacial a respeito do tema
poliedros, considerando o assunto planificagdo de superficies de poliedros. Do ponto de vista didatico, ou seja,
como ensinar tal contetido, optamos pelas AEI, dentro da Teoria Antropologica do Didatico que envolvem o
questionamento da matematica escolar sugerindo o paradigma de questionamento do mundo. Para tal, construimos
em Silva e Almouloud (2018), um Modelo Epistemoldgico de Referéncia para a constru¢do de modelos de
piramides triangulares utilizando o Geogebra e, neste artigo, no sentido de complementar esse estudo, buscamos
elaborar uma proposta didatica para tal ensino a partir de trés AEI. Essas AEI implicam na constru¢do de uma rede
de questdes, a partir de uma inicial — geradora — que provoca uma rede de respostas até que o questionamento inicial
seja respondido. Para que tais respostas sejam construidas ¢ indispensavel a utilizacdo de construgdes geométricas
com régua e compasso.

Assim, no desenvolvimento deste artigo, faremos um breve estudo a respeito da razdo de ser para o ensino de
Pirdmides no Ensino Médio (alunos de 15 a 17 anos), descreveremos do que trata o Atividades de Estudo e
Investigagdo na Teoria Antropoldgica do Didatico e apresentaremos, na sequéncia, nossa proposta didatica
alternativa e nossas consideracoes finais.

A razdo de ser do ensino de Piramides no Ensino Médio

Um dos problemas discutidos em Gascon (2003) € a ignorancia da razdo de ser do estudo de uma questao matematica
na escola basica, isto €, “por qué” e “para que” seu estudo na escola. Para o autor, hd uma divisdo entre o matematico
e o pedagogico, pois na instituicao escolar, o professor, no ambito pedagdgico, esta sujeito ao matematico imposto
pela instituicdo escolar via curriculo, documentos oficiais e livros didaticos.

Olhando para o ensino de geometria espacial, nas orientagdes curriculares e livros didaticos, se v€ que esse ensino
apenas foca questdes métricas (medidas de areas e volumes) que implicam primordialmente na memorizacdo de
formulas. Silva e Almouloud (2018) afirmam que os Parametros Curriculares Nacionais — PCN+ (BRASIL, 2002)
orientam para a constru¢do de modelos em geometria como uma forma de representar ou visualizar partes do mundo
real a partir de desenhos, planificagdes e construgdes com instrumentos.
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Com relagiio ao Curriculo do Estado de Sao Paulo — Matematica (SAO PAULO, 2012) encontramos a mengao &
palavra poliedros duas vezes. A primeira, na pagina 59, quando determinam os contetidos e habilidades para o
sétimo ano do Ensino Fundamental I em que Geometria deve ser trabalhada no segundo bimestre. Para poliedros,
os alunos devem desenvolver as seguintes habilidades: “saber identificar poliedros e classificar os poliedros segundo
diversos pontos de vista e saber planificar e representar (em vistas) figuras espaciais”. A segunda, na pagina 68,
quando determinam, da mesma forma, os contetudos e habilidades para o segundo ano do Ensino Médio para serem
trabalhados no quarto bimestre, cujas habilidades para poliedros sdo: “ saber identificar propriedades caracteristicas,
calcular relagdes métricas fundamentais (comprimentos, medidas de areas e volumes) de s6lidos como o prisma e
o cilindro, utilizando-as em diferentes contextos; o mesmo para a piramide e o cone”. Nao explicitam o que seriam
diferentes contextos, o que conduz ao livro didatico que, em um ou outro exemplo, buscam algum contexto para
justificar o conteudo. Procurando por planificagao ou planificagdes nesse documento, encontramos na pagina 58,
para o sexto ano do Ensino Fundamental, terceiro bimestre, em Geometria/Relagdes, no topico relativo a formas
espaciais, encontramos orientagcdes para a construcao das seguintes habilidades: “saber identificar e classificar
formas planas e espaciais em contextos concretos e por meio de suas representagdes em desenhos e em malhas” e
“saber planificar figuras espaciais e identificar figuras espaciais a partir de suas planificagdes.” (SAO PAULO,
2012, p. 58). Para esse nivel de ensino, entendemos que seria impossivel discutir as questdes matematicas para
“saber planificar”, o que conduz, quando ocorre, ao professor apresentar planificacdes prontas. Tal habilidade
poderia estar no Ensino Médio, mas tal assunto ndo ¢ tratado. Assim, nos parece que a razdo de ser do ensino de
poliedros seria o calculo de medidas de comprimento, area e volume, pois € o que privilegia o livro didatico.

Em uma busca ndo aprofundada em um livro de historia da Matematica alguma menc¢ao a construgdo de modelos
de poliedros ou s6lidos, Eves (2004) afirma que Euclides (que viveu na primeira metade do século III a.C.) inicia
um tratamento matematico para os poliedros regulares e, em seu livro XIII, inscreve esses poliedros em uma esfera,
ou melhor em uma superficie esférica. Acrescenta que Platdo (427-347 a.C.) em Timeu “apresentou uma descri¢do
dos cinco poliedros regulares e mostrou como construir modelos desses solidos, juntando tridngulos, quadrados e
pentagonos, para formar suas faces.” (p. 114). Talvez aqui esteja a origem de, ainda hoje, algumas pessoas falarem
que um cubo ¢ formado por seis quadrados, o que o tornaria apenas uma superficie e ndo um so6lido. O trabalho de
Herao (segunda metade do século I d.C.) em 4 Métrica, livro 1I, dedica-se a mensuracdo de volumes cones,
cilindros, paralelepipedos, prismas, pirdmides e outros, inclusive os poliedros regulares. Papus (final do século III
d.C.) em sua Cole¢do Matemdtica, na quarta parte do livro II, volta & inscricdo dos cinco poliedros regulares em
uma esfera dada e no livro V trata de volumes de so6lidos limitados por medidas de areas iguais e atribui a
Arquimedes a construgdo de trinta poliedros semirregulares. Luca Pacioli (c. 1445-1509) em Summa de arithmetica,
utiliza algebra para resolver problemas geométricos. Kepler (1571-1630) se interessou entre muitos outros assuntos
a pavimenta¢do de um plano com poligonos regulares e a preencher o espaco com poliedros regulares. No entanto,
desde os primordios, na antiguidade, surgiu a necessidade de armazenamento de liquidos e graos, bem como de
mensura¢do que foi suprida por artesdos. S6 depois, surgiu uma primeira preocupagdo com o tratamento matematico
para construgdo de s6lidos geométricos e com o aprimoramento dos calculos necessarios para suas medidas.

Se ficamos apenas na reproducdo de modelos na escola, as discussdes matematicas ndo aparecem. Para Gascon
(2003), tratando da relacdo entre geometria sintética e geometria analitica as situagdes umbilicais da geometria
elementar sdo as situacdes ligadas a determinag@o e construcdo de figuras geométricas, acrescenta que estas ¢ que
darao sentido ao estudo da geometria analitica.

Assim, pelo exposto entendemos que para planificar superficies de solidos temos que buscar estratégias de ensino
que conduzam os estudantes a analisd-las matematicamente, como mostra Silva ¢ Almouloud (2018) para as
superficies de piramides triangulares, ¢ ndo apenas como manipulagdo de um modelo pronto apenas para percepcao
de forma e determinacdo de uma nomenclatura especifica. Nesse sentido, escolnemos o Percurso de Ensino e
Pesquisa para fazer uma sugestdo didatica para o ensino de tal planificagdo que apresentamos no que segue.
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Atividade de Estudo e Investigacdo — AEI

Silva e Almouloud (2018), em analise das propostas da Base Nacional Comum Curricular ¢ dos Parametros
Curriculares Nacionais, mostram que ha certa preocupagdo em conduzir os alunos a investigacdo, no entanto nao
ha maiores orientagdes a esse respeito. Para que isso ocorra ¢ necessario conduzir os alunos, no nosso caso, do
Ensino Médio, a interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, além de verificar as
solugdes propostas. ;O professor deve entdo se perguntar “como fazer tal conducdo?” Considerando nosso tema,
poliedros e nele o assunto planificagdo de superficies de poliedros, ha necessidade de os alunos serem colocados
em uma situagdo de investigacdo. A nogdo de Atividade de Estudo e Investigacao (AEI) ¢ um modelo didatico que,
segundo Bosch e Gascon (2010, p. 77), retoma a Teoria das Situagdes Didaticas com a “proposta de reconstrucao
funcional dos conhecimentos matematicos a partir de “situacdes fundamentais, cujo objetivo € situar a “razdo de
ser” ou o “sentido” de tais conhecimentos no centro do processo de estudo”. Essa perspectiva deve, também,
possibilitar a constru¢do escolar de organizagdes matematicas (OM) relativamente completas.

A nogao AEI concentra-se em reformar os saberes e suas razdes de ser, ela responde a necessidade de fazer viver
um ensino baseado no estudo das questdes atribuidas aos alunos e a busca de respostas sob a direcdo do professor,
em classes ordindrias, isto ¢, local onde a matematica prescrita no curriculo ¢ ensinada sem a priori organizar um
dispositivo de observagao.

Para Bosch e Gascon (2010), o desenho de uma AEI tem inicio com a busca de uma “situagdo do mundo” que
permita uma questdo problematica e, por sua vez, a reconstru¢do de uma OM Local mediante os momentos de tal
processo. “O primeiro encontro se estabelece por uma questdo geratriz bruta Q, que devera ser refinada pela
comunidade de estudo, no momento exploratorio as tentativas de respostas podem ser avaliadas pela propria
comunidade, o que caracteriza a situagdo como adidatica.

Chevallard (2002) afirma que a realizagdo de uma AEI se desenvolve no sistema didatico denotado por S (X; ¥; Q)
cuja finalidade ¢ a produgdo de uma determinada resposta RY, o que é esquematizado por: [S (X; Y; Q) = M] = R".
0 ¢ a questdo estudada pelo coletivo X, (os alunos, por exemplo) sob a dire¢do da equipe Y de ajuda ao estudo (o
professor, por exemplo). R € a resposta do sistema didatico S(X; Y; Q), o que ¢ indicado pela flecha encurvada
descendente (). O pequeno coragdo (¥) colocado em expoente significa, de um lado, que a resposta produzida
deve satisfazer certas condigdes e restrigoes especificas do projeto do qual o estudo de Q faz parte, e, por outo lado,
esta resposta sera a resposta a questdo Q aceita pelo sistema S(X ; Y ; 0), pelo menos, até uma eventual retomada
do estudo de Q, que poderia levar a substituir esta resposta por uma nova R".

Para o autor, no processo do estudo de O, diversos recursos podem ser mobilizados: os recursos que compdem o
milieu didatico ou milieu para o estudo (de Q), M, constituido notadamente do conjunto das ferramentas disponiveis
na sala de aula para estudar a questdo Q, produzir a resposta R" e valida-la. A flecha encurvada ascendente (=)
indica que € o sistema didatico S (X; Y; Q) que constitui e “fabrica” esse milieu. A composi¢ao do milieu M ¢é
descrita como o conjunto R:°, R:°, ..., R.®, O, ..., On}, no qual R® designa respostas institucionalmente
carimbadas — o signo °, que 1& « pingona », tem por funciio lembrar essa carimbagem -, O; das obras.

Para Matheron e Noirfalise (2007) “devolver aos alunos a responsabilidade de construir uma resposta a uma questao
¢ sem duvida necessaria [...] tornar os alunos autores e ndo expectadores da matematica, mas isso € ainda insuficiente
[...] é necessario colocar a questdo da utilidade” (p. 6). Para os autores, “trata-se de desenvolver um percurso de
estudo que permite cobrir parte dos setores ou dominios do programa de um ou varios niveis” (p. 6). Barachet,
Demichel e Noirfalise (2007), em seu artigo a respeito de um estudo de tridngulos, analisam as restri¢des que pesam
sobre o ensino atual francés:
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restri¢des dentro da civilizacao e da histdria (tradigao do estudo da geometria do tridngulo dos gregos,
por exemplo) ou da sociedade que pensa a organizagdo de sua escola que repercutem primeiro nos
niveis da pedagogia (aulas de uma hora convidando os alunos a serem “ativos”) e da disciplina
(presenca ou auséncia no programa de certos objetos matematicos transpostos, abertura e fechamento
do assunto ensinado em uma hora e consequéncias sobre a possibilidade de fazer os alunos encontrar
razdes para estudar). Essas restri¢cdes, por sua vez, induzem formas relativamente estaveis de ensino e
de maneiras de pensar o estudo de matematica: corte, depois “confinamento” do ensino em temas (da
ordem do capitulo) enfraquecendo a visdo de sua articulagdo em organizagdes mais amplas, ritmo
ternario (atividade, sintese, exercicios), auséncia de recurso a midias externas minimas, fornecidas pelo
professor e pela escola (o curso ou o manual, as vezes a calculadora), encaminhamento do estudo a
esfera privada dos alunos fora da escola, etc. (Barachet, Demichel, Noirfalise, 2007, p. 6).

No entanto, reconhecem que na escola hd grupos de professores reconhecidos, institucionalmente, como
competentes que resistem e obstruem novos olhares para o ensino e, concluem, que “a profissdo nao possui ainda
nem as ferramentas, nem o tempo, que permitam esse trabalho, sem evocar a consciéncia de sua urgente
necessidade” (p. 7). Assim, os autores concebem, experimentam e observam proposi¢oes de AEI construidos a partir
de questdes problematicas designados aos alunos a fim de desenvolver documentos para os professores, respeitando
os conteudos determinados nos curriculos.

Nao resta duvida que essas restricdes também pesam em nossas escolas e, como elas, nos desafiamos a propor uma
alternativa para o contetido de planificagdes de superficies de s6lidos e para algumas orientagdes de documentos
oficiais para que os alunos aceitem o papel de investigadores. Na proposta do ensino de poliedros podemos
identificar alguns tipos de tarefas como: construir um modelo de sélido por planificagdo de sua superficie;
determinar sec¢des planas de solidos e calcular a medida de grandezas geométricas, como comprimentos, areas e
volumes. Cada uma delas suscita a constru¢ao de uma Atividade de Estudo e Investigacdo que propomos no que
segue.

AEI 1: Construgdo de um modelo para piramides triangulares de altura determinada

Para desenvolver uma AEI, temos que elaborar uma Organizagdo Matematica Local e, para isso, nos basearemos
no Modelo Epistemoldgico de Referéncia apresentado por Silva e Almouloud (2018). Uma possivel Organizagao
Matematica Local poderia ter como tipo de tarefa (T): construir planificagcdes de superficies de pirdmides de altura
determinada, pois independente da superficie identificada, como base, temos o mesmo discurso tecnologico teérico
para justificar a técnica.

Uma possivel questdo geratriz para essa atividade poderia ser: ;Como construir um modelo para uma piramide
triangular com uma altura determinada?

Propusemos a questdo da altura para considerar alguma utilidade a construgdo, tendo em vista que o modelo para
esse tipo de pirdmide é conhecido pelo aluno e, se ndo for, ele a encontra em livros ou na Internet, mas simplesmente
para ser reproduzida sem qualquer questionamento matemadtico, a ndo ser a identificacdo de alguns de seus
elementos.

Essa questdo, que ndo tem resposta imediata, certamente suscitara outras perguntas, como por exemplo: ;como se
constroi um modelo para uma pirdmide triangular?

Um primeiro passo para responder essa questdo seria o reconhecimento de propriedades das pirdmides e a
observagdo do que deve ser considerado para projetar as faces no plano em que a base da piramide esta contida. ;O
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que temos que observar na pirdmide representada na figura 1 para poder planificar sua superficie? Ou seja, projetar
as faces no mesmo plano da base.

B

Figura 1 -l1dentificacdo de elementos de uma piramide triangular
Produg@o dos autores

Cabe observar que as respostas dadas a esta questdo servirdo de tecnologia para justificar a técnica de construgao
que sera realizada para a planificagdo da superficie da piramide. Os alunos devem observar que a planificagdo
solicitada consiste em relacionar quatro tridngulos, que cada aresta, ndo contida na base, ¢ formada por lados de
mesma medida de duas faces consecutivas da piramide e, ainda, que essas arestas se interceptam no ponto V, que
ao mesmo tempo coincide com vértices dos tridngulos que representam as faces da pirdmide. Além disso, ¢
necessario observar que o segmento que representa a altura da pirdmide juntamente com o que representa a altura
de cada face formam o tridangulo retangulo VMV; que indica que ao rebatermos, por exemplo, o triangulo ACV no
mesmo plano da base os segmentos V;M e MV estdo contidos em uma reta perpendicular a aresta AC.

Entdo, como planificar a superficie de uma piramide triangular? Esse tipo de tarefa pode ser resolvido por uma
técnica de construgdo geométrica que pode ser assim obtida. Dado um triangulo, ABC (figura 2), que representa a
base da piramide, determinamos um ponto, V;, para representar a projecdo do vértice da pirdmide sobre o plano em
que a base esta contida. Pelo ponto V; tragamos retas perpendiculares (7, s, ¢) aos trés lados do triangulo (BC, AB e
AC, respectivamente). Na reta 7 tomamos um ponto D e tragamos uma circunferéncia com centro em C e raio CD
que determina na reta ¢, o ponto £. Com centro em A tragamos a circunferéncia de raio AE que determina na reta s
o ponto F. Tragamos entdo os tridngulos BCD, ABF e ACE para completar a planificacdo da superficie de uma
piramide triangular que permite a construgdo de um modelo para tal objeto matematico. Se a construgdo for feita
no Geogebra a manipulacdo do tridngulo ABC e do ponto V; permite outras formas para o modelo, j& a impressao
permite a construgdo fisica do modelo.

Figura 2 — Construgao da planificagdo da superficie de uma piramide triangular
Produg@o dos autores
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A tecnologia que justifica essa técnica baseia-se nas propriedades de uma pirdmide triangular realizado no
questionamento anterior e a teoria que justifica tal tecnologia se encontra na geometria espacial, que estuda os
objetos definidos em um espago tridimensional e objetos que ndo estdo contidos em planos: superficies (planos e
superficies curvas) e solidos .

Ap6s essa construcdo cabem questionamentos do tipo: quais posicdes a projegao do vértice da piramide pode ocupar
em relacdo a base da piramide? Qual a relagdo dessas posi¢cdes com o tipo de modelo que a planificagdo pode
proporcionar? Os alunos devem perceber que o ponto Vi, pode pertencer ao interior ou exterior da superficie
triangular que representa a base da piramide ou a uma de suas arestas. Esses resultados permitirdo os modelos
representados na figura 3, ou seja, a altura da pirdmide pode estar no interior ou exterior de sua regido ou, ainda,
coincidir com a altura de uma das faces laterais.

Figura 3 — Posigoes da altura de uma piramide triangular
Produgao dos autores

Mas, a quest@o inicial ainda esta por responder: ;como podemos determinar a altura da piramide se ela ndo ¢
explicitada na planificagdo? Para buscar respostas, podemos propor a seguinte tarefa: construir um modelo para
uma pirdmide triangular de altura 6 cm. A técnica para essa constru¢do ¢ determinar um tridngulo ABC, que
representa a base da piramide, e um ponto V; (figura 4) que representa a projecdo do vértice da piramide no plano
da base. Tragar por V; uma reta r, perpendicular ao lado BC, que determina neste o ponto M. Depois tragar por V;
uma reta s, perpendicular a reta . Tracar a circunferéncia de centro em V; e raio 6 cm, que determina na reta s o
ponto P e o tridngulo V;PM em que o lado PM representa a altura da face CBD. A circunferéncia de centro em M e
raio MP determina na reta r o ponto D. A partir dai a constru¢@o continua como feito anteriormente. Essa técnica
pode ser justificada pela observagao do tridngulo VMV, na figura 1, e perceber que a altura de cada superficie
triangular que representa uma face lateral depende da altura da pirdmide.

Figura 4 — Construcao da altura dada para uma piramide triangular
Produgao dos autores
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Outras questoes podem ser langadas, como por exemplo: € possivel construir o modelo de uma piramide triangular
com altura de 6 cm, /cuja base ¢ representada por um tridngulo equilatero de lado medindo 6 cm e a projecao do
vértice da piramide coincide com o centro do triangulo?

AEI 2: Construgdo de um modelo para troncos de piramides triangulares, ambas com altura determinada

Um outro conteudo tratado no ensino € tronco de piramides com o fim apenas da memorizac¢do de uma féormula para
o calculo de seu volume. No entanto, depois de trabalhar a primeira AEI é possivel lancar uma nova questio: ;¢é
possivel construir o modelo para um tronco de uma piramide triangular? A tarefa seria entdo: construir um modelo
para o tronco de uma piramide triangular. A primeira construgdo ¢ a da planificacdo da superficie de uma pirdmide
triangulas, como mostra a figura 2. Depois, essa técnica deve ser ampliada para a construgdo do tronco solicitado
(figura 5), ou seja, determinar no lado BD um ponto G qualquer, depois tragar uma circunferéncia com centro em
B e raio BG para determinar no lado BE o ponto G;. Tomar um ponto H no lado CD e tragar a circunferéncia de
centro em C e raio CH que determina no lado CF o ponto H;. Finalmente, determinar o ponto / no lado AE e tragar
a circunferéncia de centro em 4 e raio A/ que determina no lado AF o ponto /;. Para terminar a construgdo do modelo
tracar os segmentos GG, HH; e I1;.

Figura 5 — Construcao da planificagdo da superficie de um tronco de piramide triangular
Produgao dos autores

O que justifica tal técnica ¢ a determinagdo de um plano por trés pontos (um em cada aresta da piramide que nao
sejam da base) e a necessidade de que as arestas de dois tridangulos consecutivos devem ter mesma medida, ou seja,
BG =BGy, Al = Al, e CH = CH;.

Uma outra questao pode ser: ;jcomo construir o modelo para o tronco de uma piramide triangular de base equilatera
de lado 6 cm, de altura 8 cm por um plano paralelo a base e a uma distancia de 6 cm?

A técnica para cumprir esta tarefa, a partir da construgao da planificacao solicitada (figura 6), consiste em determinar
o ponto H no segmento V;G de tal forma que V;H tenha 6 cm de comprimento.
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Co

Figura 6 - Construcao de outra planificagdo da superficie de um tronco de piramide triangular
Produg@o dos autores

A seguir tragar pelo ponto H uma reta paralela a reta ;M que determina o ponto / no segmento MG. Tragar a
circunferéncia de centro em M e raio M/ para determinar o ponto J, no segmento que representa a altura do tridangulo
CBD. Tragar a circunferéncia com centro em V; e raio V;J para determinar os pontos K ¢ L. Tragar pelo ponto J
uma reta paralela ao lado CB do tridngulo da base que determina os pontos N e O, respectivamente, nos lados CD e
DB do triangulo DBC. Tragar pelo ponto K uma reta paralela ao lado AC do triangulo da base que determina os
pontos R e S, respectivamente nos lados AE e CE do tridngulo ACE. Tragar a reta paralela ao lado AB do triangulo
da base que determina os pontos Q e P, respectivamente nos lados AF e BF do tridngulo ABF. Os quadrilateros
ABPQ, BCNO e ACSR representam as laterais do tronco solicitado na tarefa.

A justificativa dessa técnica se da pela percepgao de que se tomarmos um ponto H no segmento que representa a
altura da piramide e, por ele, passamos um plano paralelo ao plano da base, esse plano corta a altura do tridngulo
BCV no ponto [ que ¢ determinado pela constru¢ao de uma reta paralela ao segmento V;M passando pelo ponto H.
Para determinar os pontos em que o plano intercepta as arestas da pirdmide temos que tracar pelo ponto /, uma reta
paralela ao lado CB que determina os pontos N e O, respectivamente, na aresta V'C e VB. Tragando por N uma reta
paralela ao lado AC obtemos o ponto O na aresta VA.

Figura 7 — Corte paralelo a base de uma pirdmide triangular
Produg@o dos autores
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AEI 3 - Construgdo de uma formula para o calculo da medida do volume de um tronco de piramide triangular

Supondo que os alunos ja saibam calcular a medida do volume de uma piramide triangular, podemos propor a
seguinte questdo: como determinar uma féormula para calcular a medida do volume de um tronco de piramide
triangular, cuja base ¢ equilatera, a partir de um plano paralelo ao plano da base e que tenha como altura a metade
da altura da pirAmide? Para cumprir essa tarefa, temos que recorrer & Algebra. Considerando que a medida do

volume da pirdmide inicial seja representada por Vp = é-A g - H, sendo Vp a medida do volume, Ag a medida da
area do triangulo da base ¢ H a medida da altura da piramide e a medida do volume da pirdmide que sera truncada
dada pela férmula V, = § - Ap - h, sendo V, a medida do volume que sera truncado, 4, a medida da area da superficie
triangular do corte e /# a medida de sua altura. Assim, podemos dizer que a medida do volume do tronco pode ser
obtida por Vy = % *Ap-H— é - Ap - h. Mas, como a altura da medida da altura da piramide que sera truncada tem a

. A . 1 1 1
metade da medida da altura da pirdmide inicial, podemos escrever entdo que Vy = 3 Ap-H — 3 Ap-h = 3 Ap -

11 1 . \ n s .
H— 37 Ag - 5 H (1) considerando que se a base é representada por um tridingulo equilatero a superficie do corte

terd uma superficie com medida de area igual um quarto da medida da area da base da pirdmide inicial, isto €, A;, =

% -Agequeh = % - H. Podemos voltar a formula (1) e determinar a formula equivalente Vi = % -Ag-H (1 - %) =
3

-Agp-H (1 - G) ) Considerando que a altura da pirdmide que serd truncada pode ser reduzida por um fator &

W=

qualquer, podemos generalizar a formula para Vy = § -Ag - H(1 — (k)3).
Assim, encerramos a apresentacao das trés Atividades de Estudo e Investigacao.

Consideracoes finais

Assumindo a possibilidade do ensino de planificagdes de superficies de solidos geométricos, como uma de suas
formas de representacgdo, tendo em vista que documentos oficiais orientam a constru¢do de modelos, entre eles
planificagdes e construgdes com instrumentos, decidimos apresentar um caminho alternativo a apresentagdo de
planificagdes prontas.

Tal escolha envolve uma analise detalhada dos elementos e propriedades do s6lido geométrico em questdo e das
relagcdes que devem ser consideradas quando propomos planificar sua superficie. Essa analise desaparece quando
simplesmente damos para os alunos um modelo ja executado. Qual seria a razao de ensinar tal conteudo? ;Tal vez
fazer uma embalagem? Este pode ser um motivo razoavel visto que muitos professores pedem para que seus alunos
tragam embalagens quando iniciam qualquer estudo de s6lidos geométricos. No entanto, o aluno ndo desenvolve
autonomia para, por si sO, construir alguma de acordo com seus critérios. No caso de nosso sélido, a piramide de
base triangular, por exemplo, ndo entende como fazer para que seu modelo tenha uma altura determinada.

Nossa proposta apresenta trés Atividades de Estudo e Investigagdo que, com a ajuda do desenho geométrico com
régua e compasso ¢ do software GeoGebra permite discutir as relagdes que devem ser observadas para planificar a
superficie de uma piramide triangular qualquer, de uma piramide desse tipo de altura determinada, da construgdo
de planificagdes de troncos de pirdmides, além do desenvolvimento de uma féormula para o calculo da medida de
seu volume. Alguns podem argumentar que tais atividades consomem muito tempo para serem desenvolvidas, no
entanto rebatemos que elas podem ser a base para o ensino de outros conteudos do programa que poderiam ser
tratados mais rapidamente e com reflexdes concretas, como € o caso de outros solidos geométricos e suas medidas
de volume. Por exemplo, propor a questdo: jcomo construir um modelo para uma piramide pentagonal de altura
dada?
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Quanto a utilizagdo do GeoGebra ela se torna importante porque além de permitir a propria construcao das hipoteses
levantadas, seu dinamismo permite uma série de alteragdes que conduzem a diferentes modelos. Além disso, a
impressao da planificacdo realizada respeita as medidas escolhidas e a construgdo fisica do modelo em questdo, ou
seja, o aluno efetivamente coloca a prova o que fez.

Nao temos duvida da importéncia do ensino de geometria na escola basica, mas ele ndo pode ser desenvolvido por
regras e formulas memorizadas e de exercicios de treinamento para sua aplicagdo. Caso contrario, “é uma questao
fechada em si mesma (ou morta) porque se ignora o por qué e o para qué de seu estudo escolar” (Gascon, 2004,

p.41)
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