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RESUMEN 

Este estudio examina la relación entre el conocimiento matemático de los estudiantes 
para maestro (EPM) y su capacidad  para reconocer evidencias  de la comprensión en 
los problemas que implican el proceso unitizing como una componente del 
razonamiento proporcional. El  proceso unitizing involucra la búsqueda de una unidad 
de referencia para resolver tareas de razonamiento proporcional. 92 EPM realizaron 
una tarea que estaba formada por tres respuestas de estudiantes de primaria a un 
problema que implicaba  el proceso unitizing y cuatro cuestiones sobre la enseñanza 
y aprendizaje. Los resultados muestran cinco perfiles de EPM en relación a la manera 
en la que identificaron diferentes características del proceso unitizing en las 
respuestas de los estudiantes.  
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Introducción 

El desarrollo del razonamiento proporcional entendido como la habilidad de establecer 
relaciones multiplicativas entre dos cantidades y de extender dicha relación a otro par de 
cantidades (Lamon, 2005) es un objetivo en el currículo de Educación Primaria y Secundaria  
que demuestra ser difícil para los estudiantes. El razonamiento proporcional es multifacético e 
integra diferentes componentes: los significados de los objetos matemáticos (interpretaciones 
del número racional considerando cinco subconstructos: razón, operador, parte-todo, medida y 
cociente), las formas de razonar con estos significados (pensamiento relacional, covarianza, 
razonamiento up and down y unitizing) y la capacidad de resolver problemas proporcionales de 
valor perdido y de discriminar situaciones proporcionales de situaciones no proporcionales 
(Lamon, 2005, 2007; Pitta-Pantazi y Christou 2011).  

En esta comunicación nos centraremos en una de estas componentes, el proceso unitizing, 
entendida como el proceso cognitivo que implica ser capaz de concebir una cantidad dada 
formada por varios trozos del mismo tamaño (o varios conjuntos formados por el mismo 
número de piezas) como una unidad (Lamon, 2007). Por ejemplo una caja de 24 refrescos se 
puede ver como 24 (latas o 1-unidad), 2 (2 packs de 12 latas), 4 (4 packs de 6 latas), etc. es 
decir, el 24 se puede concebir formado por varios subconjuntos (packs) con el mismo número 
de latas.  

En el razonamiento proporcional, el proceso cognitivo de formar y usar una unidad formada por 
varias unidades juega un papel relevante, en particular, en los problemas de comparación de 
razones. Para poder resolver este tipo de problemas, es necesario identificar una unidad de 
referencia a partir de la relación entre las cantidades (razones) y usar esta unidad para 
comparar (unitizing). Por ejemplo, en el siguiente problema de comparación numérica:  

La caja con 16kg de cereales A cuesta 3,36€ y la caja con 12kg de cereales B cuesta 
2,64€. ¿Qué caja de cereales es más barata?,  

es necesaria la identificación de una unidad de referencia a partir de la relación entre las 
cantidades y usar esta nueva unidad para comparar. Por ejemplo, se puede tomar como unidad 
de referencia 1kg de cereales comparando así las razones 3,36€/16kg (euros un kilo) y 2,64/12 
€/Kg,o determinar el coste de 4kg de cereales en cada caso, comparando así las razones para 
4 kg de cereales de la caja A y 4kg de cereales de la caja B (0,84€/4kg y 0,88€/4kg, por lo tanto 
para 4kg es más barato comprar la caja A, ya que vale 0,84€), o el coste de 12 kg de cereales 
(2,52€/12kg y 2,64€/12kg, por tanto también podemos comprobar que la caja A vale 2,52€ para 
12kg). Es decir, se trata de tomar la unidad de referencia que sea más cómoda para poder 
obtener la respuesta al problema. 

Estudios recientes han mostrado que la enseñanza de la idea de razón que subyace en el 
proceso cognitivo de unitizing no es una tarea fácil para los maestros. Las investigaciones han 
mostrado que los estudiantes para maestro poseen un conocimiento matemático limitado de 
este proceso (Buforn y Fernández, 2014; Livy y Vale, 2011). Por ejemplo, en el reconocimiento 
de la relación funcional entre las cantidades y de argumentos que permitan establecer la 
relación entre dos razones sin necesidad de hallar el valor de la razón (Valverde y Castro, 
2009), y en la interpretación de las razones (magnitudes que se están comparando) en tareas 
de comparación de razones (Gómez y García, 2014). La hipótesis que apoya este tipo de 
investigación es que un conocimiento limitado del contenido matemático dificultará a los 
estudiantes para maestro para realizar tareas profesionales como interpretar las respuestas de 
los estudiantes para tomar decisiones de acción pertinentes. El estudio presentado aquí tiene 
como objetivo examinar la relación entre el conocimiento de matemáticas de los estudiantes 
para maestro y cómo interpretan las respuestas de estudiantes a tareas que requieren el uso 
del proceso cognitivo unitizing  

Conocimiento de matemáticas e interpretación de respuestas de 
estudiantes 

En los últimos años las investigaciones sobre el desarrollo profesional del profesor de 
matemáticas han subrayado la importancia de la competencia docente “mirar  
profesionalmente” (professional noticing) la enseñanza-aprendizaje de las matemáticas 
(Mason, 2002; Sherin, Jacobs, Philipp, 2010; van Es y Sherin, 2002). Esta competencia ha sido 
conceptualizada desde diferentes perspectivas pero la idea común que subyace es subrayar la 
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manera en la que los profesores interpretan las situaciones de enseñanza de las matemáticas. 
Un aspecto particular de esta competencia es mirar profesionalmente el pensamiento 
matemático de los estudiantes (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010) que implica reconocer 
evidencias de  la comprensión de los estudiantes de tópicos matemáticos específicos para 
tomar decisiones de enseñanza pertinentes (Callejo, Fernández, Sánchez-Matamoros y Valls, 
2014; Fernández, Llinares y Valls, 2012; Morris, Hiebert y Spitzer, 2009; Sánchez-Matamoros, 
Fernández y Llinares, 2014). Estas investigaciones han mostrado que la identificación del 
estudiante para maestro de los elementos matemáticos que son relevantes en el problema que 
deben resolver sus alumnos le permite estar en mejores condiciones para reconocer lo que 
pueden ser evidencias de la comprensión de los estudiantes de un tópico matemático. Estos 
estudios subrayan la importancia de la relación entre el conocimiento de matemáticas y el 
conocimiento sobre el pensamiento matemático de los estudiantes. 

Teniendo en cuenta estas referencias, nos centraremos en examinar qué evidencias del 
proceso unitizing reconocen los estudiantes para maestro en respuestas de estudiantes de 
educación primaria y qué tipo de decisiones de acción toman para apoyar el desarrollo de este 
proceso. Considerando estos aspectos, nos planteamos las siguientes preguntas de 
investigación: 

 ¿qué conceptos matemáticos identifican los estudiantes para maestro como 
importantes en las tareas que implican el proceso unitizing? 

 ¿qué evidencias del proceso unitizing reconocen los estudiantes para maestro en las 
respuestas de estudiantes de primaria? 

 ¿qué tipo de tareas proponen los estudiantes para maestro para apoyar el desarrollo 
del proceso unitizing en los estudiantes de primaria? 

Método 

Participantes y contexto 

Los participantes de este estudio fueron 92 estudiantes para maestro de educación Primaria 
(EPM) matriculados en un programa de formación inicial. Estos estudiantes habían cursado, 
previo a la recogida de datos, una materia centrada en el Sentido Numérico y otra en el Sentido 
Geométrico. En el momento de la recogida de datos, los EPM estaban cursando una 
asignatura sobre la Enseñanza y Aprendizaje de las matemáticas en Educación Primaria cuyos 
contenidos son las características del aprendizaje de los estudiantes de educación primaria y 
propuestas de enseñanza en diferentes dominios matemáticos: números y operaciones, 
geometría, medida y tratamiento de la información. Los datos se recogieron después de 
estudiar el bloque de números y operaciones donde se incluye el tópico del razonamiento 
proporcional. 

Instrumento 

Los estudiantes para maestro respondieron a una tarea formada por tres respuestas de 
estudiantes de primaria a un problema que implicaba el proceso unitizing y que mostraban 
diferentes características del proceso y cuatro cuestiones centradas en la enseñanza y 
aprendizaje. Las cuestiones son las siguientes: 

a) ¿Qué conceptos matemáticos debe conocer un alumno de primaria para resolver este 
problema? Justifica tu respuesta. 

b) ¿Cómo se manifiesta la comprensión de los conceptos matemáticos implicados en 
cada una de las respuestas de los estudiantes? Justifica tu respuesta. 

c) Si un alumno no comprende los conceptos matemáticos implicados, ¿cómo 
modificarías el problema para ayudarle a que comprendiese estos conceptos? Justifica 
tu respuesta. 

d) Si un alumno comprende los conceptos matemáticos implicados, ¿cómo modificarías el 
problema para que aumente su comprensión de los conceptos matemáticos 
implicados? Justifica tu respuesta. 

Las dos primeras cuestiones pedían a los estudiantes para maestro identificar los elementos 
matemáticos necesarios para resolver el problema y justificar cómo consideraban que las tres 
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respuestas de los alumnos de primaria reflejaban alguna característica de la comprensión de 
los estudiantes. En las otras dos cuestiones se les pedía proponer decisiones de acción 
(modificar el problema) para que el estudiante pudiera alcanzar la comprensión de los 
contenidos matemáticos implicados (es decir, el objetivo de aprendizaje identificado) o 
afianzarlo en el caso de asumir que las respuestas dadas mostraban una comprensión 
adecuada. 

La figura 1 muestra las respuestas de los estudiantes de primaria al problema que formaban 
parte de esta tarea. 

 

Figura 1. Problema y las tres respuestas de los estudiantes que reflejaban diferentes 
características 

Las tres respuestas muestran diferentes características relativas al desarrollo del proceso 
“unitizing”. En la Respuesta 1, el estudiante identifica las razones euro/kilos para obtener el 
precio de 1kg de cereales en cada caja y luego las compara, es decir, usa como unidad de 
referencia 1kg. En la Respuesta 2, el estudiante usa como unidad 12kg, obteniendo su valor 
mediante una regla de tres, una vez obtenido el coste de 12kg en el caso A, lo compara con la 
situación B. Y en Respuesta 3, el estudiante calcula la diferencia entre los precios sin tener en 
cuenta los kg de cada caja utilizando una estrategia aditiva incorrecta para este problema. 

Análisis de los datos 

Se analizaron las respuestas dadas por los EPM a las cuatro cuestiones planteadas siguiendo 
un proceso inductivo de generación de categorías desde los datos. En primer lugar, 
identificamos los conceptos matemáticos que los estudiantes para maestro identificaban en el 
problema propuesto (cuestión a). La identificación de estos conceptos está relacionado con la 
manera en la que estos estudiantes para maestro consideraban que el problema propuesto se 
resolvía buscando una unidad de referencia que les permitiese comparar. Se identificaron dos 
categorías: estudiantes para maestro que reconocían elementos matemáticos que podían estar 
asociados al proceso unitizing (búsqueda de una unidad de referencia que les permita 
comparar), y los estudiantes para maestro que no identificaban esta idea y simplemente 
realizaban comentarios generales sobre razón o proporción. En segundo lugar, se analizaron 
qué evidencias del proceso unitizing reconocían los estudiantes para maestro en las 
respuestas de estudiantes (cuestión b) generándose tres grupos de respuestas:  

 argumentos generales (por ejemplo basados en la corrección o no de la respuesta),  

 aportando como evidencia una descripción de las respuestas de los estudiantes  
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 reconociendo evidencias del proceso de identificación de una unidad de referencia y 
usar dicha unidad para comparar en las respuestas de los estudiantes (proceso 
unitizing) 

La consideración conjunta de los elementos matemáticos y las evidencias del proceso unitizing 
que los estudiantes para maestro eran capaces de identificar en las respuestas de los 
estudiantes de EPM nos permitió identificar perfiles. 

Para el análisis de las cuestiones c y d (decisiones de acción), se generaron de manera 
inductiva categorías que se fueron refinando a medida que el análisis iba progresando (estas 
categorías se muestran en el apartado de resultados). 

Resultados 

Este apartado se divide en dos subsecciones. En la primera parte se muestran los perfiles de 
estudiantes para maestro considerando la relación entre el conocimiento de matemáticas y su 
capacidad para identificar diferentes características del proceso unitizing atendiendo a si 
interpretaban, describían o proporcionaban comentarios generales en relación a las respuestas 
de los alumnos de primaria. En la segunda parte se describe la relación entre los perfiles y las 
modificaciones del problema realizadas por los EPM. 

 

Perfiles de estudiantes para maestro  

Obtuvimos 2 grupos de EPM considerando los elementos matemáticos que reconocían en el 
problema: los EPM que identificaron el proceso unitizing (C) y los EPM que no identificaron el 
proceso unitizing (O). La Figura 2 muestra la respuesta de un estudiante para maestro de cada 
grupo. En la primera, el EPM reconoce la necesidad de conocer la idea de razón, realizar una 
comparación identificando una unidad de referencia que le permita comparar, y el segundo 
EPM simplemente comenta que se tiene que conocer el “concepto” de proporcionalidad directa. 

 

 

Figura 2. Respuestas de EPM de las categorías en la cuestión a) 

Uniendo estos dos grupos con las categorías que describían cómo los EPM reconocían el 
proceso unitizing en las respuestas de los estudiantes generamos cinco perfiles de estudiantes 
para maestro: 

 EPM que identificaron el proceso unitizing como la necesidad de identificar una unidad 
de referencia para poder comparar y reconocieron este proceso en las respuestas de 
los estudiantes (CI). Por ejemplo, la respuesta del EPM de la Figura 3 reconoce en la 
respuesta 1 del estudiante la identificación de las razones para comparar, en la 
respuesta 2 el uso de 12kg como unidad para comparar y en la respuesta 3 se emplea 
una estrategia aditiva incorrecta. 
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Figura 3. Respuesta de un EPM perteneciente al grupo CI 

 EPM que identificaron el proceso unitizing como la necesidad de identificar una unidad 
de referencia para poder comparar pero que solo describieron las respuestas de los 
estudiantes (CD). Por ejemplo, el EPM de la Figura 4 describe las estrategias usadas 
por los estudiantes,  en la respuesta 1 solo comenta que compara las razones sin 
identificar “la razón unitaria”, en la respuesta 2 la referencia al uso del 12kg se realiza 
al describir lo que el estudiante ha hecho al decir que calcula cuanto son 12kg 
mediante una regla de tres, pero no comenta que ese 12 sirve para poder comparar, y 
en la respuesta 3 describe lo que hace el estudiante sin hacer mención al uso de una 
relación aditiva. En esta categoría, la manera en la que los EPM analizan las tres 
respuestas muestra un uso poco explícito de cómo la comparación de razones pone en 
juego la idea de una unidad múltiple de referencia especialmente al comentar la 
Respuesta 3. 

 

Figura 4. Respuesta de un EPM perteneciente al grupo CD 

 EPM que identificaron el proceso unitizing como la necesidad de identificar una unidad 
de referencia para poder comparar y proporcionaron comentarios generales y poco 
específicos (CG). Por ejemplo, el EPM de la Figura 5 solamente comenta que el 
estudiante ha realizado el problema correcta o incorrectamente. 
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Figura 5. Respuesta de un EPM perteneciete al grupo CG 

 

 EPM que no identificaron el proceso unitizing como la necesidad de identificar una 
unidad de referencia para poder comparar y describieron las respuestas de los 
estudiantes (OD). En este caso, el EPM de la Figura 6 describe la estrategia usada por 
los estudiantes y no comenta nada sobre la idea de buscar una unidad para poder 
comparar. 

 

Figura 6. Respuesta de un EPM perteneciente al grupo OD 

 EPM que no identificaron los elementos matemáticos que apoyan el proceso unitizing 
como la necesidad de identificar una unidad de referencia para poder comparar y que 
proporcionaron comentarios generales (OG) sobre la comprensión y desarrollo del 
proceso puesto de manifiesto en las respuestas de los estudiantes. Por ejemplo, el 
EPM de la Figura 7, se limita a hablar de si comprende o no comprende sin mostrar 
evidencias de dicha comprensión. 

 

Figura 7. Respuesta de un EPM perteneciente al grupo OG 

Estos perfiles muestran que cuando los EPM son capaces de identificar el proceso unitizing, 
interpretan de manera más o menos explícita las respuestas de los estudiantes aportando 
evidencias de cómo los estudiantes de primaria emplean el proceso de unitizing. Sin embargo, 
cuando no son capaces de identificar el proceso unitizing, solamente describen las respuestas 
de los estudiantes proporcionando comentarios generales sobre la comprensión puesta de 
manifiesto. 

 

Modificaciones del problema realizadas por los EPM 

Respecto a las decisiones de acción tomadas por los EPM para ayudar en el desarrollo del 
proceso unitizing se centraron en diferentes aspectos. Por ejemplo, cambiar los números 
decimales a números enteros o más bajos, que las razones que era posible establecer fuesen 
enteras (es decir usando números múltiplos entre si), que la diferencia entre los datos 
proporcionados fuese más significativa, que solamente hubiese una magnitud para comparar y 
volver a explicar el contenido (Figura 8). 

 

Nº más enteros y 
más bajos 
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Figura 8. Ejemplos de modificaciones del problema para ayudar a los estudiantes a desarrollar 
el proceso unitizing 

Hay que tener en cuenta que algunos EPM dejaron la cuestión en blanco o propusieron tareas 
sin sentido, o bien porque no correspondían con el concepto implicado (el proceso unitizing) o 
bien porque no cambiaba el nivel del problema. Teniendo en cuenta los perfiles comentados 
anteriormente, los grupos donde no se identificó el proceso unitizing (OD y OG) tenían las 
respuestas en blanco o sin sentido más numerosas que en los grupos que si que habían 
identificado el proceso unitizing. De manera general, todos los grupos proponían tareas 
relacionadas con modificar el tipo de número o razón y pocos sugirieron tareas relacionadas de 
manera más directa con el proceso unitizing. 

Por otro lado, en cuanto a las decisiones de acción tomadas por los EPM para progresar en el 
desarrollo del proceso unitizing fueron: que las razones fuesen más similares o cercanas, los 
números más altos o racionales, proponer más elementos a comparar, resolver la tarea usando 
más de una estrategia o cambiar a un contexto menos familiar (Figura 9). 

Razones 
similares 

 

 

Nº altos o nº 
racionales 

 

 

Más elementos a 
comparar 

 

Usar diferentes 
estrategias 

 

 

Cambiar contexto 
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Figura 9. Ejemplos de modificaciones del problema para mejorar la comprensión de los 
estudiantes 

Del mismo modo que para las decisiones para ayudar a los estudiantes, en este caso también 
hubo EPM que dejaron la cuestión en blanco o propusieron tareas sin sentido, o bien porque no 
correspondían con el concepto implicado (el proceso unitizing) o bien porque aumentaban el 
nivel del problema. Teniendo en cuenta los perfiles de estudiantes para maestro obtenidos, 
fueron numerosos los estudiantes que dejaron las cuestiones en blanco o propusieron tareas 
sin sentido, pero a diferencia de la cuestión c), en este caso ocurría en todos los grupos. Esto 
sugiere que modificar tareas de manera que aumente la dificultad es más difícil para los EPM 
que proponer tareas para ayudar a los estudiantes a desarrollar el proceso unitizing. 

Discusión 

El objetivo de esta investigación es aportar información sobre el papel que desempeña el 
conocimiento de matemáticas de los estudiantes para maestro cuando piensan en el 
aprendizaje de las matemáticas de los estudiantes de primaria. Estudios previos han aportado 
información en otros dominios como el álgebra (Magiera, van den Kieboom y Moyer, 2013) y la 
derivada (Sánchez-Matamoros et al. 2014). Nuestro estudio se ha centrado en el proceso 
unitizing como componente del razonamiento proporcional. 

Los resultados obtenidos indican que la tarea de interpretar respuestas de estudiantes 
proporcionando evidencias de la comprensión de un tópico matemático no es una tarea fácil 
para los estudiantes para maestro, aun habiendo identificado los conceptos matemáticos que 
implican el problema (conocimiento de matemáticas). Esto se evidencia en el grupo de 
estudiantes que habiendo identificado el proceso unitizing, proporcionan argumentos 
generales. Este resultado también se podría interpretar desde las creencias, en el sentido de 
que estos EPM podrían tener la creencia de que las respuestas de los estudiantes “son 
correctas o incorrectas” (es decir, o se comprende o no se comprende) (Copes, 1982). 

Los resultados muestran que cuando los estudiantes para maestro eran capaces de identificar 
los elementos matemáticos que determinan el proceso unitizing, eran capaces de interpretar 
las respuestas de los estudiantes aportando evidencias de cómo los estudiantes de primaria 
empleaban el proceso de unitizing de manera más o menos explícita. Sin embargo, cuando no 
eran capaces de identificar los elementos matemáticos del proceso unitizing solamente 
describían las respuestas o proporcionaban comentarios generales basados en la corrección. 
Este resultado corrobora estudios previos realizados en otros tópicos matemáticos que indican 
que la identificación del estudiante para maestro de los elementos matemáticos que son 
relevantes en el problema que deben resolver sus alumnos (conocimiento matemático) es 
necesario ya que le permite estar en mejores condiciones para reconocer evidencias del 
aprendizaje de los estudiantes de un tópico matemático y poder seleccionar e identificar las 
actividades para progresar en su aprendizaje (conocimiento sobre el aprendizaje de los 
estudiantes) (Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 2013; Fernández et al., 2012; Magiera et al., 
2013; Sánchez-Matamoros et al., 2014; Yesildere-Imre y Akkoç, 2012), pero que el 
conocimiento de matemáticas no es suficiente para esta tarea profesional ya que había EPM 
que identificaban los elementos matemáticos, pero no daban evidencias de haber reconocido 
características del proceso unitizing en las respuestas de los estudiantes. 
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