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Resumen

El estudio intenta identificar los obstaculos epistemologicos que impregnan las
concepciones de los estudiantes de la graduaciéon en Matematicas Universidad de
Pernambuco- Brasil, sobre los conceptos de combinatoria, arreglo, permutacion y
combinacion. Se trata de un estudio de un caso educativo, descriptivo e interpretativo.
Un total de 112 alumnos contestaron a un cuestionario diagnostico compuesto por
cuestiones conceptuales y aplicaciones. En general los obstaculos comprenden analogias
falsas, inducciones ingenuas y generalizaciones precipitadas. Ademas, se observd que
una parte de estos son obstidculos didacticos. Asi, se sugiere la promocion de
capacitaciones continuadas para los profesores de formacion basica que invertia en el
analisis de errores y en la adhesion a practicas pedagdgicas que exploren el sistema de
informacion de esta asignatura, de un modo que posiblemente no contribuya a la
construccion de los obstaculos epistemologicos y posibilite un aprendizaje mas
significativo.

Palabras clave: Combinatoria, Arreglo, Permutacion, Combinacién, Obstaculos
Epistemologicos.

Abstract

This study seeks to identify the epistemological obstacles which permeate the students'
conceptions of degree in mathematics, University of Pernambuco- PE / Brazil,
regarding the concepts of Combinatorics, Arrangement, Permutation and Combination.
It is a interpretive descriptive educational case study. A total of 112 students answered a
diagnosis questionnaire composed of conceptual issues and applications. Overall, the
obstacles include false analogies, naive inductions and hasty generalizations. Moreover,
it was observed that many of these are educational obstacles. Thus, it is suggested to
promote continuous training for basic education teachers who invest in the analysis of
errors and adherence to pedagogical practices that explore the information system of
this discipline so that possibly does not contribute to the construction of epistemological
obstacles and enables a more meaningful learning.

Keywords: Combinatorics, arrangement, permutation, combination, Epistemological
Obstacles.

1. Introducao

A preocupagdo em melhorar ou modificar os conceitos dos estudantes na busca de uma
evolucao conceitual é um tema bastante debatido no ensino de ciéncias. Na matematica,
essa discussdo agrega outros fatores devido a natureza dos seus objetos. D’Amore
(2005) coloca que a natureza dos objetos matematicos ¢ peculiar, pois todo conceito
matematico remete a “ndo-objetos”; todo conceito matematico ¢ obrigado a servir-se de
representacdes € em matemdtica fala-se mais de “objetos matemadticos” que de
“conceitos matematicos”.
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Ademais, ¢ importante destacar que o estudo da aprendizagem matematica ndo pode
excluir a existéncia de conflitos cognitivos causados pelos obstaculos epistemoldgicos,
que foi tratado originalmente na filosofia das ciéncias por Bachelard (1996), e ampliada
por Brousseau (1983) que a introduziu na didatica da matematica, impulsionando varios
trabalhos e uma interdependéncia entre a didatica e a epistemologia desta ciéncia.
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Assim como algumas ideias preconcebidas podem servir de impedimento para aquisi¢ao
dos conceitos matematicos, podem também interferir no desempenho na resolugao de
problemas. Ainda que analisar esse desempenho, nao seja o foco deste estudo, utiliza-se
também desta atividade para mostrar tal interferéncia nos problemas de Arranjo,
Permutacdo e Combinacdo. Diante o exposto, intenta-se conhecer quais sdo as
principais ideias que podem servir de obstru¢do para uma compreensdo adequada dos
alunos de um curso de Licenciatura em Matematica — UPE/Brasil acerca de tais
conceitos?

2 Combinatoria em um Sistema de Informac¢ao Conceitual

Segundo Ausubel (2002) cada disciplina académica tem uma estrutura articulada e
hierarquicamente organizada de conceitos que ¢ seu sistema de informag¢do e que deve
ser ensinado aos alunos. Na Combinatoria, contar € o conceito mais geral, ¢ em épocas
primitivas, tinha-se algum senso numérico de acréscimo ou de retirada marcados com
objetos concretos até chegar os nimeros naturais. A partir dai contar passou a ser
enumerar.

Para Benitez e Brafias (2001) quando o nimero de elementos de um conjunto ¢
“grande”, o procedimento vai além de enumerar, surgindo os Principios Aditivo e
Multiplicativo. O primeiro, associado a situagdes que se pode realizar uma decisdo de
m maneiras e a outra, de » e ndo ha como realizar as duas simultaneamente, o total ¢
m+n. O segundo aplica-se a situacdes que se pode decompor em duas ou mais
decisdes sucessivas e independentes. Se em duas, com m maneiras para a primeira € n
para segunda, tem-se o produto m xn .

Podem ocorrer contagens cujas dificuldades sdo maiores e requerem conceitos mais
avangados e novas formulacdes, donde emerge o campo da Combinatéria. Para Hazzan
(2013, p.1) esse campo “visa desenvolver métodos que permitam contar o nimero de
elementos de um conjunto, sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas
condi¢des”. Santos, Mello e Murari (2007) colocam que sdo basicamente dois os tipos
de problemas nesse campo, os de existéncia e os de contagem. Com foco nestes ultimos,
que buscam analisar as diferentes maneiras de dispor os elementos de um conjunto: a
natureza e a ordem dos elementos chegam-se aos conceitos de Arranjo, Permutacdo e
Combinagao, cujas aplicagdes estdo embasadas no Principio Multiplicativo. Para aplica-
las corretamente, Rufino (2015) adverte que aquilo que estd sendo contado, interfere na
forma de contar.

Explorando-se a distingdo a partir dos conceitos de ordem e natureza Merayo (2001)
esclarece que os Arranjos sdo grupos ordenados, formados por n elementos, tomados
dos m de um conjunto finito, em que dois grupos sdo distintos se diferem em algum
dos elementos ou, se tendo os mesmos elementos, diferem pela ordem em que estdo
colocados.
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Recebe 0 nome de Permutagdo de 7 elementos, cada um dos distintos grupos que pode
formar-se, de maneira que cada um contenha os mesmos ! elementos, divergindo pela
ordem de colocagdo. As Combinagdes sao grupos formados de 7 elementos tomado dos
m , tal que dois deles se consideram distintos se diferem em algum de seus elementos.
Neste caso, dois grupos sdo iguais se contém os mesmos elementos, ainda que em

distinta ordem. Segue uma sintese do sistema de informac¢do da Combinatdria (Rufino,
2015).

CONTAGEM
marcadores concretos marcadores abstratos
PROCESSO EMPIRICO Serse PROCESSO MENTAL
S § : [~ numérico | it bk
realizacoes acréscimo/redugdo associa/corresponde realizacdes sucessivas/
unitarias PRINCIPIOS BASICOS DE independentes
CONTAGEM
AnB=¢—n(4uB)=n(4)+n(B) 1n(Ax B) = n(A) =< n(B)
PRINCIPIO ADITIVO | PRINCIPIO MULTIPLICATIVO
AnB=¢
PRINCIPIO sofrem reformulacdes/
INCLUSAO-EXCLUSAO generalizagoes
= ; tem como
n(4wB) = n(4)+n(B)—n(4n B) . base
— COMBINATORIA
limita/da a condi¢cao classifica/conta
PROBLEMAS DE EXISTENCIA PROBLEMAS DE CONTAGEM
-~
conta natureza conta ordem/natureza conta ordem
COMBINACAO [€— ¢ — ARRANJO [— ¢ —>| PERMUTACAO
Figura 1: Um mapa conceitual de Combinatdria, focando os conceitos de Arranjo, Permutagéo e
Combinagao.

2.1 Obstaculos Epistemologicos e sua influéncia no ensino de Ciéncias e
Matematicas.

Para Bachelard (1996) ao buscar-se as condi¢oes psicologicas do progresso das ciéncias
se chega a convic¢do de que o problema do conhecimento deve ser colocado em termos
de obstaculos. No proprio ato de conhecer, aparecem, por uma necessidade funcional,
pausas e inquietudes. Segundo Pesa (2000) o inconsciente do espirito cientifico ¢ a
principal fonte de contra-pensamentos, baseados em dados sensiveis, pouco
diferenciados. Tais resisténcias do pensamento ao pensamento sdo os obstaculos
epistemologicos.

O primeiro obstaculo € a experiéncia primeira, colocada antes e acima da critica,
elemento integrante do espirito cientifico. Para Moreira e Massoni (2011) o espirito
cientifico deve formar-se em contra ao impulso da experiéncia primeira, ao entusiasmo
natural; deve reformar-se se reformando. Para entender cientificamente algo se deve ir

de em contra ao bonito, ao que impressiona, ao que ¢ facil, porque a explicagdao
cientifica ¢ mais completa.
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Bachelard (op. cit.) cita ainda o conhecimento geral, como o que mais retarda o
progresso do conhecimento. Gera um conhecimento vago, de respostas fixas e seguras,
generalizagdes superficiais, que desconsidera o ambito da aplicacdo e os limites da
validez. J4 o obstidculo verbal ¢ uma falsa explicagdo alicergada em uma palavra
explicativa, através dessa estranha inversdo que pretende desenvolver o pensamento
analisando um conceito, ao invés de implicar um conceito particular em uma sintese
racional.
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Na medida em que os obstaculos epistemoldgicos sao ignorados no ensino, constituem-
se em obstaculos pedagogicos. Moreira e Massoni (ibid.) destacam que os professores
deveriam entender melhor o que esta por traz do porque seus alunos nao entendem. Eles
possuem obstaculos epistemoldgicos muito fortes e ndo sdo capazes de supera-los.

Bachelard (op. cit.) também estudou as nogdes obstaculos, bastante relacionados ao
ensino de fisica. Mas, foi Brousseau (1983) que introduziu a nog¢ao de obstaculo na
educacdo matematica, distinguindo-os quanto a origem, nas formas: de origem
ontogenética, didatica e epistemologica. No estudo em questdo, focalizam-se os
obstaculos de origem didatica que, para Brousseau (ibid.), parecem estar atrelados a
escolha de uma estratégica do docente, que para alguns alunos, revela-se um obstaculo
didatico.

Brousseau (op. cit.), na tentativa de aproximar a analise de erros no contexto da
Matematica com a nog¢ao de obstaculo, advoga que um conhecimento prévio que nao foi
generalizado de forma adequada, pode se constituir num obstaculo. Assim, conforme
adverte Pesa (2000) se o conhecimento prévio ¢ a base da construcdo das novas
concepgdes, ele pode atuar também como causa de estancamento e regressao.

3. Metodologia

Situa-se no ambito das pesquisas qualitativas do tipo Estudo de Caso Educativo
Descritivo Interpretativo, segundo André (2008) e Moreira (2011). Pretende-se entender
o fenomeno relacionado aos “erros de compreensdo”, que serviram de bloqueios para
uma aquisi¢do verdadeiramente matematica sobre Combinatoria. A investigacdo foi
realizada em turmas do 3° periodo de licenciatura em Matematica, Universidade de
Pernambuco — PE/Brasil, na disciplina de Principios de Contagem, semestres de 2013.1
a 2014.2, no total de 112 alunos, que tiveram 40 min. para responder, individualmente,
a um questiondrio diagnostico.

3.1 Critérios Adotados para Analise e Interpretacio do Questionario Diagnostico

1 Questdo: Usando sua concepg¢do diga o que vocé acredita ser Combinatéria?
Elencaram-se como principais erros (E) mais cometidos pelos alunos: (E1) — alicergar o
campo da Combinatdéria na ideia de combinar, desconsiderando o fundamento da
contagem; (E2) — restringir o campo da Combinatoria a um procedimento técnico de
contagem; (E3) — confundir a ideia de possibilidade com a de probabilidade e (E4) —
outros erros cometidos.

2* Questao: Explique a diferenca entre as contagens do tipo permutagdo, arranjo e
combinagdo? Agruparam-se os erros que os alunos mais cometem quando conceituam
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tais técnicas em: (E1) — distinguir as contagens limitando-se ao uso de uma palavra por
possuir o mesmo radical etimolédgico; (E2) — considerar a aplicacao do fatorial de um
nimero, como algo que pode caracterizar todas as contagens; (E3) — conceituar as
contagens por uma propriedade excludente ao invés de especifica-la e (E4) — outros
erros cometidos.

CONGRESO INTERNACIONAL DE 38'

3* questdo: resolva as questdes abaixo e em seguida justifique, em cada caso, se a
situagdo indicada trata-se de uma permutagao, de um arranjo ou de uma combinagao:

a) Uma padaria oferece 3 tipos de pao e 5 tipos de recheio. O cliente pode escolher o
tipo de pao e 3 recheios diferentes, qual o nimero de possibilidades de compor um
sanduiche?

b) Calcule quantos multiplos de 3, de quatro algarismos distintos, podem ser formados
com os digitos 2, 3,4, 6 ¢ 9?

¢) Quantas sdo as maneiras de 4 carros serem estacionados em 4 vagas?

A ideia agora ¢ perceber a influéncia dos erros de compreensao daquilo que estd sendo
contado na escolha da forma de contar. Adotaram-se os critérios: Resposta e
Justificativa.

4. Analise e Discussao dos Resultados

1* Questao: Tabela 1: Concepgdes sobre Combinatdria
Critérios Erros mais cometidos quanto ao conceito de Combinatoria.
Respostas E; E> E; Ey
Total (%) 32 34 14 20
Excerto Aluno (23):
Lo afo ole Coumtbinianr o feur Lo Apan b ten cons nesudte oo .
Excerto Aluno (10):

CoMBANATEALN € © PrANGFP I FONPRANMENTAL 23 Con/ VA -
Excerto Aluno (1):

Qa'mp@ Que }mg(;eé-ov a,/ow@au)&xdmk At aerilan “ Gesax’ de. umow JLAACO Sy -
H4 grande influéncia dos obstaculos verbais (32%) e conhecimentos gerais (35%) em
boa parte das respostas. No primeiro, por uma indu¢do ingénua, fazem uso de um
radical etimoldgico alicer¢ando a combinatoria a ideia de combinar. No segundo,
generalizam este campo a aplicacdo de um principio desconsiderando limites de
validade. Ha também a presenca de obstaculos didaticos (14%), construidos na
exploragdo de expressoes e relagdes, sem se preocupar em explicé-las, resultando numa
confusdo de conceitos.

2% Questao: Tabela 2 — Concepgdes sobre Arranjo, Permutacio e Combinacio
Critérios Erros mais cometidos na distin¢io entre Arranjo, Permutacio e Combinacio

Respostas E; E, E; Ey
Total (%) 21 24 19 36
Excerto Aluno (23):

/?z/\vv\ « {'('\,c‘/, 25 o = CLTO (‘\l& L/}iuy’mk} ‘F(&/\, s {LI'LHC% QLC‘ /o{j&\/uzfﬂ «
Ahﬁcvv\é,tj e "o oIT) Cu c;,/)/Lde(%/v - C»O n\\") coral, 25 oo 47\/: (J/C Qévm L’ St Zzé 221l /L&O'
Excerto Aluno (13):
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Excerto Aluno (102):
— LT —2 A pRAAENA PO SLEAETITVE € [ pafo B ANTE
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Observa-se, mais uma vez, uma predominancia dos obstaculos verbais e das
generalizagdes, induzidas por falsas analogias que incorre num conhecimento vago,
superficial, de respostas fixas e limitadas (Ei- 21% e E2 -24%). Ja E3 (19%), ¢ mais um
exemplo de obsticulos didaticos, ao priorizar a aplicacdo das técnicas, chama-se
atencao mais para aquilo que nao se deve contar do que em caracterizar a contagem.

3% Questao: Tabela 3 — Aplicacdo e Justificativa dos tipos de Contagem
W Resolugdo da Questio Justificativa da Contagem
Situacdes NR RE RC NJ JE JC
Combinagdo (a) 22% 75% 3% 28% 64% 8%
Arranjo (b) 28% 62% 10% 34% 68% 8%
Permutacdo (c) 20% 46% 34% 40% 28% 32%

Legenda: (NR) Nao Resolveu; (RE) Resolveu Errado; (RC) Resolveu Certo;
(NJ) Ndo Justificou,; (JE) Justificou Errado; (JC) Justificou

Hé um baixo percentual de acertos na resolugdo e na justificativa correta para contagem
utilizada. Dentre os quais a Permutacdo apresentou um melhor rendimento. Registra-se
que tais questdes aproximam-se das aplicadas na formacdo basica, com uma forte
interferéncia dos obstaculos epistemologicos aqui estudados nas resolucdes e
justificativas apresentadas.

5. Consideracoes Finais

Conforme se pode observar, os obstaculos epistemoldgicos mais presentes nas
concepgoes dos alunos investigados sdo oriundos de analogias falsas, indugdes ingénuas
e generalizagdes precipitadas. Detectou-se que certos erros de compreensao resultam em
obstaculos de origem didatica, os quais ja foram destacados, mas cabe acrescentar a
ideia de que a arvore de possibilidades ¢ um objeto ou mesmo uma técnica de contagem,
que Permutagdo ¢ uma técnica exclusiva dos anagramas, Combinagdo ¢ sindnimo de
comissdao e que se todo Arranjo ¢ uma Permutagdo o contrario também se estabelece,
dentre outros.

Percebe-se que devido a esses e outros obstaculos, grande parte dos alunos, quando
estdo diante de um problema ndao conseguem reconhecer os objetos de contagem e
acabam por ndo ter éxito na resolugdo. E necessario que haja um investimento por parte
dos orgdos responsaveis em promover formacdes continuadas para os professores de
maneira a torna-los mais sensiveis e aptos para analisar os erros cometidos pelos alunos
e para que a agdo docente ndo mais cometa o equivoco de privilegiar técnicas e
procedimentos desvinculados do seu sistema de informagdo conceitual se € que se quer
uma aprendizagem significativa.
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