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Resumen

Las Gltimas versiones de GeoGebra disponen de herramientas y comandos que permiten
hacer razonamiento automatico en geometria (GGB-ART); esto es, derivar, descubrir y/o
demostrar, de modo general y riguroso, propiedades sobre una construccion geométrica
representada en GeoGebra. El propésito de esta comunicacion es exponer, a través de
diversos ejemplos, las posibilidades de GGB-ART, asi como plantear el disefio de
experimentos de aula para estimar el posible impacto de estas herramientas en la ensefianza
y el aprendizaje de las Matematicas. Para ello consideramos que es necesario comenzar
promoviendo la reflexion colectiva sobre las oportunidadesy diferencias —frente a la
metodologia tradicional-- que plantearia el uso escolar de los comandos de GGB-ART. En
definitiva, se trata de avanzar hacia un marco en el que desarrollar experiencias de aula que
aprovechen estas herramientas, tanto en un contexto escolar clasico (como utensilio auxiliar
del curriculo tradicional) como en un contexto curricular diferente, en el que se asuma la
disponibilidad y popularizacion de una especie de ‘“calculadora geométrica” entre el
alumnado.

Introduccion

El razonamiento automatico en geometria ha sido objeto de estudio e investigacion durante
los Gltimos 50 afios desde diferentes de enfoques. Véase, por ejemplo, el trabajo pionero de
Gelertner (1959) en el contexto de la inteligencia artificial; o el conocido libro de Chou
(1988), en el marco de la geometria algebraica, que ha inspirado gran niamero de trabajos
posteriores basados en el calculo simbdlico (por ejemplo, el de Recio & Vélez (1999)). Sin
embargo, el uso e impacto de tales aportaciones en el contexto educativo ha sido muy

limitado.
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En contraste, durante las Gltimas décadas se ha generalizado el uso de entornos de geometria dinamica® en el
ambito escolar. Entre ellos, uno de los mas recientes y también el mas popular, por su caracter abierto y

multiplataforma, es GeoGebra®.

Este mismo contraste se refleja en documentos recientes que pretenden dar una vision
panoramica de la ensefianza de la geometria. Asi, en el “ICME-13 Survey on geometry in
education” (Sinclair et al., 2016) se incluye una seccion dedicada a estudiar el papel de la
tecnologia en este contexto y, otra, sobre los avances en la ensefianza y el aprendizaje de los
procesos de demostracion en geometria; pero ninguna se refiere al uso de herramientas de
demostracion automatica. En todo caso algunas conclusiones del citado informe invitan a
investigar el papel de la tecnologia en el aula, a través del disefio de tareas y de la practica
docente: en este sentido, creemos que es llegado el momento de iniciar tales investigaciones
en lo que se refiere a GGB-ART.

Es facil observar que los sistemas de geometria dinamica pueden resultar herramientas muy
utiles para el ejercicio del razonamiento geométrico en los procesos de ensefianza y
aprendizaje. Trazar, con uno de estos programas, una construccion geomeétrica y analizar
diferentes configuraciones de la misma mediante el arrastre de elementos de dicha
construccidn, permite conjeturar propiedades y convencerse de su validez en un gran nimero
de casos, como elementos auxiliares para avanzar hacia la obtencidn, por parte del alumno,
de una demostracion matematica rigurosa de cierta propiedad.

Pero nuestra comunicacion hace referencia a otra caracteristica de algunos de los sistemas de
geometria dindmica. Asi, cuando hablamos de razonamiento automatico en geometria nos
referimos, especificamente, al caso en el que estos sistemas tengan, ademas, implementados
ciertos algoritmos que los conviertan en una suerte de “calculadora geométrica”, capaz de
analizar automaticamente ciertas tareas (derivar relaciones, descubrir propiedades o
demostrar/refutar enunciados) con rigor matematico, es decir, no simplemente de modo
visual, numérico o probabilistico, uniendo, asi, la capacidad grafica de los sistemas de
geometria dindmica y la capacidad logica del razonamiento automético en geometria

mediante calculo simbdlico.

20 \/gase: http://en.wikipedia.org/wiki/List of interactive-geometry software
21 \/éase: https://www.geogebra.org
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Nuestra comunicacion tiene como objetivo presentar la reciente implementacion en
GeoGebra de herramientas y comandos para el razonamiento automatico en geometria.
Ademaés, plantea la necesidad de reflexionar, por parte de la comunidad educativa, sobre el
papel de tales herramientas y sobre su aprovechamiento, disefiando experiencias de
ensefianza y aprendizaje, tanto en el contexto actual, donde el ordenador se concibe
simplemente como un medio para la ensefianza tradicional de la geometria, como en un
contexto didactico diferente, en el que la ensefianza de la geometria esté marcada por la

tecnologia.

Derivacion, descubrimiento y demostracién automética en geometria

Entendemos por “derivacion automatica de propiedades geométricas” cualquier algoritmo
que, a partir de una configuracién geométrica y una serie de elementos de ésta, nos devuelva,
de modo riguroso, alguna relacion verificada por tales elementos en la configuracion dada.
Por ejemplo, dado un tridngulo y sefialando la longitud de sus lados y su area, el algoritmo
de derivacion automética hallaria la formula de Heron (o alguna de sus variantes)
relacionando las longitudes de los lados y el area de un triangulo.

Nos referimos a “descubrimiento automatico en geometria” en el caso de aquellos algoritmos
que encuentran de modo sistemético hipdtesis complementarias necesarias (y suficientes)

para que un enunciado geométrico que hemos conjeturado sea cierto.

Por ejemplo, dados un triangulo y un punto libre, consideremos los tres puntos simétricos de este con respecto
a los lados del triangulo. Conjeturamos, entonces, que estos tres puntos estan alineados??. Obviamente esta
conjetura es falsa, pero un algoritmo de descubrimiento automatico nos deberia dar la condicién necesaria (y
suficiente) para ubicar el punto libre de forma que sus simétricos estén alineados.

Finalmente, la “demostracion automatica de enunciados geométricos” incluye algoritmos que admiten como
entrada un enunciado geométrico, tal como: “Si trazamos dos segmentos desde un vértice de un cuadrado hasta
los puntos medios de sus dos lados adyacentes, entonces la diagonal opuesta queda dividida en tres segmentos
iguales®, y devuelven una respuesta matematicamente rigurosa (ej. no basandose en comprobaciones

probabilisticas) de verdadero o falso al enunciado dado.

22 Este ejemplo aparece en Recio & Vélez (1999).

23 Este ejemplo aparece en Howson, G. and Wilson, B. (1986). ICMI Study: School mathematics in the
1990’s. Cambridge University Press.
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Herramientas GeoGebra para el razonamiento automatico (GGB-ART)

Como hemos sefialado anteriormente el primer proposito de esta comunicacion es presentar
la reciente implementacion en GeoGebra (2016) de herramientas y comandos para la
derivacion, el descubrimiento y la demostracion automaética de enunciados geométricos
(Abénades et al., 2016; Hohenwarter et al., 2016).
Para comenzar a usar GGB-ART tenemos que dibujar en GeoGebra una construccion
geométrica. A partir de aqui GeoGebra ofrece varias posibilidades para explorar y conjeturar
propiedades geométricas de nuestra construccion: podemos investigar visualmente,
arrastrando los objetos libres, creando deslizadores y/o activando la traza de un objeto al
mover otro; podemos usar la herramienta Relacidn, para establecer propiedades comunes a
varios objetos, o la herramienta Lugar, para conocer la traza de un punto sujeto a ciertas
restricciones dadas por nuestra construccion.
Tales métodos son bien conocidos y utilizados usualmente por la comunidad GeoGebra.
Estan recogidos e ilustrados con abundantes ejemplos en los materiales de GeoGebra que se
guardan en https://www.geogebra.org/materials/ .
La pregunta entonces es: ¢que aporta de nuevo GGB-ART a GeoGebra? Pues bien, hasta
ahora las herramientas mencionadas (Relacién, Lugar) eran basicamente numéricas, es decir,
no eran rigurosas desde el punto de vista matematico ni generales: sélo aportaban
informacién numéricamente aproximada sobre cada instancia especifica de la construccion,
con coordenadas concretas. Por lo tanto, el uso de tales herramientas no permite concluir,
con generalidad, acerca de la certeza o falsedad matematica de la relacion o del lugar
visualizado, s6lo podemos conjeturar que “parece” ser asi en muchos casos.
GGB-ART aporta a GeoGebra nuevas capacidades para el razonamiento automatico en
Geometria Euclidea plana. Esto se consigue utilizando un motor de célculo simbolico detras
de la construccion concreta dibujada. Basicamente, a las coordenadas de los puntos libres de
nuestra construccion se les asignan, internamente, valores paramétricos (ej. (a,b)); y a las
coordenadas de los puntos construidos a partir estos se les asignan valores variables (ej.
(x,y)); asi, las relaciones geométricas entre los objetos de la construccion se expresan
mediante polinomios en esas variables con coeficientes paramétricos.
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Proponemos a continuacion un ejemplo de tarea que nos ayudara describir los comandos e
ilustrara las posibilidades de GGB-ART.

Derivacion: hallar (comando Relacién) las relaciones existentes entre objetos de una
construccidn geomeétrica y/o conjeturar.

Cuando ejecutamos el comando Relacidén Se muestra una caja con un mensaje que da
informacidén numérica (esto es, para la construccion dibujada con coordenadas concretas)
sobre igualdades, incidencias, paralelismo, perpendicularidad, concurrencias o alineaciones
de uno a varios objetos seleccionados. Algunas de estas propiedades, numéricamente
establecida, puede ser analizada en el caso general (con coordenadas arbitrarias): en estos
casos aparece en la caja un boton Mas... que nos aporta informacion adicional.

Por ejemplo, tracemos con GeoGebra tres puntos A, B 'y C en una recta y un punto libre Oy
preguntemos por la relacién entre los puntos
medios D, E y F de los segmentos OA, OB y
OC respectivamente: escribimos en la linea

de comandos Relacién[{D,E,F}].

2] Relacion - O | 2] Relacion = =
D, EyF estdn alineados Mis D, EyF estan alineados
(comprobado numéricamente) (siempre cierto)
OK 0K,

A continuacion podemos proponer trazar la recta DE que evidentemente pasara por F. ;Qué
relacién hay ente las rectas AB y DE?

Investiguemos una configuracién similar desde un punto de vista diferente, es decir
descubriendo donde tendria que estar E para que ambas rectas sean paralelas:
Descubrimiento: determinar (comando EcuaciénLugar [<Expresién
légica>,<Punto libre>]) las modificaciones que se deben efectuar en la construccién
geomeétrica para que una relacion sea cierta, es decir, ajustar nuestro enunciado para que tal

relacion sea verdad.
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Por ejemplo, construyamos un triangulo de vértices A, By
C y lados opuestos a, b y ¢ respectivamente. Sea D el punto
medio de a y consideremos un punto E en el lado b. Nos
preguntamos ahora, ¢donde tiene que estar E para que AB

y DE sean paralelas?

Hagamos la pregunta a GeoGebra, escribiendo en la barra
de comandos: EcuaciénLugar [SonParalelas(c,f],E]. Al ejecutar el comando
GeoGebra calcula una ecuacion implicita y dibuja su traza. En este caso se trata de un Unico
punto que resulta ser el punto medio de b.

A continuacion podriamos verificar esta conjetura creando el punto medio F del segmento b
y preguntando sobre los segmentos AB y DF mediante Relation. Incluso podriamos
plantear mas preguntas sobre los segmentos AB y DF. Puesto que es evidente que no tienen
la misma longitud, podriamos preguntarnos, por ejemplo, si la longitud de DF es 1,5 veces
la longitud de AB.

La experiencia podria terminar aqui o bien podriamos intentar verificar si nuestras conjeturas
son un teorema, es decir, demostrandolas, bien acudiendo a lapiz y papel o bien aprovechando
las funcionalidades de demostracion automéatica GGB-ART.

Demostracion: Comprobar (comandos Demuestra[<Expresién légica>] Yy
DemuestraDetalles [<Expresién 1légica>]) si las relaciones conjeturadas son
ciertas en general (es decir, si son teoremas) o si se verifican salvo en algunos casos (en
general, degenerados).

Retomando el ejemplo anterior, una vez trazado el punto
medio F de b y el segmento g que une D y F, pedimos a
GeoGebra que demuestre nuestra conjetura. Para ello

escribiremos en la linea de comandos:

Demuestra[SonParalelas|(c,qg]].
La respuesta aparece en la “Vista algebraica” en el listado “Valor l6gico” como true.
Intentemos ahora encontrar algin teorema valido para la relacion ente los segmentos c y g.

Escribamos entonces Demuestra [c==3g] Y la respuesta es indefinido. Esto significa que

454
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



GeoGebra no puede decidir si el enunciado es falso o es cierto bajo ciertas condiciones. En
tal caso el comando DemuestraDetalles nos puede ayudar.

Pongamos en la linea de comandos DemuestraDetalles[c==3g]. La respuesta
aparece ahora en el apartado “Lista” de la “Ventana algebraica” como listal=false. Dejamos
para el lector la demostracién de c=2g.

Podriamos incluso dar una vuelta mas a nuestro ejemplo
y volver al principio.

Construimos el punto medio G de ¢ y trazamos el
segmento f entre C y G. Sea H el punto de interseccion

de f y g. Preguntemos si los segmentos h e i en que
divide H al segmento g son iguales

En este caso Demuestra[h==i]responde true. Y si queremos saber mas
DemuestraDetalles [h==1] nosdevuelve {true{“Estin alineados[4,B,C]”} lo cual
significa que nuestra conjetura es cierta excepto en un caso degenerado, cuando A, By C

estan alineados.

Razonamiento automatico con GeoGebra en el aula de matematicas

El segundo objetivo de esta comunicacion es plantear a la comunidad de educadores el disefio
de tareas de aula que nos permitan estimar, mas adelante, mediante una evaluacion de las
experiencias en el aula, el posible impacto de estas herramientas en la ensefianza y el
aprendizaje de las Matemaéticas. Para ello hacemos una llamada a la colaboracion y a la
reflexion colectiva sobre las oportunidades y diferencias que plantea el uso escolar de los
comandos de GGB-ART, buscando dar respuesta a preguntas como: ¢son realmente Utiles
las herramientas GGB-ART para la ensefianza y aprendizaje de la geometria? En caso
afirmativo, ¢para qué aspectos?, ¢cudles deberian ser los requisitos y cambios en el contexto
educativo, si se evidencia la utilidad didactica de herramientas tales como GGB-ART?
(Botana, Recio & Vélez, 2017).

Nuestra propuesta aboga por poner en marcha experimentos de aula que estudien el

aprovechamiento de estas herramientas desde dos puntos de vista:
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1.- Desde el contexto curricular y didactico actual, en el que GGB-ART actuaria como
utensilio auxiliar del curriculo tradicional, complementado las utilidades que ya proporciona
GeoGebra al razonamiento en geometria.

En este contexto el comando Relacidn tendria un papel protagonista por su sencillez y
potencia a la hora de conjeturar propiedades en una construccion, mientras que la etapa de
demostracion rigurosa se podria continuar desarrollando con lapiz y papel.

2.- Desde otro contexto curricular y didactico diferente, en el que se asuma la disponibilidad
y popularizacion de una “calculadora geométrica”. Se trataria de otra forma de aproximarse
a la geometria que combinaria la experimentacion empirica y el razonamiento formal
mediante la interaccion hombre-maquina, en linea con la propuesta computer-mediated
thinking (Corless, 2004) basada en la teoria material intelligence (diSessa, 2001). Una
propuesta en la que el desarrollo cognitivo y las competencias computacionales del estudiante
se ven reforzadas por la interaccion con el ordenador; y en la que el papel del profesor y el

disefio de tareas son clave.

En definitiva, se trata de confrontar (y poner a cooperar!) el “ensefiar de un modo diferente”

”'

con “ensefar algo diferente
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