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Resumen

La presente investigacion contribuye al conocimiento de los aspectos cognitivos
relacionados al aprendizaje de las matematicas. Se describe un estudio de caracter
cualitativo realizado sobre el funcionamiento cognitivo de un grupo de estudiantes de
ingenieria, cuando abordan la resolucién de un problema de célculo de dos variables. Se
presentan los referentes tedricos y el anélisis de la forma en que se manifiestan las funciones
cognitivas puestas en juego en el acto mental de la solucion del problema. Los resultados
muestran como el funcionamiento cognitivo afecta la forma en que los alumnos comprenden
e interpretan los elementos conceptuales en cada fase del proceso de solucion.

Introduccién
En este trabajo se estudian los elementos cognitivos del aprendizaje cuando éste ocurre en
escenarios con base en la resolucion de problemas matematicos vinculados al &rea de
ingenieria. Existe evidencia en diversos reportes de investigacion (Garcia, 2013; Camarena,
2009; Mendible y Ortiz, 2007) y en las creencias de profesores, de que en este tipo de
escenarios se propicia un mejor aprendizaje. Por ejemplo, Rios (2002) sefiala:
Creo que un recurso importante (entre otros) en la ensefianza-aprendizaje de este tipo
de cursos (matematicas) es ... el anélisis y la solucion de un problema real en donde
es necesaria la aplicacion de métodos matematicos. Tiene la ventaja de que los
estudiantes se involucran en problemas relacionados con su area de estudio, viven en
carne propia las dificultades de este tipo de tareas y les deja la sensacion de que lo

que estan estudiando es util (p. 1).
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Sin embargo, aln y cuando se puede propiciar motivacion para aprender con el empleo de
situaciones problema vinculados al area de interés de los alumnos, tanto el nivel de
conocimientos previos, como la forma en que piensan y asimilan en sus estructuras mentales
los nuevos conocimientos, afectan el nivel de comprension y aprendizaje obtenido.

Es importante entonces atender la situacion y estudiar lo que sucede a nivel de funciones y
procesos mentales respecto al aprendizaje, porque finalmente, aunque intervienen factores
como habitos, creencias, costumbres y otros factores sociales y culturales (y que, por su
importancia, por supuesto, no pueden ser ignorados), éste sucede como resultado de procesos
y operaciones mentales internas que dependen de un funcionamiento cognitivo individual.
En este contexto, el objetivo de esta investigacion fue analizar el funcionamiento cognitivo
de estudiantes universitarios al enfrentarlos el proceso de resoluciéon de un problema

matematico en calculo de dos variables.

Marco tedrico

Es importante sefialar que en el ambito de la educacién matematica (o matematica educativa,
como se le conoce en México), se han realizado diversas investigaciones en relacion a los
procesos cognitivos involucrados en procesos de aprendizaje de las matematicas (Radford y
Mélanie, 2009; Martinez y Argibay, 2007; Rodriguez, 2005; Womack y Williams, 1998). Sin
embargo, tales investigaciones se enfocan en la reflexion teérica desde las neurociencias, o
en el estudio de elementos cognitivos propios del conocimiento matematico, como lo son las
imégenes vy las definiciones conceptuales, los obstaculos de caracter epistemologico, y las
operaciones mentales (analisis, sintesis, analogias, etc.) involucradas en algunos actos de
aprendizaje. Sin embargo, practicamente no se ha realizado investigacion sobre las funciones
cognitivas que subyacen a las operaciones mentales.

Es muy importante considerar esta situacion porque en esos trabajos, sobre todo los que se
realizan con estudiantes universitarios, se da por hecho que el funcionamiento cognitivo de
los alumnos es acorde con la supuesta madurez mental que deberian tener en funcion de su
edad.

De esta forma, atendiendo el proposito fundamental de lograr un andlisis detallado del
funcionamiento cognitivo de un grupo de estudiantes, esta investigacion se llevé a cabo con

base en el eshozo tedrico implementado en un trabajo anterior propio (Zufiiga, 2007), en el
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cual se describen las caracteristicas de cada fase en el procesamiento de la informacion sobre
las funciones cognitivas que aparecen en el acto mental de aprendizaje implicado en la
resolucion de un problema (ver Anexos).

Este referente tedrico, a su vez, se basé en la teoria de funciones cognitivas de Reuven
Feuerstein (1977). En esta teoria se sostiene que las funciones cognitivas son consideradas
como los prerrequisitos basicos de la inteligencia. Son las funciones que subyacen a las
operaciones mentales, sirven para la interiorizacion de la informacion y permiten la
autorregulacion del organismo. La interiorizacion es el pilar basico del aprendizaje y de la
adaptacion y, por tanto, de la inteligencia.

En palabras del propio autor de la teoria: “Las funciones cognitivas como actividades del
sistema nervioso explican, en parte, la capacidad del individuo para servirse de la
experiencia previa en su adaptacion a nuevas situaciones” (Feuerstein, 1979). Esta
observacion es muy importante dado que en este trabajo se asume que los estudiantes
construyen su propio aprendizaje en funcion del conocimiento previo que poseen.

Este marco tedrico permiti6 la realizacion de un andlisis detallado de lo que sucede a nivel
cognitivo respecto a la forma en que se manifiestan las funciones cognitivas de los
estudiantes cuando resuelven un problema matematico. Se describe a continuacion como se

desarrollé la actividad didactica involucrada en este estudio.

Descripcion de la experiencia y anélisis de resultados

La investigacion se llevd a cabo mediante una actividad en el aula con un grupo de 16
estudiantes con edades entre 19 y 21 afios, de un curso de célculo de dos variables para
estudiantes de ingenieria, en una institucion de educacion superior privada de México.

La experiencia se realiz6 en un escenario de ensefianza comdn en el sistema habitual, esto es,
mediante clases tipicas donde el profesor asume el papel de guia, expone los temas que
considera conveniente y propone ejercicios y problemas a resolver a los estudiantes.

El problema tratado fue el siguiente:

Suponga que un cientifico tiene razones para creer que dos cantidades, xy y se  relacionan
en forma lineal; es decir y = mx + b, cuando menos de manera aproximada para algunos

valores de m y de b. El cientifico lleva a cabo un experimento y recopila datos en la forma
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de los puntos (X;, Y1), (X5, ¥5),---(X,,, ¥,) . ¥ los grafica. Los puntos no se encuentran

exactamente en una recta, asi que el cientifico desea determinar las constantes m y b de
modo que la recta y = mx + b se “parezca” a los puntos tanto como sea posible (véase la

figura). Sea d, =y, —(mx, +b) la desviacion vertical del punto (x, y) con respecto a la

recta. El método de los minimos cuadrados determina a m y a b, de modo que minimiza
2 . . .
Zi"ildi que es la suma de los cuadrados de dichas desviaciones. Muestre que, de acuerdo

con este método, la recta que mas se “parece” se obtiene cuando:

mzn: X; +bn =Zn: Y,
i=1 i=1

mZn:xi2 +bzn: X, =Zn: XY,
i=1 i=1 i=1

Por lo tanto, la recta se determina resolviendo estas dos ecuaciones con las dos incognitas

my b.

La experiencia se realizd de la siguiente forma: primero se presentd el problema a los
estudiantes, distribuidos en cuatro equipos de cuatro integrantes, y en seguida, en una sesion
de 40 minutos, se les pidié que realizaran lo que se indica en él.

El andlisis de datos se realizé atendiendo las caracteristicas particulares del problema
planteado, y de acuerdo con un mapa cognitivo que considera elementos de contenido,
modalidad, operaciones, fases, nivel de complejidad, nivel de abstraccion, y nivel de
eficiencia (ver Anexos).

Se observaron dificultades para comprender lo que se plantea en el enunciado. A pesar de
que los alumnos estan familiarizados con la simbologia que se usa, se manifestaron conflictos
en la comprension. Estos conflictos van desde dudas sobre lo necesario para minimizar la
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sumatoria, y que se reflejan, por ejemplo, en preguntas como “;lo que debemos hacer es
derivar? ", hasta otros conflictos mas profundos, tales como el que en alguno de los equipos
no se entendié la explicacion que se da sobre el método de minimos cuadrados, ni lo que se
pide realizar.

La funcion de percepcion clara se ve afectada en los estudiantes debido a la aparicion de
estimulacion novedosa en el enunciado del problema, por ejemplo, con el término “minimos
cuadrados”; también al nivel de complejidad, que el estudiante percibe en la simbologia
empleada, e incluso, a la amplitud del texto, lo que repercute en un conocimiento impreciso
de los datos de la informacion. Esta situacion esta estrechamente relacionada con la pobre
exploracion sistematica observada. La impulsividad aparece en forma notable, por ejemplo,
cuando los estudiantes advierten que se debe derivar, intentan hacerlo ain antes de tener claro
cudl es la funcidn a tratar y las variables involucradas, al grado de que en dos de los equipos

de trabajo comienzan a derivar parcialmente respecto a x; y y;, cuando las variables

independientes en el problema son my b.
Es importante sefialar que estas funciones cognitivas se ven afectadas también en forma
considerable por otros dos aspectos relevantes: la falta de motivacion y la consecuente falta
de atencion al abordar el problema. Aqui, es importante considerar que, en el aspecto
motivacional, intervienen directamente sesgos de pensamiento como los determinados por la
creencia (0 al menos duda permanente) de que las matematicas no les son Utiles en su futuro
admbito profesional. Es decir, intervienen de manera decisiva factores de caracter
sociocultural. Muchos estudiantes realizan actividades que el profesor les solicita (como
resolver un problema) sdlo por la motivacion de obtener una nota, de acreditar un curso.
Cuando se enfrentan a un problema, predomina una actitud esquiva, tratan de evitar el
enfrentarlo lo més posible. Por ejemplo, durante la sesion en cuestion, al momento de iniciar
la lectura del enunciado del problema, un alumno pregunta “;Y esto para qué nos puede
servir a nosotros?... aqui dice que le interesa a un cientifico...no es para un ingeniero”.
Es evidente que estos problemas en la fase de entrada no son consecuencia de factores
asociados al desarrollo cognitivo de los alumnos, sino a “vicios” de pensamiento adquiridos
a lo largo de su vida escolar. Situacién que concuerda con lo sefialado por Vergnaud (1990)
cuando habla de su teoria de los campos conceptuales aplicada en sus inicios a nifios y
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adolescentes, en el sentido de que los elementos tedricos que la estructuran se refieren
también a los procesos de aprendizaje del adulto, pero que estos Ultimos suceden “bajo
restricciones que son mas del orden de los habitos y de sesgos de pensamiento adquiridos,
que relativos al desarrollo del aparato psiquico”, y que a la vez, se puede soportar en las ideas
de Piaget sobre las etapas de desarrollo intelectual, considerando que este trabajo se realiza
con estudiantes de 19-21 afios de edad.

Por otro lado, se observa que los alumnos tienen dificultades también con la funcion de
organizacion de la informacién, aunque se puede decir que éstas no se deben a una
incapacidad para realizarla, sino, mas bien, a la incertidumbre en que se cae como producto
de las situaciones ya mencionadas, asi como a las caracteristicas de la recuperacion de
informacion en la memoria a largo plazo respecto al prototipo que tienen los estudiantes de
lo que es una funcion de dos variables (y cuales son las variables) y a la nocién de sumatoria.
Por ejemplo, en dos de los equipos, en forma explicita, aparecen inquietudes en torno a esta

Gltima: de su conocimiento previo, lo que aflora y predomina es el significado sobre los
simbolos. Asocian el simbolo z a las series numéricas infinitas, lo cual implica el uso de

la funcién cognitiva de conducta comparativa, perdiendo de vista la informacién en el
enunciado del problema y en consecuencia, la necesidad o conveniencia del uso de este
simbolo en el planteamiento. Aparecen comentarios como “sélo debemos derivar la serie,
(no?”’y “;como se deriva una serie?... ha... eso lo vimos en Mate Il (aludiendo al curso
previo de célculo integral en una variable y series numéricas infinitas)”.
En la fase de elaboracién, como consecuencia de los conflictos observados en la parte inicial,
se ven afectadas las funciones de percepcion y definicion del problema, seleccion de
informacidn relevante, interiorizacion y representacion mental, y la clasificacion cognitiva.
Las funciones de percepcion y definicion del problema, y la de seleccion de informacion
relevante, estan directamente relacionadas a las de percepcion clara y exploracion
sistematica, y afectadas por ellas en términos de las observaciones indicadas anteriormente.
Respecto a la interiorizacion y representacion mental, se puede inferir su afectacion en
algunas acciones de los estudiantes, por ejemplo, cuando perciben que la funcién involucrada
es de dos variables independientes, pero les causa conflicto el que no aparezca en forma
explicita la variable dependiente (alguien comentd que “la funcién no tiene nombre”),
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ademas aparecen dudas respecto a si la sumatoria es 0 no una funcién (y, en consecuencia,
susceptible de diferenciacion o no). Esto provoca que al momento de derivar no usen una
simbologia apropiada, por ejemplo, no indican qué cosa van a derivar, s6lo escriben el
resultado.

La clasificacion cognitiva es una funcion que a su vez depende de otras funciones, entre ellas
las de percepcion clara, uso de distintas fuentes de informacion, conducta comparativa y
distincion de informacion relevante, todas ellas afectadas desde la fase de entrada. Pero,
ademads, se presentan dificultades en ella debido a que los alumnos tienen deficiencias
conceptuales respecto a las nociones previas necesarias, tales como sumatoria, funcién de
dos variables, derivada parcial, valor minimo de una funcién de dos variables, etc.
Finalmente, en la fase de salida, s6lo se observaron conflictos en la funcién de comunicacion
explicita y en la de precision y exactitud de la respuesta. Algunos estudiantes llegan a las
ecuaciones indicadas, pero no escriben la respuesta en forma explicita. Es decir, de acuerdo
a la teoria, presentan una comunicacién egocéntrica: no consideran necesario mayor
explicacion sobre la solucién, suponen que cualquier otra persona que vea su trabajo, lo

comprende bien.

Conclusiones

Es muy importante mencionar que los conflictos observados en la experiencia, no son
producto de incapacidades atribuibles a factores propios del desarrollo cognitivo, ni a un
estado de disfuncion permanente, sino al efecto de las disfunciones locales que aparecieron
en actos mentales especificos y que fueron provocadas principalmente por la forma en que
se abordd y desarrolld la experiencia de aprendizaje. Es decir, tales disfunciones se
observaron como consecuencia de la exposicion de los estudiantes al escenario comun de
ensefianza utilizado, lo cual provocé que afloraran sesgos de pensamiento adquiridos en ellos
a lo largo de su historia escolar, como la idea de que los conocimientos matematicos que
aprenden no les serdn de utilidad y que el saber matematicas se reduce a la aplicacion de
formulas o al uso de procedimientos y métodos.

La teoria utilizada, desde la perspectiva de esta investigacion, implica la consideracion de
que lamadurez mental no garantiza la eficiencia de las funciones cognitivas en un acto mental

de aprendizaje. Sobre todo, cuando ese acto mental es afectado por el sistema de creencias,
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costumbres, habitos de estudio y otros factores socioculturales respecto al conocimiento que
se aborda; en este caso, el conocimiento matematico.

Si bien se logro realizar el analisis propuesto de las funciones cognitivas involucradas en el
proceso de resolucion del problema matematico en el ambito de la ingenieria, quedan
pendientes de investigacion algunos aspectos que se desprenden de los resultados de este
trabajo, entre ellos: (1) profundizar en el andlisis de las relaciones entre el funcionamiento
mental operativo (respecto a los esquemas matematicos ya establecidos en la memoria y los
nuevos conocimientos) y las funciones cognitivas subyacentes, considerando que este trabajo
constituye en realidad una primera aproximacion a ese anélisis; (2) investigar sobre las
funciones cognitivas que no emergieron en esta experiencia y que podrian aparecer en la
resolucion de problemas que involucran otros contenidos matematicos del célculo u otros
escenarios didacticos; y (3), realizar estudios de reproducibilidad de la experiencia en
contexto. Por ejemplo, implementando el disefio didactico utilizado en este trabajo, con otros

estudiantes, con otros profesores, y de otras instituciones educativas.
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ANALISIS COGNITIVO DE ESTUDIANTES DE INGENIERIA EN LA
RESOLUCION DE UN PROBLEMA MATEMATICO

Leopoldo Zidiga Silva

ANEXOS

1. Definiciones de las funciones cognitivas

En la fase de entrada:

La comprension implica tener una percepcién clara tanto de los datos que se ofrecen en el
enunciado, como del estado final o meta a la que se quiere llegar (los datos proporcionan una
descripcion completa del contexto del problema y de los pardmetros bajo los cuales se debe

operar).
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A su vez, para el logro de la percepcion clara es necesario que las funciones cognitivas de
exploracién sistematica de una situacion de aprendizaje y la de organizacion de la
informacion, aparezcan en forma eficiente.

En la fase de elaboracion:

La resolucion del problema implica la busqueda de una via de solucidn (una via que conecte
el estado inicial con el estado meta), pero antes de esta busqueda, es necesario que el sujeto
sea capaz de percibir y definir con precision el problema, lo cual implica que su funcion
cognitiva de percepcion y definicion de un problema aparezca en forma eficiente. Este es
un momento crucial en el proceso porque constituye el enlace entre la comprensién de la
situacion problemdtica y lo que es propiamente la resolucion del problema. Se pueden tener
dificultades en el desarrollo de la fase de elaboracion cuando no se define con precision el
problema en términos de la meta a la que se quiere llegar.

La busqueda de una via de solucién implica la planificacion de la conducta (una funcion
cognitiva que esta presente en todo el proceso de resolucién), asi como la recuperacion de
esquemas en la memoria a largo plazo que involucran conocimientos matematicos, y la cual
a su vez requiere de una conducta comparativa.

El proceso de pensamiento para el uso, adecuacion o modificacién de esquemas previos en
la construccion de las nuevas ideas, nociones o conceptos matematicos, involucra al menos,
la capacidad de pensamiento hipotético y la conducta comparativa.

La construccion de conocimiento requiere para la codificacion de la informacion
correspondiente a las nuevas ideas, nociones y conceptos, de la funcion cognitiva de
interiorizacion y representacion mental, que es de hecho, una de las funciones mas
importantes.

En la fase de salida:

La respuesta ha de emitirse utilizando un lenguaje claro y preciso en funcion de la meta final
del problema formulado, es decir, se debe observar una comunicacion explicita de tal

respuesta.

Se debe observar capacidad para pensar y expresar la respuesta correcta al problema, asi
como para reflexionar antes de comunicarla, es decir, debe haber precision y exactitud en la

respuesta y un control en la emision de la misma.”
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Estas son las definiciones sobre las funciones cognitivas a las que se refiere este modelo
tedrico:
Percepcion clara: conocimiento exacto y preciso de la informacion. La disfuncion cognitiva

percepcion borrosa consiste en un proceso pobre e impreciso de los datos de la informacion.

Exploracion sistematica de una situacién de aprendizaje: es la capacidad para organizar y
planificar la informacion. La disfuncion de la exploracidn sistematica es la impulsividad ante
una situacion de aprendizaje, consistente en una incapacidad para tratar la informacion de

forma sistematica y planificada.

Organizacion de la informacion: capacidad para utilizar diferentes fuentes de informacién a

la vez.

Percepcion y definicién de un problema: consiste en la habilidad para delimitar qué pide el

problema, qué puntos hay que acotar y como averiguarlos.

Planificacion de la conducta: capacidad para prever la meta que se quiere conseguir

utilizando la informacién adquirida previamente.

Conducta comparativa: consiste en la capacidad para realizar todo tipo de comparaciones y
relacionar objetos y sucesos anticipandose a la situacion. La deficiencia en la conducta
comparativa consiste en la incapacidad para establecer relaciones de semejanza y diferencia

entre objetos y sucesos.

Pensamiento hipotético: capacidad para establecer hipdtesis y comprobarlas aceptando o

rechazando la hipotesis previamente establecida.

Interiorizacion y representacion mental: capacidad para utilizar simbolos internos de
representacion. La falta o deficiencia de la interiorizacion se manifiesta en la conducta

demasiado concreta y sin generalizacion apropiada.
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Comunicacion explicita: consiste en utilizar un lenguaje claro y preciso que responda al
problema formulado en la tarea. Esto supone un cierto nivel de comprension por parte del

sujeto. La disfuncion es la comunicacion egocéntrica.

Precision y exactitud en las respuestas: capacidad para pensar y expresar la respuesta

correcta a un problema o situacion general de aprendizaje.

Control de las respuestas: consiste en la capacidad para reflexionar antes de emitir cualquier

tipo de respuesta. El control y la autocorreccion implican procesos metacognitivos.

2. Mapa cognitivo:

Contenido: funcion de dos variables y derivadas parciales a nivel operativo.

Modalidad: verbal, simbolica y gréfica.

Operaciones: analogias, comparaciones y relaciones.

Fases: en la fase de entrada, se requiere que el estudiante perciba que en el enunciado se

describe en qué consiste la idea basica del método de minimos cuadrados y entonces lo que
. . L 2 .
se pide es s6lo minimizar Z;‘ﬂdi para llegar a las ecuaciones propuestas. En la fase de

elaboracion, primero es necesario que los alumnos, una vez que tienen claro lo que se pide

en el enunciado, sean capaces de acotar lo que se debe realizar a nivel operativo (por ejemplo,
.. 2 . . .
sustituir d;, =y, —(mx; +b) en Zi”:ldi para enseguida derivar parcialmente respecto a las

variables m y b) y, en su caso, averiguar lo que sea necesario. Deben tener la capacidad de
recordar sus conocimientos sobre sumatorias e identificar que en la informacién aparece una
funcion de dos variables. Después, se debe recurrir a los conocimientos previos sobre la

forma de determinar un minimo y emplear la simbologia adecuada en el proceso de
157

VIII CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.

ISBN 978-84-945722-3-4



diferenciacion. Finalmente, en la fase de salida, los estudiantes s6lo deben verificar las
ecuaciones que se proponen en el propio enunciado y externarlo verbalmente.

Nivel de complejidad: medio-alto (los conocimientos y operaciones requeridos no requieren

por completo de altos niveles de abstraccion).

Nivel de abstraccion: medio-alto (intervienen varias nociones y simbolos de matematicas

avanzadas, tanto del curso en cuestion como de otros precedentes).

Nivel de eficiencia: medio. No es un nivel alto porque es considerable el grado de

automatizacion requerido.
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