Forma candnica de Jordan

R. J. Miatello M.I. Pacharoni

1 Introducciéon

Para resolver problemas relacionados con una matriz u operador lineal A, es
importante poder reducir A a una forma sencilla, mediante un conveniente
cambio de base. Uno desearia, en lo posible, llevar A a forma diagonal. pero no
toda matriz es diagonalizable. Sin embargo el matematico frances C. Jordan
demostré que siempre es posible, mediante un cambio de base, representar A por
medio de una matriz triangular superior, con bloques de una forma particular
sencilla. Esta matriz especial, univocamente asociada a cada matriz compleja
A es la llamada forma de Jordan de A.

Ademas de la gran importancia teérica de la forma de Jordan, el conocerla
explicitamente es 1til en muchos problemas matematicos, por ejemplo, para
resolver sistemas lineales de ecuaciones diferenciales del tipo X' = A X.

El objeto de este trabajo es dar un método efectivo para hallar la forma de
Jordan de A, suponiendo conocidos sus autovalores. y presentar una variedad

de ejemplos ilustrativos.

2 Preliminares

Esta seccién sera dedicada a fijar notacion y a introducir ciertas nociones basicas
del algebra lineal.

Sea A una matriz compleja n x n. Se dice que un numero complejo A es
un autovalor de A si existe un vector v € C™, no nulo tal que Av = Av. Un
autovector o vector propio de A asociado al autovalor A es un vector v, tal que
AuI=—PAv:
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Se llama polinomio caracteristico de A al polinomio

pa(z) = det(zl — A) = (z = M)?---(z = A7,

Es claro que A es un autovalor de A si y soélo si A es raiz del polinomio
caracteristico de A. Se llama a g¢; la multiplicidad del autovalor A;.

Dos matrices A y B se dicen semejantes si existe una matriz P inversible,
tal que A = PBP!.

Es inmediato que matrices semejantes tienen igual polinomio caracteristico.
En efecto,si A = PBP~! entonces ps(z) = det(zI—A) = det(P(zI-B)P~!) =
det( P)det(z] — B)det(P)~! = det(z] — B) = pg(z).

Es claro que la reciproca no es valida. Por ejemplo

=(51) #=(0 1)

son matrices no semejantes entre si, y el polinomio caracteristico de ambas es
igual a (z — 1)%.

Un conjunto de vectores de C", {vy,vs,...,v,} se dice linealmente depen-
diente si existen cj,cs,...,¢, numeros complejos, no todos nulos, tales que
c1vy + cv2 + ... + ¢,v, = 0. Un conjunto de vectores que no es linealmente
dependiente, se dice linealmente independiente. Una base de C™ es un conjunto
de vectores linealmente independiente maximal. Se prueba que tal conjunto

posee siempre n elementos y se llama a n la dimension de C".

Dada una matriz A, se llama nucleo de A al conjunto de los vectores v € C"
tales que Av = 0 y se denota por ker A. Se llama imagen de A al conjunto
Im(A) = {Av|v e C"}.

Un hecho importante del algebra lineal es el siguiente
Teorema 2.1 Para toda matriz A, es dim Im(A) + dimker(A) = n.

La dimensiéon de la imagen de A se llama el rango de A (se denota por

r(A)). La nulidad de A es la dimension del nicleo de A. Liamaremos rango
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fila (o rango columna) de A a la cantidad de filas (o columnas) linealmente
independientes. Se prueba que el rango fila de una matriz A, coincide con el

rango columna y con el rango de la matriz.

Una matriz A se dice diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.
Es facil ver que A es diagonalizable si y solo si existe una base de C™ formada
por vectores propios de A. En efecto, si A es diagonalizable existe M una
matriz inversible tal que M~!AM es diagonal y los vectores columnas de M
forman la base de autovectores buscada. Reciprocamente, si existe una base de
autovectores de A, {vy,---,v,} tomamos por M la matriz cuyas columnas son

los v; y se verifica facilmente que M ~'AM es diagonal.

Observemos que no toda matriz compleja es diagonalizable. Por ejemplo, si

=(41)

tenemos que el polinomio caracteristico de A es (z—1)?2, luego el tinico autovalor

tomamos

de A es A = 1. Ahora bien, si v € C? satisface Av = v resulta v = (¢.0), con

¢ € C, por lo tanto es claro que no puede existir una base de vectores propios
de A.

En general se prueba que, mediante un adecuado cambio de base. se puede
llevar A a una matriz a bloques triangulares, uno para cada autovalor A;. Es

decir A es semejante a una matriz del tipo

Ay
Aj *
Az
A ) donde A; =
A .
Sea pa(z) = (z — A1)%....(z — A;)? el polinomio caracteristico de A. Se
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llama espacio caracteristico asociado a A; al espacio
V; = ker(A — A;I)%.

Notemos que la parte de la base B; de C™" correspondiente al bloque j
genera el espacio caracteristico V; asociado a A;, es decir A; es la matriz de la

restriccion de A a V;, pensada como operador lineal.

3 La forma de Jordan

En esta seccion describiremos un método efectivo para determinar la matriz de

Jordan de una matriz dada A.

Definicion 3.1 Una matriz de Jordan J es una matriz de la forma

J] 0.0 A 1 0
U, e )
= ) ) donde J; =
: : : Ai
0 0 ... Ji 0 Ai

Cada bloque J; se llama bloque elemental de Jordan, de autovalor \,.

Teorema 3.2 (Jordan) Toda matriz A es semejante a una matriz de Jordan

J. Esta matriz J es unica salvo por una permutacion de los blogues.

En relacion a la unicidad observamos que por ejemplo

0
0
=
1
0

S = = O
-0 O O
S O O =
S O = O
(o R N = =]
_— - O O

0
1
0
0

O O O =
O O =
O O O -

son tres matrices de Jordan que son semejantes entre si, pues basta hacer

un cambio de base permutando adecuadamente los vectores, para transfor-
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mar una matriz en la otra. Por ejemplo, se obtiene SJ; S~! = J3, tomando

0 o0 1 0
S= 0 0 o0 1 i

1 o 0 O

0 1 0o 0

En adelante supondremos conocidos los autovalores de A y sus multiplici-
dades, o sea el conjunto {(A;,¢;): 1 < i < r}. En primer lugar determinaremos
el nimero de matrices de Jordan, no semejantes entre si, con los mismos auto-
valores que A e igual multiplicidad.

Llamemos p(n) a la cantidad de particiones de un numero n, esto es la
cantidad de r-uplas (ky, kg, ..., k) conky > kg > -+ > ky y n = ky+ko+- - +k,.

Si A;j es autovalor de A de multiplicidad g¢;, a cada particion ¢q; = k; + k2 +
ot km, conky 2ky2>...2kn (1<7<T), le hacemos corresponder la
matriz de Jordan J con bloques elementales de Jordan con autovalor A; y de
lados k1, k3, ..., km, respectivamente.

Por ejemplo, si n = 5 y A tiene un unico autovalor A = 1, a la particion
5 =2+ 2+ 1 le hacemos corresponder la matriz de Jordan J con dos bloques

de Jordan de lado 2 y uno de lado 1, o sea

<

1]
o O O O =
O O O =
R = O O
O = = O O
-0 O O O

! _

Es simple de verificar que este procedimiento permite obtener todas las
posibles matrices de Jordan, conocidos los autovalores y sus multiplicidades. En
efecto, para cualquier matriz en forma de Jordan, el bloque asociado al autovalor
A; estara formado por bloques elementales de lado k,...,kn,, y reordenando,
si es necesario, podemos suponer que k; > k; > --- > k.. Asi para cada ) la
particion que se le asocia a g; es ¢; = ky +ky + - + k.

Dejaremos para mas adelante la verificacion de que a particiones distintas
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corresponden matrices no semejantes entre si (ver Corolario 3.5).
Tenemos de este modo el siguiente teorema
Teorema 3.3 Dada una matriz A con autovalores {); , g;}7—,, el nimero total

de matrices de Jordan no semejantes entre si es p(q). p(qz) ... p(q,)

Por ejemplo, si la matriz A tiene un inico autovalor de multiplicidad n, las

distintas formas de Jordan estan descriptas en la siguiente tabla, si 2 < n < 5.

n | p(n)

281N ol o R e

3 3 |3 2+1 14141

4 5 |4 341 242 24141 1+41+1+1

5| 7 (5 441 342 34141 2+42+1 2414141 1+141+1+1

Dada una matriz A y suponiendo conocidos los autovalores A; y sus multipli-
cidades g;, el objetivo de este trabajo sera describir un método para encontrar
la forma de Jordan J de A. Es importante observar que con frecuencia es nece-
sario conocer, ademds de J, una matriz P de cambio de base, de modo que
A = PJP~!. Si bien esto es también posible, la determinacién efectiva de P

no sera tratada en este articulo.

Para hallar la forma de Jordan J de A hay que determinar, para cada
autovalor A; de A y cada nimero k, la cantidad n();) de bloques elementales
de Jordan de J de lado k asociados a A;. Este conjunto de nimeros determina
la matriz J (salvo por el orden de los bloques). Es decir, conocer el conjunto

{nk(A;):1<j<r k=1,2,3..} es lo mismo que conocer la matriz J.
Para cada autovalor A, si 1 < j < n, n = n(\), definimos

d;j(A) = dim ker(A — AT (1)

Observamos en primer lugar que si S es inversible y A’ = SAS~!, para
todo j = 1,...n vale (A" — AI) = S(A — AIYS~!, luego ker(A’ — AI) =
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S (ker(A — AI)?). Como S es no singular, es claro que dimker(A’ — Al =
dim ker(A — AI)?. si 1 < j < n. Esto demuestra que si A y A’ son semejantes y
A es un autovalor de A (y por lo tanto de A’), los nimeros d;(A) son los mismos
para Ay A'.

Nuestro objetivo principal serd probar que reciprocamente, los {d;(A)} de-
terminan la matriz J salvo semejanza, es decir, que bastara calcular todos los
numeros d;(A) para conocer exactamente la matriz de Jordan de A.

Dada una matriz de Jordan, para cada autovalor A de multiplicidad g¢,
llamemos n}( A) ala cantidad de bloques elementales de Jordan correspondientes
a A, de lado mayor o igual que j (si 1 <7 < gy).

Sea como anteriormente n;(A) la cantidad de bloques elementales de Jordan
de lado J. y sea k) el tamano del mayor bloque elemental de Jordan correspon-
diente a A, que aparece en J. Surgen de inmediato las siguientes observaciones:

(1) Los numeros n;(A), con j = 1,...,k) . determinan la matriz de Jordan
J, salvo por el orden de los blogues.

(21) ni(A) es igual a la cantidad total de bloques elementales de Jordan
correspondientes a A, que tiene la matriz J.

(111) Se tiene que k), = ¢ si y solo si hay un unico bloque de Jordan, asociado
a A. Ademas, k) = 1 para todo autovalor A, si y sélo si J es diagonal, o sea, si
v solo si hay n bloques elementales de Jordan.

(1v) Los nimeros n;(A) y n(A) estan relacionados del siguiente modo

ni(A) nj(A) = ny(A)

na(A) = ny(A) —n3(A)

n;(A) = ni(A) = nly(A) (2)

&
tod
>

>~

Il

ni, (A)
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El préximo paso consistira en escribir los nimeros di(A),da(A),. .., en tér-
minos de nj(A),n)(A),... y luego los nimeros n;(A) en términos de los d;(A),
si 1 <1 < ky. El objetivo final sera escribir los {ni(A)} en términos de los
{di(A)}, lo que reducira el problema de encontrar la matriz de Jordan de A a

calcular los nimeros d;(\).

Una observacién simple pero fundamental es que cada bloque elemental de
Jordan de J asociado al autovalor A, de tamafio h X h, contribuye a
ker(J — AI)® con s (respectivamente h) vectores linealmente independientes
si 8 < h (respectivamente s > h).

En particular dy()) es igual a la cantidad de bloques de Jordan correspon-
dientes a A, pues cada bloque elemental contribuye con un vector a ker(J — AT).

Gracias a estas observaciones, es facil ver que los di(A) y los nl(\) estan
relacionados de la siguiente manera:

dy = n}
dy = (nf = ny) + 20 = n} + n}

d3 = (ny — ny) + 2(ny — nj) + 3ny = n} + n) + n}

di = (n} — ny) +2(nh — nf) + 3(nf —nf) + -+ (k- 1)(n}_, — n}) + knj,
=nj+ny+---+n

Escribiendo este sistema de ecuaciones lineales en forma matricial resulta:

dl 1 n’l
d2 _ 11 0 Tl,2
dy 11 1 ...1]]|n
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Resulta de estas ecuaciones que los {d;(A)}f;l determinan a los {n,~(/\)}kA

y usando que

—1 I 1 ]
1
-1 1 0
ol 0
=10 -1 1
11 1
0 0 0 -1 1
resulta
n’l 1 d]
n’2 B -1 1 0 d2
n; 0 0 0 -1 1 dy
Es decir
n'l =d1, n; =d2—d1, see o fl;t =dk_dk—l- (3)

Usando la relacion (2) obtenemos que

ni(A) = 2di(A) —dy(A)
ny(A) = 2dy(A) = di(A) - d3(A)

nj(A) = 2d;(A) —dj—1(A) — dja(A)
nk(A) = di(A) —dr-1(A)

=17

luego hemos finalmente probado:

Teorema 3.4 Dos matrices A y A’ son semejantes si y solo si para cada

autovalor A, los nimeros d;(\) para A y A’ son los mismos.
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Prueba. Sea J, la forma de Jordan de A y J' la de A’. Las ecuaciones (4)
implican que J y J' tienen los mismos {nx(A;)} para todo k y 7, pero ya hemos
observado que, salvo por el orden de los bloques, este conjunto de nimeros
determina univocamente a J. Esto dice que J’ se obtiene de J permutando
bloques, luego éstas son semejantes. Como toda matriz es semejante a su forma

de Jordan, resulta A’ semejante a A.

Resulta ahora inmediato el siguiente

Corolario 3.5 Las matrices de Jordan que se obtienen al tomar todas las

particiones distintas posibles de los q;, son no semejantes dos a dos.

Prueba. Si dos matrices de Jordan son semejantes, para cada autovalor A, éstas
tienen los mismos nimeros d;(A). Luego también los n;(A) son los mismos, para

todo j, lo que implica que las particiones originales son las mismas.

Como ilustracion, calcularemos los nimeros {d;(A)} para todas las posibles
matrices de Jordan que posean un unico autovalor A con multiplicidad n = 4,5
6 6. Para n = 4,5 ya hemos dado una lista de todas las particiones.

n=4

(3,1) (2,2) (2,1,1) (1,1.1,1)
0 2

n
na
ns
ng
d,
dy
d3
dy

B N == O O
Eo VU VR
[P S S Sl e R e Y )

o oR bk W o ©
R R RO O O W
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[

]

n

na

n3

Ny

ns

d

da

d3

dy

—
—
=t
-l o © o © ©
e =5
- —
o =
—
— -lo © © © ©o ©
— —
N|m o © © © © o
) =i
2 =
— o
o™ —t
-l w0 o o © .
o™ —
2, .
—~ | © © ©vo ©v ©
— "
— -
- o~
—|lm w o © © © =
-+
2 —
—
~ =
N o e o © © SElT S & e
z o~
N
—~
g | —~
S| » w0 o© ™~
~ N|m © © © © ©
O~ N m < o © @)

- N M ¥ 0 © - N M T W  ©
(Yo} s~ B~ G G G G =T~ B - B - B < B ]
]
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Para concluir la seccién probaremos un lema que simplifica significativa-

mente el calculo de los d;(A).
Lema 3.6 Sea A una matriz triangular superior de la forma

A1 *
Aj *

A= . donde A; =
A A

con \; # Aj si i # j. Entonces dim ker(A — A1) = dimker(A; — A;1).

Prueba. Si A; es de tamaiio k; x kj, (en particular n = ky + -+ k.), por el
teorema 2.1, dim ker(A—A;I) = n—r(A—\;I)y dim ker(A;—A;I) = k;—r(4; -
A;I). Por lo tanto, debemos verificar que (A — A\;I) =n—k; + (A, - A .

Fijemos jo y sea B = A—A;, I = (b;;)- Sean vy,...,vn los vectores columnas
de By e€,..., e, los de la base canénica de C™.

Sea J el subconjunto de {1,...,n}, correspondiente a los indices que apare-
cen en el bloque Aj, de la matriz A. Se tiene [J| = ko , b;; =0 Vj € Jy
bij=A— A #0Vj¢J.

Ademas {v;}.gs es un conjunto linealmente independiente y genera el mismo
espacio que el conjunto de vectores {€;}igJ.

Ahora, para cada j € J, el vector v; se escribe de manera dnica como
v; = wj + v}, con w; € W, el subespacio generado por {e;[i € J.i < j}, ¥
v € W', el subespacio generado por {e; |i € J,i < j}.

Observamos que si vj, # 0 entonces v y v; son linealmente independientes
para todo: ¢ J, k€ J.

Afirmamos ahora que dados vk, . ..., vk,, con k; € J, el conjunto {v;cl R vis}
es linealmente independiente, si y solo si el conjunto {0y 5o~ g Ukay T | 3 € o } es
linealmente independiente.

En efecto, si vy ..., v,» con k; € J son linealmente independientes, en-

tonces {v,,...,Vk, } tambien lo son y por lo tanto {Vkys-o-s Uk, Vi | 1 € J} €5
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un conjunto de vectores linealmente independiente de C™.

Reciprocamente, si {Vkyy ook, v | ki € J, i ¢ J} es linealmente inde-
pendiente, supongamos que una combinacién lineal vy, + - + vy, = 0.
Entonces, claramente, resulta C1Vk + -+ + ¢V, + w = 0, para cierto w € W,

lo que implica que ¢; = --- = ¢, = 0.

Es facil ver, usando la afirmacién anterior, que el rango columna de B es

n—|J[+r(Aj, — A;1), lo cual concluye la prueba.

Si dada una matriz arbitraria C, denotamos d;(C, ) al d;(A) correspon-

diente a la matriz C, tenemos el siguiente:

Corolario 3.7 Si A es como en el teorema anterior, para cada autovalor \ de
A se tiene dj(A, L) = dj(A,', ).

Prueba Para j=1 es el teorema anterior. En general basta observar que la
matriz (A — A\;I)’ es de la misma forma que en el teorema anterior y su i-ésimo

bloque en la diagonal es justamente (Ai = NT).

4 Ejemplos

El procedimiento utilizado anteriormente da un método para obtener la forma
de Jordan de A, conocidos sus autovalores. Dada la matriz A, se calculan los
d;(A), para cada autovalor de A y mediante las ecuaciones (4) se obtiene el
valor de los n;(A). La matriz determinada por éstos es la matriz de Jordan
de A. Para concluir veremos cémo usar el método anterior, en algunos casos

concretos.
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Ejemplo 1. Sea A la siguiente matriz:

G CORNCORNCD S ==

1
1
0
0
0

[ T e T N SO e )

0
2
9
1
0

~ O O

(@]

1

-

El tinico autovalor de A es A=1. con multiplicidad n=5, luego el polinomio

caracteristico de A es pa(z) = (z — 1)°.

La dimensién del nicleo de A es igual n menos el numero de columnas de

A que son linealmente independientes.

Como

-

(== == T8 e i e o

1
0
0
0

0

o O O = O

o O O N O

(=]

S A = O

se vé claramente que d; = dimker(A — [) = 1, luego hay un tnico blogue

5 x 5, pues vimos que cada bloque elemental de Jordan aporta un vector al

valor de d; = 1. La forma de Jordan de A es:

1

L

1
1

0 |

1
1

Ejemplo 2. Con el mismo argumento que en el ejemplo anterior, para cualquier

matriz A de la forma
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An-1
A
con a; # 0 para 1 < j < n— 1, se concluye que la forma de Jordan de A tiene

a
A as

|

un solo bloque n x n, es decir

Ejemplo 3. Sea

301 100

030100

003010

000301

0000 31

0 00O0O0OS3

-

entonces

L O S e Y SR —
- O O O O Q9
[ I — A — S — B ~— TR — |
O © O o O
O O © O O
o OO O O O
Il
ks
~
o™
|
55
O O - o - O
O - O O O
o R Y — IR — S — R — ]
-l O O QO O O
o O ©O O O O
O O ©O O O
Il
~
o™
|
=0
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(A=-31p3= (A-30)*=0

o ©O O o o ©

o O O © o O
o O O © O O
o O ©O © © ©
[ o YO s T <= I == I = T — ]
o O © © O =

L _
Asi se obtiene facilmente

di(3) =2, dy(3) =4, d3(3) =5, ds(3) = ds(3) = de(3) = 6

De esta informacién se deduce que la matriz J buscada es la matriz de
Jordan correspondiente a la particion (4,2). En efecto, de d, = 2 se deduce
que hay dos bloques elementales, pero no conocemos el tamafo de cada uno.
Ahora d, = 4 implica que cada uno de estos bloques es de lado por lo menos
2 (porque cada uno aporté un vector mas) y d; = 5 dice que s6lo un bloque
tiene dimensién mayor o igual que 3. Por eso la dnica posibilidad es que haya
un bloque 4 x 4 y otro 2 x 2.

Es decir, la forma de Jordan de A es

r 7

o o O W
w = O O

0
1
3
0

o O W -
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Ejemplo 4. Sea

(123 —1]11 0]
010 01101
001 010 2
A=]000 100 1
000 02 0 1
000 01021
(000 000 2

La matriz A posee dos autovalores: A = 1. con multiplicidad 4 v A = 2. con
multiplicidad 3. Gracias al corolario 3.7 para calcular los d;(1) nos podemos

restringir al bloque superior izquierdo A, de autovalor 1.

=i

A1—1=

2

0 .
(A1 -1 =0

0

0

© O o w

©c © ©o ©

De este modo resulta

di(1)=3
dy(1) = d3(1) = dg(1) = 4

Por lo tanto, el bloque de Jordan correspondiente al autovalor 1 sera

©S O O -
S O = =
S = O o
B = R — R — |

En realidad no era necesario calcular (A —1I)2% pues en la tabla en §3 , se

vé que la inica matriz posible con d; = 3 es la del tipo (2,1.1).
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Busquemos ahora el bloque de Jordan J; correspondiente al autovalor A = 2,
que es de tamano 3 x 3. Nuevamente, para el calculo de los d;(2), podemos limi-
tarnos a considerar el bloque inferior derecho A, correspondiente al autovalor
2.

0 0 1
(A2—=20)= |0 0 1| . (Ad2-20)%=0
0 00
resulta di(2) = 2, dy(2) = d3(2) = 3.
Es decir
2 10
Jo=10 2 0
0 0 2

De este modo se obtiene que la forma de Jordan de A es

(1100 |
01 00 0
0 0 10
= o @ @l
2 1
0 [0 2
- 0 0 -
Ejemplo 5. Sea
-6 -1 -2 3
A= 2 6 0 -1
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Calculando el determinante de la matriz z/ — A se ve que el polinomio

caracteristico de A es p4(z) = (z — 2)*%.

Como
-8 -1 -2 3
2 4 0 -1
A-2] =
5 10 1 -2
-9 -18 -3 3

si e; son las columnas de esta matriz, se verifica que 2e,
por lo tanto d;(2) = dim ker(A4 — 27) = 2.

Ademas i
-5 =10 5 5
, I SR
(A-2I) =
3 GIE= 3=
-6 -12 6 6 J

de donde se deduce que dy(2) = 3.

Es decir la forma de Jordan de A es

©c O o N
N ©O O ©

10
201
0 2
0 0

-

]

= €2y que e2+e4 = 2e3,

Ejercicio. Hallar J para 5 elecciones de A con n 2> 4, y uno o dos autova-

lores distintos.

Fa.M.A.F. Universidad Nacional de Cérdoba.
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