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Introduccion
Los principios de la matemadtica

Una de las nociones mas primitivas en Matematica, es la ley de
composicién: parece inseparable de los primeros rudimentos de célculo con
numeros naturales y magnitudes mensurables. Los documentos mas antiguos de los
egipcios y los babilonios, nos muestran que ya estaban en posesion de un sistema
completo de reglas de calculo para nimeros naturales, para racionales positivos, las
longitudes y las areas, y aunque los textos babilonios se refieran Unicamente a
problemas en los que los datos tienen valores numéricos concretos, no dan lugar a
dudas en cuanto a la generalidad de las reglas empleadas, e indican una habilidad
técnica considerable en el manejo de las ecuaciones de primero y segundo grado.

Los griegos de la €poca clasica, se preocuparon por justificar las reglas
empleadas y de dar una definicion precisa de las operaciones, puesto que éstas
habian permanecido en el dominio de lo empirico. Es cierto que el tratamiento
axiomatico de los nimeros naturales no apareceri hasta finales del siglo XIX, pero
hay numerosos pasajes en los Elementos de Euclides en los que se dan
demostraciones formales de reglas de célculo tan <<evidentes>> intuitivamente
como las de calculo con enteros (como la conmutatividad del producto en los nu-
meros racionales). Las demostraciones de esta clase mas importantes son las que se
refieren a la teoria de las magnitudes, la creacion mas original de la Matematica
griega (equivalente a nuestra teoria de los numeros reales positivos), en ella
Euclides considera el producto de dos razones de magnitudes, demuestra que es
independiente de la forma en que aparezcan estas razones (primer ejemplo de
cociente de una ley de composicion de una relacidon de equivalencia) y que es
conmutativo.

Sin embargo, este progreso hacia el rigor va acompafiado en Euclides de un
estancamiento, € incluso en algunos puntos de un retroceso, en lo referente a la
técnica del calculo algebraico. El predominio avasallador de la Geometria (para la
que estd evidentemente concebida la teoria de las magnitudes) paraliza todo
desarrollo auténomo de la notacidn algebraica, los elementos que aparecen en los
calculos deben siempre ser <<representados>> geométricamente; y, por otra parte,
las dos leyes de composicion que intervienen no estan definidas sobre el mismo
conjunto (la suma de dos razones no siempre estd definida, y el producto de dos
longitudes no es otra longitud sino un érea), todo esto origina una complicacién que
hace casi imposible el manejo de relaciones algebraicas de grado superior al
segundo.
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Al declinar la Matematica griega veremos a Diofanto volver a la tradicion
de los “logisticos™ o calculadores profesionales, que habian continuado aplicando
las reglas heredadas de los egipcios y babilonios. Diofanto utiliza por primera vez
un simbolo literal para representar una incégnita en una ecuacion. Pero, no parece
preocuparse mucho de poner en relacion los métodos que utiliza con ideas
generales, y cuanto a la concepcion axiomatica de las leyes de composicion, tal
como empezaba a asomar en Euclides, parece tan alejada del pensamiento de
Diofanto como del de sus continuadores inmediatos: no volvera a aparecer en el
Algebra hasta principios del siglo XIX.

Era por ello necesario que, durante los siglos intermedios, se desarrollase
por una parte un sistema de notaciones algebraicas adecuado para expresar leyes
abstractas, v que por otra, la nocién de “numero” se ampliase lo suficiente como
para permitir, mediante la observacion de casos particulares bastantes diferenciados.
elevarse a concepciones generales.

El unico progreso notable del Algebra al final de la Edad Media, fue la
mejora progresiva de la notacion algebraica.

A principio del Siglo XVI el Algebra conocié un nuevo impulso, gracias al
descubrimiento, por los matematicos de la escuela italiana, de la resolucién *por
radicales” de la ecuacion de tercer grado y después de la de cuarto; fue ahi donde se
vieron obligados a introducir en sus calculos los imaginarios.

La notacién algebraica, fue perfeccionada decisivamente por Viéte y
Descartes; a partir de este ultimo la notacién algebraica es ya poco mas o menos la
que empleamos hoy.

Parece que desde mediados del siglo XVII hasta finales del XVIII los
vastos horizontes abiertos por la creacion del Calculo infinitesimal hicieran que se
despreciase un poco el Algebra, y sobre todo la reflexién matematica sobre las leyes
de composicion o sobre la naturaleza de los nimeros reales o complejos.

Historia y educacion

Un cierto conocimiento de la historia de la matematica, deberia formar parte
indispensable del bagaje de conocimientos del matematico en general y del profesor
de cualquier nivel. En el caso de profesores de nivel terciario y universitario, no
s6lo con la intencién de que lo pueda utilizar como instrumento en su propia
ensefianza, sino primariamente porque la historia le puede proporcionar una vision
verdaderamente humana de la ciencia y de la matematica.
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La vision histérica, transforma meros hechos y destrezas sin alma en
porciones de conocimiento buscadas ansiosamente y en muchas ocasiones con
genuina pasion por hombres de came y hueso que se alegraron inmensamente
cuando por primera vez dieron con ellas. Cuantos de estos teoremas, que en
nuestros dias de estudiantes nos han aparecido como verdades que salen de la
oscuridad y se dirigen hacia la nada, han cambiado de aspecto para nosotros al
adquirir un perfecto sentido dentro de la teoria, después de haberla estudiado mas a
fondo, incluido su contexto histérico y biografico.

La perspectiva histérica nos acerca a la matemética como ciencia humana,
no endiosada, a veces penosamente reptante, pero capaz también de corregir sus
errores. Nos aproxima a las interesantes personalidades de los hombres que han
ayudado a impulsarlas a lo largo de muchos siglos, por motivaciones distintas.

Desde el punto de vista del conocimiento mas profundo de la propia
matematica, la historia nos proporciona un cuadro en el que los elementos aparecen
en su verdadera perspectiva, lo que redunda en un gran enriquecimiento tanto para
el matematico técnico, como para el que ensefia. El orden légico no es necesa-
riamente el orden histdrico, ni tampoco el orden didéctico coincide con ninguno de
los dos. Pero el profesor deberia saber cémo han ocurrido las cosas, para:

™. comprender mejor las dificultades del hombre genérico, de la
humanidad, en la elaboracién de las ideas matematicas, y a través de ello
las de sus propios alumnos.

T entender mejor la ilacién de las ideas, de los motivos y variaciones de la
sinfonia matematica,

2= utilizar este saber como una sana guia para su propia pedagogia.

El conocimiento de la historia proporciona una visién dindmica de la
evolucién de la matemdtica. Se puede barruntar la motivacién de las ideas y
desarrollos en el inicio. Ahi es donde se pueden buscar las ideas originales en
toda su sencillez y originalidad, todavia con su sentido de aventura, que muchas
veces se puede hacer desaparecer de los textos. Como dice muy acertadamente
O. Toeplitz: “Con respecto a todos los temas basicos del calculo infinitesimal...
teorema del valor medio, serie de Taylor..., nunca se suscita la cuestion: ;por
qué asi precisamente? o ;cémo se llegé a ello? Y sin embargo, todas estas
cuestiones han tenido que ser en algin tiempo objetivos de una intensa
busqueda, respuestas a preguntas candentes... Si volviéramos a los origenes de
estas ideas volverian a tomar una vida fresca y pujante”.
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Tal vision dindmica, nos capacitaria para muchas tareas interesantes en
nuestro trabajo educativo:

¢  posibilidad de extrapolacion hacia el futuro

¢  inmersion creativa en las dificultades del pasado

comprobacion de los tortuosos caminos de la invencidén, con la

8

percepcion de la ambigiiedad, oscuridad, confusion inicial...

Por otra parte, el conocimiento de la historia de la matematica y de la
biografia de sus creadores mas importantes nos hace plenamente conscientes del
caracter profundamente historico, es decir, dependiente del momento y de las cir-
cunstancias sociales, ambientales, prejuicios del momento..., asi como de los mu-
tuos y fuertes impactos que la cultura en general, la filosofia, la matematica, la
tecnologia, las diversas ciencias han ejercido unas sobre otras. Aspecto este ultimo
del que los mismos matematicos enfrascados en su quehacer técnico no suelen ser
muy conscientes, por la forma misma en que la matematica se presenta a menudo,
como si fuera inmune a los avatares de la historia.

Amplitud de nuestro trabajo:

Para la realizacion de este trabajo, el cual abarca la evolucion del dlgebra
hasta fines del siglo XVIII, nos basamos en el libro “A History of Algebra” de van
der Waerden, seleccionando algunos capitulos de la primera parte que trata
ecuaciones algebraicas.

Tomamos los tres autores drabes més destacados: Al — Kharizmi, Tabit Ben Qurra y
Omar Khayyam; en segundo lugar, consideramos el Algebra en Italia y por tltimo,
los aportes de Viete, Stevin y Fermat al tema que nos ocupd.

1.- Los arabes y la matematica

1.1.-Los comienzos de la matemdtica en el Imperio Musulmdn

Durante el primer siglo de las conquistas arabes se produjo un ambiente de
considerable confusién politica e intelectual, y probablemente esto fue la causa de
las dificultades con que nos encontramos para localizar los origenes del sistema de
numeracion decimal moderno. Al parecer los arabes no manifestaron en un
principio ningun interés intelectual, y contaban con un escaso bagaje cultural, poco
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mas que un lenguaje, que imponer a los pueblos conquistados. Hacia el afio 750 los
arabes , conquistadores, empezaron a mostrarse deseosos de asimilar la cultura de
las civilizaciones que habian invadido. Se sabe que hacia el afio 766 o antes llegé a
Bagdad procedente de la India una obra astronémico — matematica que los arabes
conocieron con el nombre de Sindhind. Unos afios mas tarde, quizas hacia el 780, se
tradujo del griego al arabe el Tetrabiblos, el tratado astrolégico de Ptolomeo. La
alquimia y la astrologia estuvieron entre los primeros temas que despertaron el
interés intelectual de los conquistadores arabes. Lo que se ha llamado el <<milagro
arabe>> podria decirse que no consiste tanto en la sorprendente rapidez con que se
levanté un imperio politico como en la celeridad con la que asimilaron los 4rabes la
cultura de sus vecinos, una vez que comenzaron a saborearla.

Durante la segunda mitad del siglo VIII fueron llamados a Bagdad sabios
procedentes de Siria, Iran y Mesopotamia, incluidos entre ellos judios y cristianos
nestorianos, y Bagdad se fue convirtiendo en una nueva Alejandria. Durante el
califato de Al - Mamun (809 — 833) los arabes dieron rienda suelta a su pasién por
las traducciones. Se dice que el califa tuvo un suefio en el que se le aparecid
Aristoteles, y en consecuencia decidid hacer traducir al arabe todas las obras
griegas que se tuvieran a la mano, incluido el A/magesto de Ptolomeo y una version
completa de los Elementos de Euclides.

Al — Manun fue quién fundé en Bagdad la “Casa de la Sabiduria” (Bait Al —
Hikma), comparable al antiguo Museo de Alejandria. Entre los miembros de esta
especie de universidad estaba un matematico y astréonomo. Mohammed ibn — Musa
Al — Khwarizmi, cuyo nombre, lo mismo que el de Euclides, iba a hacerse mas
tarde tan popular durante la baja Edad Media.

1.2.-Mohammed ibn — Musa Al — Khwarizmi
1.2.1.- Origen de los vocablos “algoritmo” y “dlgebra”

Ademas de tablas astrondmicas y tratados sobre el astrolabio y el reloj de sol,
escribié Al — Khwarizmi dos libros sobre aritmética y algebra que jugaron un papel
muy importante en la historia de la matematica. El primero de ellos, del cual solo
existe la traduccidn latina pues el original se ha perdido, es “De numero indorum”
(Sobre el arte de calcular hindd). En esta obra, que estaba basada presumiblemente
de una traduccién al arabe de Brahmagupta, explicaba por completo el sistema de
numeracion hindd. Cuando las primeras traducciones latinas de esta obra
aparecieron en Europa, los lectores, que no conocian el origen del sistema de
numeracion del cual trataba, comenzaron a atribuir al autor no solo la obra sino
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también el sistema de numeracién expuesto en ella, siendo el nuevo sistema de
notacién conocido como “el de Al — Khwarizmi” y, a través de las deformaciones
del nombre en la traduccién y en la transmision, simplemente como “algorismi”.
Por 1ltimo este sistema de numeracién que hace uso de los numerales hindues vino
a ser denominado sin mas como “algorismo” o algoritmo”, palabra derivada del
nombre de Al — Khwarizmi.

En su segundo libro referido a la matematica, Al- Khwarizmi trataba de “la
solucién de problemas por al-jabr y al-mugabala” (Al-jabr wa’l muqabalah),
convirtiéndose en el primer autor islamico que escribiera sobre este tema. Del titulo
de este libro se ha derivado la palabra algebra, cosa natural si se tiene en cuenta que
fue de este libro del que aprendié mas tarde Europa la rama de la matematica que
lleva ese nombre.

El significado usual de jabr en los tratados matematicos es: afiadir términos
iguales a ambos lados de una ecuacién (en orden) para eliminar términos negativos,
es decir a la transposicion de términos que estan restados al otro miembro de la
ecuacion, sumandolos. Otra interpretacion, menos frecuente, es: multiplicando
ambos lados de una ecuacién por uno y el mismo nimero en orden para eliminar
fracciones.

El significado usual de muqabala es: reduccién de los términos positivos
por substraccion de iguales cantidades de ambos lados de una ecuacion, es decir la
cancelacion de términos iguales en los dos miembros de la ecuacién. Pero al-Karaji
también utilizaba esta palabra en el sentido de “igualar”. El significado literal de la
palabra es: comparando, posiciones opuestas.

1.2.2.-Las ecuaciones cuadraticas de Al Khwarizmi

En uno de los capitulos de su tratado al-Khwarizmi, presenta la solucién de
ecuaciones cuadraticas.

Consideremos por ejemplo, en su propia terminologia, un caso de los que se
pueden presentar: Raices y cuadrados iguales a niimeros:

Por ejemplo: un cuadrado y diez raices de la misma cantidad a treinta y
nueve (dirhems?); esto es decir, ¢Cual debe ser el cuadrado que, cuando incremen-
tado por diez de sus propias raices, aumenta a treinta y nueve?

La solucion es: tu divides a la mitad el nimero de raices, lo que en la pre-
sente instancia da cinco. Esto lo multiplicas por si mismo, el producto es vein-
ticinco. Suma esto a treinta y nueve, la suma es sesenta y cuatro.

Ahora extrae la raiz de esto, que es ocho, Y substrae de él la mitad de ni-
meros de raices, la cual es cinco. El resto es tres. Esta es la raiz del cuadrado que
buscabas; el cuadrado en si mismo es nueve.
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En notacion actual la ecuacion es:

x’+10x =39
que puede ser transformada en: (x+5)°=39+ 25=64
x+5=V64 =38
x=8-5 =3
D

Luego, Al-Khwarizmi presenta la si- ! :
guiente demostraciéon: Dibuja un ; ;
cuadrado AB, el lado del cual es x (la ' :
raiz buscada). En los cuatro lados ’

construye rectangulos que tienen % de A
10, o sea 2 /2, como su ancho, ;por
qué?; pues bien, observemos el térmi- B
no 10x, este no es otra cosa que 4
veces /s de 10 (2 ') por x, es decir,
qQue agrega cuatro rectangulos de lados . _______ | | :
Xy 2 % . El area de cada uno de estos H

rectangulos es 2 Y2 - x, al ser cuatro

rectangulos nos queda 4 - 2 ¥ x = 10x.

Ahora el area del cuadrado junto con la de los cuatros rectangulos es igual a 39.
Para completar el cuadrado DH, debemos afiadir 4 cuatro cuadrados cuyos lados
seran 2 Y4, el drea agregada es entonces 25. Por lo tanto el 4rea del cuadrado grande
es 64, por lo cual su lado mide 8. Pero el lado del cuadrado grande es 2 Yo+ x +2 ',
es decir que, 5 + x = 8. Esto implica que el lado del cuadrado original es 8-5 =3,

Luego presenta otra demostracion mas simple, donde rectangulos de lado 5 son
construidos sélo en dos de los lados del cuadrado AB. EI resultado es, por
supuesto, el mismo:

El area del cuadrado grande es x’, mientras que el
area de cada uno de los rectangulos agregados es 5x,
esto implica que se ha agregado 2-5-x unidades al
area del cuadrado grande. Pero esto es 39 (por dato).
Si consideramos el area total nos queda (x + 5)* = 39
+ 25, donde x + 5 es el lado del cuadrado y 25 es el
area que se agrega al completar el cuadrado. De aqui,
claramente se puede observar que x + 5 =8, y
entonces x = 3.
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Para la ecuacién x* + 21 = 10x, Al Khwarizmi dibuja un cuadrado ab que
representa a x° y un rectangulo bg que representa 21 unidades. Entonces el
rectangulo total que comprende el cuadrado ab y el rectangulo bg debe tener como
area 10x, luego el lado ag o /d debe medir 10 unidades.

a ¢ &

¢ m ]

Si trazamos entonces las mediatrices et de ag y de hd, la extendemos hasta ¢ de
manera que /¢ = g y completamos los cuadrados tclg y cmne (ver figura), entonces
el area tb es igual al area md; pero el cuadrado #/ mide 25 y €l gnomon tenmlg 21
(ya que es igual al rectangulo bg). Por lo tanto, el cuadrado nc mide 4 y su lado ec
2; como ec = bey he =35, tenemos que x=hb=5-2=3.

1.3.-Tabit ben Qurra al Harrani ( 836 — 901 )
1.3.1.-La vida de Tabit ben Qurra

El gran cientifico Tabit ben Qurra al Harrani era un “Sabio” de Harran.
¢Qué significa esto? Para explicarlo seguiremos los 2 volimenes del trabajo de D.
Chwolson: * Die Ssabier und der Ssabismus” (St. Petesburgo 1856, reimpreso por
Oriental Press, Amsterdam 1965).

De acuerdo con Chwolson, debemos distinguir entre 2 clases de Sabios: los
genuinos o Chaldaran Sabians (Sabios de Chaldaean) y los pseudo- Sabios de
Haran, a los cuales pertenecen Tabit ben Qurra y al-Battani.

Los Sabios Chaldaean son mencionados en el Koran (IT 59 y XXII 17) entre los
creyentes de Dios, quienes tenian libros sagrados y no eran perseguidos.

(. Quiénes eran estos Sabios? De acuerdo con Chwolson ellos eran idénticos a los
“Mandaeans”, una secta gnéstica viviendo en el Sur de la Mesopotamia cerca de los
pantanos y lagos de Bosra.

Los Sabios de Harran eran totalmente diferentes de los Sabios genuinos
mencionados en el Koran. Los historiadores Mas’udi dicen que los Sabios “que
tienen sus hogares en Wisith y en Basrah en Iraq difieren de los Sabios de Harran
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por su apariencia exterior”. Ademas, su religion era diferente. Para los Mandauns en
el Sur de la Mesopotamia los siete planetas y los 12 signos zodiacales poderes
malvados, pero los Harranitas construian templos para los dioses planetarios.

Nosotros nos concentraremos en los Sabios Harranitas cuyo modo de vida
era, en muchos aspectos similar a la “vida de los Pitagéricos”.

No se sabe con exactitud en que afio nacié Tabit Ben Qurra, se cree que
entre 824 y 836, muri6 en 901.En su ciudad natal, Harran, vivia como cambiador de
dinero, pero sus ideas sobre la religion lo llevaron a un conflicto. Fue llevado ante
el mayor sacerdote, quién declaré sus doctrinas herejes y le prohibié la entrada al
templo. El primero revocéd sus opiniones pero después volvid sobre ellas. Fue
excomulgado, y dejo6 la ciudad. De casualidad conocié a Mohammed ben Musa ben
Sakir, uno de los famosos “hijos de Musa”: Mohammed, Ahmed, y Hasan, quién
era un gran colector de libros y gran benefactor de la ciencia. Este Mohammed ben
Musa llevé a Tabit a Bagdag, a vivir a su casa y lo presenté al califa. Todo esto
debi6 de suceder antes del 873 DC pues en Enero del 873 Mohammed ben Musa
muere. Tabit tuvo éxito en establecer en Bagdag un primado Sabio para todo Iraq.
Por esta movida, la situacion de los sabios fue estabilizada, y fueron respetados en
todo el pais.

Tabit fue altamente estimado por sus escritos sobre medicina, filosofia,
matematica, astronomia y astrologia. También fue un competente traductor del
Griego y el Sirio al Arabe. Tradujo trabajos de Euclides, Arquimedes, Apollonios,
Autolykos, Ptolemaios, Nikomachos, Proklos, entre otros.

1.3.2.-Verificacién geométrica de las soluciones de ecuaciones cuadriticas:

El corto tratado de Tabit sobre este tema titulado “la verificacién de
problemas de Algebra por pruebas geométricas™ esta conservado en un manuscrito.
Fue publicado con una traduccién y comentarios alemanes por P. Luckey en 1941.
Los diagramas no son tomados del manuscrito sino de las publicaciones de Lucky.

“Hay tres formas fundamentales a las que pueden ser reducidas las mayoria de los
problemas de algebra:

La primera forma basica es: el término cuadratico y las raices son iguales
a los nimeros.” En notacion moderna seria x> + mx = n, donde n y m son numeros
dados.

Para entender mas facilmente el procedimiento lo iremos comparando con
un ejemplo concreto: x* + 10x = 39.
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leUJdmOS un cuadrado abgd, cuya érea es el término
g a cuadrado (x?). Claramente se ve que cada lado es igual a la
raiz (x). Trazamos la linea bh igual al nimero de unidades de
las raices dadas (en nuestro ejemplo es el nimero 10) y
completamos el area dh .
El producto de ab y bh es igual al niimero de raices dadas
(10x en el ejemplo), pero también es el area del rectangulo
dh, pues ab es igual a db.
El 4area gh es igual al area de gb y la de dh juntas, por lo tanto
h es igual a x* + mx en este ejemplo (x° + 10x) y este numero

es conocido, pues es el niimero n (en nuestro caso es 39).

Entonces el producto de ha y ab es conocido — pues ab es igual a ag- y la linea bh es
conocida pues es el nimero m (10 en el ejemplo).

Si la linea bh es partida a la mitad en el punto W (esto es, en nuestro caso concreto,
blvV2 = 10/2 =5) entonces el producto de ha — x + m (x + 10)- y ab (x) juntos con el
cuadrado de bw (el cuadrado de 5 en nuestro caso) es igual al cuadrado de aw; en
simbologia moderna esto seria:

Caso general Ejemplo
(x +m) - x + (m/2)*= (x + m/2)* (x+10)-x+(5)2=(§+5)2
X +mx +(m/2)° = (x + m2)° x>+ 10x +25=(x+5)

Pero el producto de ha y ab es conocido, pues no es otra cosa que ny el cuadrado de
bw es conocido — bw = nv2 (en el ejemplo es 5)- entonces:

Caso general Ejemplo
N+ (m/2)"= (x + m/2)° 39 +25=(x+5)°
64 = (x +5)°

Por lo tanto el cuadrado de aw es conocido y también aw (en nuestro ejemplo
aw = 8). Sibw —m/2 (5)- es restado a ambos miembros, ab (x) resulta conocido:
Caso general

Ejemplo
2 = +-
+(m/2) [=x+m/2 B
8-5=x+5-5

+(m/2) [-m/2=x+m/2-m/2
n+(m/2) |-m/2=x 3=x

Del mismo modo Tabit trata el segundo tipo de ecuaciones:
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X" +n=mx

O “ el termino cuadratico y un niimero es igual a raices”

¢ o Hacemos el término cuadratico (x°) dentro de un cuadrado abgd
y hacemos ah igual a tal multiplo de unidades en el cual las

lineas son medidas como en el numero de raices dadas.

d b Obviamente, ah es mas larga que ab, porque las raices son mas
4w largas que el término cuadratico, esto se ve claramente en la

ecuacion. Conmpletamos el area gh, que es igual a ah por ag
(esto es, igual al término mx). Y si el area bg, la cual es el
término cuadratico (x°) es restado de él, el resto dh es igual al
nimero dado n. Entonces dh es conocido, y es igual al producto

b de ab (linea igual a ag) y bh, y la linea ah es conocida.
Entonces ahora el problema se remonta a dividir una linea ah
en n de tal manera que el producto de ab (x) y bh (ah — x) es
conocido.

Fig. 1

Ahora en la proposicion 5 del segundo libro de Euclides esta probado que, si ak se
divide a la mitad en w, el producto de ab (x) y bh (ah — x) junto con el cuadrado de
bw es igual al cuadrado de aw. Esto es (en notacion moderna):
x - (ah —x) + (al/2 — x)* = xah — x* + (al/2)? — ahx + x*
= (ah/2)’ '
x - (ah — x) + (alV2 — x)* = aw’

g 9 Pero aw es conocido, y su cuadrado es conocido, y el
producto de ab y bh es conocido pues:ab-bh=x-(ah- x),
pero ah = m, entonces ab - bh = x - (m —x) = xm — x°,
y €sto no es otra cosa que 7.

Entonces el cuadrado de bw ( ah/2 — x, o m/2 — x) es
TY conocido como el residuo, por lo tanto bw es conocido,
d b  siesrestado de aw ( fig. 1) o sumado a él (fig. 2) ab
(x) resulta conocido, y es la raiz, y si lo multiplicamos
¢ por si mismo, abgd es conocido, y esto es lo que
queriamos probar.

h

Creemos que no es necesario traducir la 3° parte del texto, en la cual la ecuacion:
“Numeros y raices son iguales al término cuadratico”

es resuelta utilizando la proposicion II 6 de Euclides, y de acuerdo con la solucién
algebraica es probada en la misma manera como en los otros dos casos.
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1.4.-Omar Khayyam
1.4.1.-La vida de Omar Khayyam

El poeta, filésofo, matematico y astrénomo persa Omar ben Ibrahim al—
Hayyam, usualmente llamado Omar Khayyam, vivi6 en la segunda mitad del siglo
XL

En la introduccion de su “Algebra” Omar Khayyam explica que “el arte del

algebra” radica en la determinacion de cantidades desconocidas geométricas o
numeéricas.
Esta distincion entre los numeros y magnitudes medibles es mantenida a través de
todo el tratado. El autor menciona cuatro tipos de magnitudes medibles: la linea, la
superficie, el sélido y el tiempo. El excluye magnitudes de mas de 3 dimensiones tal
como el “cuadrado — cuadrado” y el “ cuadrado — cubo”, que eran usados por
algunos algebristas.

1.4.2.-El dlgebra de Omar Khayyam

El algebra de Omar Khayyam esta centrado en la geometria. El primero
resuelve ecuaciones lineales y cuadraticas por los métodos geométricos explicados
en los “elementos de Euclides”, y luego muestra que las ecuaciones ctibicas pueden
ser resueltas mediante la interseccién de cénicas.

Omar conocia muy bien que autores anteriores igualaban magnitudes
geométricas con numeros. El evadié esta inconsistencia légica con un truco,
introduciendo una unidad de longitud. Escribié:

“Cada vez que en el libro diga “ un mimero es igual a un rectangulo”,
debemos entender por el “nimero” un rectangulo para el cual un lado es la
unidad, y el otro una linea igual en medida al mimero dado, de tal modo que cada
parte con la cual se estd midiendo es igual al lado que tomamos como unidad .

e
En la figura denotamos la unidad de longitud
. - y con e, y los lados del rectangulo conx ey .
La figura denota la ecuaciéon 3 =x- y
e x
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Omar Khayyan primero resuelve ecuaciones cuadradas por métodos
usuales. Después pasa a las ecuaciones clbicas. Algunas de ellas, por ejemplo:

- x>+ ax’ = bx

pueden ser reducidas a ecuaciones cuadraticas. El primer tipo que requiere
secciones cubicas es:

“un numero es igual a un cubo”
0, en notacién moderna:

& x* =N
Omar primero resuelve un problema auxiliar, a saber:

“Para encontrar 2 lineas' entre 2 lineas dadas tal que las cuatro lineas
formen una proporcién continua”
Si las 2 lineas dadas son llamadas AB =a y BC = b, el problema es, encontrar x e y
tal que:

+ a:x=x:y=y:b

| 4

A4

< D

H ——————————
1
1
1
1
I
1
i

- X
B\ b T

Omar dibujé 2 segmentos perpendiculares BA y BC, y construyé dos
parabolas, las dos con vértice en B. La primer parébola con eje BC y “pardmetro®”
BC, la otra tiene eje BA y “parametro” BA.

En notacién modema, las ecuaciones de las 2 cénicas son:

: Linea = segmento
“ En cénicas es la longitud 2p de la cuerda perpendicular al eje mayor que pasa por un foco
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Y y =bx y X’ =ay

Sea D el punto de interseccién. Entonces las perpendiculares x = DH e y=
DT satisfacen ¥ y por lo tanto a 4

Luego, Omar considera la ecuacion # en la cual N es un nimero dado.
Construye un bloque rectangular con base e’ y altura Ne. Ahora él debe construir un
cubo igual a este bloque. En el caso N=2 es el bien consabido problema Griego de
“doblando el cubo”. Hippokrates the Chios habia probado que este problema podia
ser reducido al problema de encontrar dos cantidades proporcionales x e y entre dos
segmentos dados a y b.

Omar resolvié el problema auxiliar 4+ con a = e y b =Ne, y probé que el
primer intermedio x es el lado del cubo requerido.

Todo esto es bien conocido en los textos Griegos. De acuerdo con Eutokios
la solucién 4 por medio de la interseccién de dos parabolas fue debido a
Manaichmos.

Luego, Omar considera 6 tipos de ecuaciones ctbicas en las cuales un
binomio es igualado a un monomio, por ejemplo:

@x +ax=b
-~ X +b=ax
&x’=ax+b
Ox*+ax*=b

2
X x’ +b=ax’
?xX*=ax’+b

En la terminologia de Omar, la ecuacién 5 es escrita como:

“un cuboy (un nimero de) lados son iguales a un niimero "

Omar primero construye un cuadrado C> igual al nimero b. Esto significa,
como €l ha explicado antes que el bloque con lados c, ¢ y h es hecho igual al
bloque con lados e, e y be, donde e es la unidad de longitud y b es el nimero en el
lado derecho de la ecuacién 5. Asi que, la ecuacién 5 puede ser escrita en la forma
homogénea.

x*+c’x =c’h
en la cual ¢ = AB y h = BC son segmentos lineales dados.
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Para resolver esta ecuacion geométricamente, Omar construye una parabola ( ver
grafico) con vértice en B, siendo su eje BZ y su “parametro” AB = C

Luego €l describe un semicirculo con didmetro BC = h.

El semicirculo tiene necesariamente un punto de interseccion D con la paribola.
Omar ahora prob6 que DZ = x resuelve la ecuacion 11.

En terminologia moderna, sean x = DZ e y = DE las coordenadas de D. La ecuacion
de la parabola es

-
<

(12) x"=yc

o, en las palabras de Omar: “El cuadrado de DZ seré igual al producto de BZ y
AB”. La ecuacion del circulo es:

(13)  y'=x(h-x
la cual Omar escribe como una proporcion
“BE es a ED como ED es a EC”
Ni mas ni menos, (12) es escrita como una proporcion
“AB es a BE como BE es a ED"”

De estas dos proporciones Omar concluye que EB = x es la solucion, y la tnica
solucion de este problema.

De esta manera, Omar escribe la ecuacion (6) en la forma homogénea.
(14) x*+ch=c%
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Y la resuelve por la interseccién de la parabola
(15) yc=x°

con la hipérbola
(16)  y'=x(x-h)

La tercera ecuacion (7) es resuelta en la misma forma, la tnica diferencia es
el signo del término constante b.

La siguiente ecuacién (8) es escrita como:
(17) x+ax’=s

donde a y s son segmentos lineales conocidos.
Omar la resuelve por mterseccxon de la hipérbola
xy = s’
con la parabola

s(x+a)=y’

Esta solucién es mnecesanamente complicada, porque requiere la solucién
preliminar de la ecuacxon s’ = b por medio de dos parabolas. Seria mucho mas
simple poner b = cd’ e intersectar la pardbola x*= cy con la hipérbola (x + a)y = d’.

En el siguiente tipo (9) es resuelta con un método similar. Una vez mas, el
término constante b es hecho igual al cubo s’. Omar noté que en este caso la
solucién no es siempre posible.

El ultimo tipo de ecuacioén (10) es reducida a
(18) x® = ax’ + ac’

y solucionando por la interseccién de la hipérbola
Xy = ac
con la parabola
Vo= alx— a)
Luego, Omar discute 7 tipos de ecuaciones cuadrinomiales, por ejemplo:

(19)x* +ax’+bx=c
(20)x* + ax* + ¢ = bx
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(21)x* + bx + ¢ = ax’
(22)c+bx + ax" = x>
(23)x’ +ax’=bx + ¢
(24)x’ +bx=ax’+c
(25)x* + c=ax® + bx

Los métodos de solucién son los mismos que en los casos trinomiales. Para
resolver (19) uno utiliza un circulo y una hipérbola, para resolver (20) dos
hipérbolas, y asi sucesivamente.

Después de esto, Omar discute ecuaciones en las cuales aparecen términos
como 1/x, 1/x%y 1/X°.
Su primer ejemplo es
x’=10/x’

Multiplicando ambos lados ?or x>, uno obtiene

°)*=10
y por lc tanto
x3 = \,/E

0 en las propias palabras de Omar, como las traduce Woepcke:

“Donc le racine de dix sera le cube cherché” (donde la raiz de 10 sera el
cubo deseado)

Omar nota que la ecuacién
xX*=a/x?

No puede ser resuelta por los métodos expuestos por él, porque requiere la
interseccién de cuatro formas proporcionales entre dos lineas dadas, como Ibn al-
Haithman ha probado.

Omar Khayyam no fue el primero en resolver ecuaciones ciibicas por medio
de la intersecci6n de cénicas. Al final de su tratado dice que alguien le ha dicho que
Muhammand ibn al - Lait Abu al — Jud fue el autor de un tratado en el cual reduce
la solucién de las ecuaciones cubicas a secciones conicas, pero sin el tratamiento de
todos los casos. En particular , el pensé la solucién de las ecuaciones del tipo (21)
por la interseccién de una parabola y una hipérbola.
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2.- Algebra en Italia

Los métodos de al - jabr y al — muqabala fueron hechos conocidos en Italia
primero por la traduccion al latin del algebra de al — khwarizmi realizado por
Gerardo de Cremona y luego por el trabajo de Leonardo da Pisa (llamado
Fibonacci).Leonardo fue seguido por muchos otros escritores de libros de
aritmética, de los cuales Luca Pacioli es el mas conocido.

Antes de discutir el trabajo de estos autores, se explicara como fue creada
la necesidad de este tipo de libro por las condiciones econémicas de los mercaderes
1talianos.

Se hard uso del contenido de una lectura titulada “Las Contribuciones del
Renacentismo Italiano a la matematica europea”.

2.1.-La conexién entre Comercio y Civilizacién en la Italia Medieval.

En el siglo 13, con las mejoras en la navegacién por los peligrosos mares,
se incrementé la circulacion de monedas y la economia Europea se hizo
predominantemente monetaria. La invencién de letras de crédito, billetes de
cambio, contabilidad y teneduria de libros hizo posible el aumento de la banca yla
finanzas internacionales. Todo esto junto desarroll una nueva clase de mercaderes,
quiénes vivian en centros comerciales y manufactureros mas grandes. La vida de los
mercaderes sedentarios era muy diferente de las de sus viajantes predecesores. Los
mercaderes de principio de la era medieval eran pequefios comerciantes, acarreando
sus inventos en sus cabezas o en un pedazo de papel. Calculaban con sus dedos o
con pequerios abacos. En la otra mano, los mercaderes sedentarios y banqueros
escribian y recibian cartas, billetes de cambip, reportes, 6rdenes y demas. Debian
calcular precios, computar pagos, para saber ganancias y pérdidas.

Para todas estas operaciones necesitaban un sistema mas eficiente para
escribir nimeros y preparado para célculos escritos. Los niimeros romanos eran
demasiado engorrosos: el sistema numérico Hindo Arabigo era mucho mas
eficiente.

El crédito por descubrir y adoptar en la practica comercial este sistema
numerico , pertenece a un particular grupo de hombres, llamado “abbacists”.

De acuerdo con Warren Van Egmond, cuya exposicion estamos siguiendo
aqui, uno debe distinguir entre la palabra latina “abacus”, que significa pizarra para
calcular y la palabra Italiana “abbaco”, que usualmente significa “aritmética
practica”.
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2.2.-Fibonacci
2.2.1.-La vida de Fibonacci

Leonardo de Pisa era un miembro de la familia Bonacci, de aqui que se llamara
a si mismo “filo Bonacci”, lo que fue abreviado a Fibonacci. A su padre, un
secretario de la republica de Pisa, le fue confiado alrededor de 1192 la direccion de
la compaiiia comercial de Pisa en Bugia (ahora (Bougie) Algeria. El contaba con
que su hijo Leonardo se convirtiera en comerciante, por lo tanto lo llevé a Algeria.
Alli Leonardo aprendié como calcular con los nimeros Hindo — Arabigos. Sus
viajes de negocios lo llevaron a Egipto, Siria, Byzantium, Sicilia y el sur de Francia.

Alrededor del 1200 Leonardo regres6 a Pisa. Durante los siguientes 25 afios
realizo distintos trabajos, 5 de ellos son preservados:

1) Libber abbaci (1202, revisado 1228)

2) Geometria Practica (1220)

3) Un libro titulado “Flos™ (1225)

4) Una carta al filésofo Theodoro, quién vivié en Sicilia en la
corte del emperador Francisco II.

5) Liber quadratorum (1225)

El tratado en el libro X los “Elementos” de Euclides que contenia el trata-
miento numérico de los irracionales el cual ha demostrado por lineas y éreas,
infortunadamente se ha perdido.

La importancia de Leonardo fue reconocido en la corte de Federico II. En
los escritos de Leonardo son mencionados nombres de especialistas (eruditos)
viviendo en la corte de Sicilia, incluyendo al astrlogo Michael Scotus, a quién
Dante desterro al infierno, el filosofo Theodoro y el matematico Jhon de Palermo.

Alrededor del 1225, cuando Federico tomé la corte de Pisa, el astrénomo
Dominico presenté a Leonardo al emperador. En esta ocasion, John de Palermo,
propuso algunos problemas, que Leonardo resolvié rapidamente.

5 ” 2
El primer problema era, encontrar el nimero x tal que x* +5 y x* — 5 sean
numeros cuadrados .

Una solucion , a saber,
x=35/12 XX+ 5=(41/12) x:-5=02 712y
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fue presentada sin la demostracion en el libro “Flos” que Leonardo envi6 a Federico
[I. En el “Liber quadratorum” la solucién fue deducida por un método, el cual
explicaremos mas adelante.

El segundo problema propuesto a Leonardo fue la solucion de la ecuacién
cubica:
X’ +2x* +10x =20

En el libro “Flos”, Leonardo probé que la solucién es ninguno de los
enteros, no una fraccion, ni un nimero irracional de los definidos en el libro X de
los Elementos de Euclides. El presenté una solucién aproximada en la forma
sexagesimal como:

1; 22,7, 42,33, 4, 40

De acuerdo con Vogel, el 40 es muy largo (grande) alrededor de 1%.
Entonces la exactitud de Leonardo es admirable.

Si ¢l hubiera aplicado el método de “doble falsa posicion” explicado por ¢l
mismo en el “Liber abbaci”, esto es el método de interpolacién lineal entre un valor
pequefio X, y un valor largo x, hubiera obtenido una aproximacién muy pequeiia.
Es posible que halla usado el entonces llamado método Homer. Este método
adaptado al sistema sexagesimal, consiste en poner x = 1 + y1 y obtener una
ecuacion para yj, luego poner 60 y; = 22 + y, y obtener una ecuacién para y», y asi
sucesivamente.

La historia del método de Homer es muy complicada. En principio, el
método era conocido por el autor del Tratado Chino “Nueve capitulos del arte
matematico” (Chin Chang Suan Shu) quién vivi6 en el periodo Han ( entre -150 y
150). El método fue también conocido por el matematico Arabe Jamshid al Kashi.
El método fue redescubierto por Paolo Ruffini (1804) y W.G. Homer (1819).

En 1240, la republica de Pisa otorgé al “serio y erudito maestro Leonardo
Bigolli” un salario anual de 20 monedas de plata “en adicidn a las ganancias
anuales” en reconocimiento de su utilidad a la ciudad y sus ciudadanos a través de
su ensefianza y servicios devotos.

2.2.2.-El “Liber abbaci”

Los maestro Italianos de los computos eran llamados “maestri d’ abbaco”.
En este sentido es como el titulo del mas influencial trabajo de Leonardo debe ser
entendido.

Este aparecio primero en 1202. Para la segunda edicién de 1228 “nuevo
material habia sido incluido, y lo superfluo removido”. Fue editado por Baldassare
Boncompagni en el vol. 1 de Scritti di Leonardo Pisano” (Roma 1857). Un sumario

.
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de 15 capitulos del “Liber abbaci” fue dado por Kurt Vogel en su articulo Fibonacci
en el diccionario de la Biografia Cientifica.

La mayor parte del Liber abbaci es de lectura mas bien arida y aburida,
pero algunos de sus problemas presentan un aspecto tan vivaz que los utilizaron
también otros escritores posteriores.

En los capitulos | a 7 son introducidos los nimeros Hindo Arabigos y los
métodos de calculos con enterosy fracciones son enserniados.

Los capitulos 8 — 11 contienen problemas concernientes a mercaderes. Un
remarcado problema humoristico es el “problema de los 30 pajaros”: Un hombre
compra 30 pajaros: (patridges) perdices, palomas y gorriones. Un patridges cuesta
tres monedas de plata, una paloma dos y un gorrion % . El paga con 30 monedas.
(Cuantos patridges, palomas y gorriones compro?

El problema es resolver el par de ecuaciones:

XEEY S Z =130
3x+2y+%z=30
en enteros positivos X, y, z. La tnica solucion es x=3 y =5 z=22.

Este problema es una variante del “problema de los 100 pajaros’ ; el cual se

encuentra en fuentes Chinas, Indias y Arabes.

Los capitulos 12 y 13 contienen distintos tipos de problemas recreativos,
algunos conducen a una ecuacion lineal, otros a 2 o 3 ecuaciones lineales con 2 o 3
incognitas. Por ejemplo, encontramos en las paginas 228 a 243 una secuencia de
problemas concernientes a “comprando un caballo”.

Leonardo comienza con un simple caso de 2 personas. Una le dice a la otra:
“Si me das un tercio de tu efectivo, podré comprar el caballo”. La otra responde: “Si
me das un cuarto de tu efectivo, podré comprar el caballo”. Si s es el precio del
caballo, tenemos 2 ecuaciones lineales con dos incognitas x e y :
x+13y=s
y+Y%x=s
El problema es indeterminado, pues s no es dado. La solucion para s = 11 esta dada
como
x=(3-1)-4=8
y=(4-1)-3=9
s=3-4-1-1=11
Otro caso conduce a 3 ecuaciones con 3 incognitas:
(2) x+13(y+z)=s
ytlW(x+z)=s
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z+1/5(x+y)=s

Para resolver esta ecuacion Leonardo introduce una nueva incognita
3) xtytz=t
Restando cada una de las ecuaciones a (3) se obtiene

23(y+z)=%(x+2)=4/5(x+y)=t-s=D

Con el objeto de obtener una solucion entera, Leonardo considera D = 24 obte-

niendo
y+2z=36 XSz =180 x+y=30
x=13 y=17 z=19

Esta solucion de las ecuaciones (2) habia sido obtenida por Diofantos.
El mismo problema “comprando el caballo” aparece en el libro de al -
Karaji y en otras fuentes Arabes y Bizantinas.

Una invencion original de Leonardo es la “serie de Fibonacci”
0,1,1,2,3,5,8, 13,21 ...
en la cual cada término es la suma de los dos términos que lo preceden.

Leonardo obtiene esta serie como solucion al problema: “;Cuantas parejas
de conejos se produciran en un aro, si cada mes cualquier pareja engendra otra
pareja, que se reproduce a su vez desde el segundo mes?”

El capitulo 14 esta dedicado al calculo con raices cuadradas y raices cibi-
cas.

Leonardo comienza por presentar algunos teoremas del Libro II de Euclides
en forma numérica, omitiendo las demostraciones, “porque estan todas en Eucli-
des”. Para raices cuadradas €l tiene la bien conocida aproximacién:

r
a’+r =~ a + —
2a

Para la raiz cibica Leonardo presenta una primera aproximacion

4)
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Y luego una segunda aproximacion

r 3
a,+—— ———— con 5 =a-— 4,
da,(a+1)

De acuerdo con Vogel la primera aproximacién (4) ya era conocida por al —
Nasawi. En efecto, es una simple aplicacion de la regla de “falsa doble posicion”.
Como para la segunda aproximacion Leonardo dice: “He inventado este modo de
encontrar raices’

Ejemplos de sus operaciones con radicales son:

Va+ V7 +Ja-V7 =14
p

4+ 410 = V16 + V10 + 8410

a, =

El capitulo 15 es muy interesante. En una primera seccion, Leonardo resuel-
ve el par de ecuaciones
(8) 6Eixi=yi=9
&) x+y=21
Como sigue: De (8) el encuentra
x-y=54
Y luego, usando Euclides II, 5

xX=y.2 xX+y., 21,
SIEEAt o p I o, (Vg4 —
( 3 ) =( 3 ) Tt - 4 (2) p

Entonces x—y =15, x=18 y=3
En una segunda seccién, Leonardo presenta el teorema de Pitagoras.

Para esto, resuelve el problema: En la linea de unién de las bases de dos to-
rres de altura y distancia conocidas hay un brote el cual debe ser igual a la distancia
de 1o alto de las torres. Leonardo da una solucién numérica tan buena como una
geométrica. (rever)

La tercera, y mas extensa, seccion contiene un tratamiento sistematica de
ecuaciones lineales y cuadraticas. Citando “Maumeth” i.. Muhammed ben Musa
al — Khwarizmi, Leonardo resuelve las 6 formas normales:

ax’=bx
ax’=c¢
bx =c¢




ax_+bx=c
i .

ax™ + ¢ = bx ( 2 soluciones)
7

ax =bx +c

La cantidad desconocida x es llamada “radix”, su cuadrado “quadratus” o
“census™ y el término constante ¢ numerus- El método de solucién esta ilustrado por

numerosos ejemplos.

El primer ejemplo de una ecuacién cuadratica mixta es el mismo que en el
algebra de al- Kwarizmi, llamado “census et decem radicis equantur 39" (1 cuadra-

do y diez raices es igual a 39)
La solucion esta ilustrada por un dibujo

a f S d
e i e h
S S S
h g S c

En otros ejemplos, uno debe dividir 10 en 2 partes x y 10 — x satisfaciendo
una condicidn auxiliar como es:

X 10-x
o =S
10— x X

Leonardo también incluye ecuaciones que pueden ser reducidas a
ecuaciones cuadraticas, de esta manera, el conjunto de ecuaciones

y = 10/x
z=y%x
=%l +y2

A .y ro 4
guiando a la ecuacion cuadratica para x*:

x* + 100x* = 10000

) liwein@ciudad.com.ar
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