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Resumen. En este trabajo se estudia el concepto de rango numérico de
una matriz compleja y se presenta un algoritmo para obtener una representacion
aproximada en el plano complejo del rango numérico de una matriz compleja.
Se muestran algunos ejemplos numéricos y su representacién grafica.

1 Introduccion

Dada una matriz compleja A € C"*" y un vector (columna) no nulo x € C" se
define el cociente de Rayleigh como el nimero complejo dado por (x*Ax)/(x*z),
donde z* € C" es el vector (fila) transpuesto conjugado de x. El cociente de
Rayleigh es utilizado, por ejemplo, para acelerar el método de las potencias para
el cdlculo numérico de los autovalores de una matriz, ver [3, 8]. Si el vector x
tiene norma 1, es decir ||z| = Vo*z = 1, se dice que = es un vector unitario.
En el caso particular que = es un vector unitario el cociente de Rayleigh resulta
T*Ax.

Ahora bien, una vez definido el cociente de Rayleigh para una matriz A,
estamos interesados en calcular los cocientes de Rayleigh para todos los vectores
complejos unitarios. Asi, tenemos la siguiente definicién

Definicién 1 El rango numérico o campo de valores de una matriz A € C™*"
es el conjunto dado por

W(A) = {z" Az : =] = 1},

es decir, el conjunto de todos los niimeros complejos (x*Az) para todo vector
unitario x € C™.

Es fécil ver que W(A) es un conjunto compacto. Ademds, cuando A per-
tenece a un espacio de dimensién finita (como en este caso), se puede probar
que W(A) es cerrado. Notar que si A = I, la matriz identidad, entonces
W(I)={1}.

El rango numérico de una matriz se relaciona con diferentes areas de ma-
tematica pura y aplicada tales como teoria de operadores, andlisis funcional,
algebras de Banach, normas matriciales y de operadores, andlisis numérico,
teoria de perturbaciones, polinomios matriciales, asi también como en fisica
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cuédntica y otras disciplinas aplicadas ([4, 5]). Por otro lado, diferentes &reas
de matemaética tales como algebra, analisis, geometria, combinatoria, analisis
numérico y algebra lineal numérica son de gran utilidad para su estudio. De
alli que el rango numérico de una matriz compleja resulta tan atractivo para
muchos investigadores.

En este trabajo estudiaremos algunos resultados importantes acerca del
rango numeérico de A. Posteriormente y usando propiedades de la matriz A
caracterizaremos este conjunto. Estudiaremos algunos casos simples y para el
caso general presentaremos un algoritmo para calcular una representacion del
rango numérico de A en el plano complejo.

2 Algunos resultados tedricos y propiedades
Veremos ahora algunas propiedades y consecuencias inmediatas de la definicion.

Proposicién 1 Si A, B € C"*" y a € C, entonces:

1. W(A) es invariante por similaridades unitarias, es decir, W(U*AU) =
(4)

w para toda matriz U € C™*" tal que U*U = 1.

2. W(aA) =aW(A).

3. W(A+ B) CW(A)+ W (B).

4. WA+al)=W(A)+a.

5. Sea o(A) el conjunto de todos los autovalores de A. Entonces o(A) C
W(A)

Demostracion:

1. Sea U € C™™ una matriz unitaria (U*U = 1), entonces:

W({U*AU) = {«*(U*AU)z : a*z =1}
{(Ux)*A(Ux) : x*zx =1}
{(Uz)*A(Ux) : 2*U*Ux =1}
{(Uz)*A(Ux) : (Uz)*(Uz) =1}
{y*Ay : y*y =1}, donde y = Ux.

2. W(aA) ={z"(cl)x : ¥z =1} = {a(z*Azx) : ¥z =1} = aW(A).



3. Sea z € C™ tal que z*z = 1, entonces z*(A + B)r = x*Ax + 2*Bx =
Y1 + Y2, con y1 € W(A) y yo € W(B). Luego (A+ B) C W(A) + W(B).

4. Como z*(A + al)x = 2" Ax + az*x = 2" Ax + «, entonces W(A + al) =
W(A) + a.

5. sea A € 0(A), entonces existe un vector no nulo z € C” tal que z*zx =1
y Ax = Ax. Luego z* Az = z* x = Az*x = X y por lo tanto A € W (A)
para todo A € o(A), en consecuencia W(A) D o(A). |

Recordemos que un conjunto S es convexo si el segmento que une todo par de
puntos de S estd contenido en S, esto es, si x,y € S entonces (ax+(1—a)y) € S
para todo 0 < a < 1. Dado un conjunto S, denotamos como conv(S) a la capsula
convexa de S, es decir, a la interseccién de todos los convexos que lo contienen.

El siguiente resultado, conocido como el teorema de Toeplitz-Hausdorff, serd
de fundamental importancia para lo que veremos posteriormente.

Teorema 1 (Toeplitz-Hausdorff). Dada una matriz compleja A € C™*™, el
rango numérico de A es un subconjunto convexo del plano complejo C.

Una prueba puede verse en [2]. Para demostrarlo se utiliza induccién sobre
la dimensién. El caso n = 1 es trivial y el caso n = 2 se prueba separadamente.
El pasaje inductivo de n — 1 a n se prueba para n > 3.

Sean Hi y Hs dos subespacios lineales ortogonales de C™ tales que
C" = H; & H», donde el simbolo & denominado suma directa significa que
HiNHy = {0}. Sean A: Hy — Hyy B : Hy — Hy dos operadores lineales y defi-
nimos por C' = A® B al operador lineal de C™ dado por C(h1+hg) = Ah1+Bha,
donde hy € Hy, hy € Ho.

Como consecuencia del teorema anterior, veremos a continuacion dos coro-
larios que se deducen del mismo.

Corolario 1 Si A y B son matrices complejas, entonces:
1. conv(c(A4)) CW(A),
2. W(A® B) = conv(W(A)UW(B)).
Demostracién:

1. como W(A) es convexo y o(A) C W(A) entonces conv(c(A)) C W(A).



2. Consideramos C" = Hy ® Hy, A : HL — Hy y B : Hy — Hs, y sea
C = A® B. Es claro que W(A) CW(C) y W(B) C W(C). Luego, como
W(C) es convexo y como W(C) DO (W(A) U W (B)) entonces W(C) D
conv(W(A) UW (B)).

Para probar la otra contencién, sea z € C", un vector unitario, y 1 € Hj,
19 € Hy tales que = x1 + x9. Entonces ||z||? = ||z1]|? + [|z2|> = 1. Sean

X s
= "L cH Y2 = 2
[|21]]

Y1

entonces:
z*Cx = (2] +25)(A® B)(z1 + x2)
= zjAx) + v5Bxo
= llz1lPPyi Ays + [lz2]*y5 Bys
= a(yiAy) + (1 = a)(y3By2),
lo cual implica que z*Cz € conv(W(A) U W(B)) y por lo tanto
W(C) C conv(W(A)UW(B)). |

El siguiente corolario nos dan las primeras caracterizaciones del rango numérico
de una matriz A para dos casos particulares pero muy importantes.

Corolario 2 Sea A € C"*"™. Entonces:

1. si A es normal (A*A = AA*) entonces W(A) = conv(a(A)),

2. si A es hermitiana (A* = A) entonces W(A) es un segmento contenido
en el eje real determinado por el minimo y el mdzimo autovalor de A.

Demostracion:

1. como A es normal entonces es unitariamente similar a una matriz diago-
nal D con sus autovalores en la diagonal principal: A = U*DU, donde
D = diag(A1, A2, ..., An) ¥y U una matriz unitaria. Luego

W(A) = W(U*DU) =W (D)

WAL AD... D A\)

conv(W (A ) UW (A) U...UW(\,))
conv(A; UXaU...UA,)

(
= conv(c(A)),
(

por lo tanto W(A) = conv(c(A)).



2. si A es hermitiana es normal, luego por el item anterior se cumple que
W(A) = conv(c(A)). Ahora bien, los autovalores de una matriz hermi-
tiana son todos reales, por lo tanto W (A) serd un segmento contenido en
el eje real que los contiene a todos. Mas atin, W(A) = [Amin, Amax), donde
Amin ¥ Amax corresponden al menor y mayor autovalor de A, respectiva-
mente. |

También es posible caracterizar el rango numérico para el caso general de
matrices complejas 2 x 2, triangulares superiores. En este caso, si la matriz esta

A .,
dada por A = [ ! , entonces W (A) es la regién cerrada y acotada cuyo

|

borde es la elipse con focos A1 y A2 y semieje menor igual a 5

o
0 Ao

Una demostracién de este resultado puede consultarse en [2].

De este modo, ahora tenemos caracterizadas a todas las matrices en €22,
ya que el teorema de Schur nos dice que toda matriz A € C?*? es unitariamente
similar a una matriz triangular superior y como W (A) es invariante bajo este
tipo de transformaciones, sera suficiente determinar el campo de valores para
la matriz triangular superior.

Antes de considerar el caso general veremos algunos ejemplos simples.

2.1 Ejemplos

00
1. Sea A = Lol

Aplicando el resultado anterior tenemos que W(A) = {z € C : |z| <

1/2}.
Observar que o(A) = {0}. Ver Fig. 1.

00

1 1|

Es facil ver que o(B) = {0,1}. También por el resultado anterior, el
rango numérico W(A) es la regién cerrada y acotada cuyo borde es la
elipse con focos F; = (0,0) y F2 = (1,0) y semieje menor 1/2. Para
determinar la ecuacion de la elipse notemos que el centro de la elipse es
(xo,y0) = (F1 + F2)/2 = (1/2,0). Asi tenemos que:

(z—1/2)* o

a? +b7:1'

2. SeaB:[



O

Fig. 1: Rango numérico de las matrices A y B, respectivamente.

(z—1/2)?

1
Como el semieje menor es igual a 3 obtenemos 5 + 4% = 1.
a

Finalmente, calculemos a usando que

2a = dist(F1; (x,y)) + dist(Fy; (z, 1))
= dist ((0,0); (1/2,1/2)) + dist ((1,0)5(1/2,1/2))
R
por lo tanto a = \/§/2 y entonces,
W(B) = {(z,y) € R? : 2(x — 1/2)* + 4* < 1}

Ver Fig. 1.

. Sea C = ,con A € C tal que |\ = 1.

S = O

0
0
1

o O >

Como C' es normal, pues CC* = C*C, entonces W(C) = conv(c(C)).
Ademids o(C) = {t € C : t3 = \}, es decir, W(C) es un tridngulo con
vértices en los autovalores de C. Ver Fig. 2.

0 0O 0 0
. Sea D = 1 0 0. Definimos D; = y Dy = [1].
0 01 Lo

Luego D =D, ® D2,y
W(D) = W(D:1& Dy)
= conv(W(Dy) U W (D2)),
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Fig. 2: Rango numérico de las matrices C y D, respectivamente.
donde W (D) ={z€ C/|z| <1/2} y W(Dy) = {1}. Ver Fig. 2.

3 El caso general

El problema de determinar el rango numérico de una matriz A € C™*" no
es tarea facil. Para ello vamos a usar fuertemente la convexidad de W (A),
algunas propiedades que ya fueron presentadas y otros resultados que vamos a
deducir a continuacién para determinar puntos del contorno de W (A), como asi
también tangentes al mismo. A partir de estas observaciones vamos a construir
un algoritmo que converge al conjunto que se desea determinar, es decir, al
rango numérico de A.

1
Para cada matriz B € C"*", llamaremos H(B) = i(B + B*) a la parte
hermitiana de B y Ay (H(B)) = max(o(H(B))).
El primer resultado que usaremos se obtiene de observar lo siguiente:
(x* Az + (z* Ax)*)

max 7 = max = max Re(z).
reW(H(A)  |lzll=1 2 2EW(4)

Por otra parte, por ser H(A) hermitiana, max,cy (g (a)) 7 = An(H(A)), luego

max Re(z) = M (H(4)

Es decir que el méximo valor de Re(z), para z € W(A), estd dado por el mayor
autovalor de H(A). Se sigue entonces que la recta, paralela al eje imaginario y
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Fig. 3: Rectas tangentes al rango numérico de A.

y que corta al eje z en \y;(H(A)), dada por z = Ay (H(A)) + ti, con t € R,
delimita tangencialmente a W (A).
Notemos ademads que por la proposicién 1, item 2 tenemos que,

W(A) = e W (e A).

Esto muestra que a través de rotaciones serd posible obtener otras rectas
tangentes a la frontera de W(A), considerando el conjunto W(e??A). Para
determinar W (A) vamos a usar rotaciones que nos permitan obtener rectas
tangentes a este conjunto.

Vemos entonces que el camino a seguir para obtener una buena aproximacion
al rango numérico, consiste en “encerrar” al conjunto W (A) determinando sus
rectas tangentes. Para esto usaremos una serie de rotaciones que nos permitiran
delimitar el conjunto desde distintos angulos. Ver Fig. 3.

Dado un éngulo 6, 0 < 6 < 2, definimos A\g = Ay (H (e A)), y sea 24 € C"
un autovector unitario asociado a Ag:

H(ewA)xg = Mg, con x pxy = 1.
Sea Ly = {e™®(\g +ti) : t € R}, la recta que resulta de la rotacién, en un
dngulo —0, de la recta tangente a W (e A). Notemos que W (e A) = W (A)

que es el rango numérico de A rotado en un angulo 6.
Sea Hy = e {c € C : Re(c) < N}, el semiplano determinado por L.

10



Con estas definiciones se puede probar facilmente que la recta Ly es un
hiperplano que limita al conjunto convexo W(A) y ademds que W(A) C Hy
para todo 6, 0 < 6 < 2.

Necesitamos ahora determinar el punto de tangencia de la recta Ly con el
conjunto W (A). El préximo resultado nos da informacién acerca de este punto.

Teorema 2 El nimero complejo pg = xpAxg es un punto de la frontera de
W(A) y ademds pg € Ly N W(A), es decir, Ly es una recta tangente a W(A)
que pasa por el punto py.

Demostracion:
Es claro que pyp = x5 Azg € W(A). Veamos que py = x;Axg € Ly.

N = apH(e®A)xg =1 {xé(eieA):cg + xé(eieA)*xg}
ez Axg) + 7% (xZAq:g)*}
efpy + (eiﬁpa)*}

Re(epy)

o= o= 8

entonces e€py = A\g + ki con k € R. Asi pg = e Xy + ti con t € R. Luego
po € Lg y entonces pg € Ly N W (A). |

El siguiente resultado nos da una representacion del rango numérico de una
matriz A en términos de los puntos py.

Teorema 3 Para toda matriz A € C"*" se cumple que

conv{py,0 < 0 < 27} = W(A) = No<o<2-Hp.

4 Algoritmo

A fin de construir un algoritmo que determine una aproximacién de W(A)
serd necesario realizar una discretizacion del teorema anterior. Debido a esta
discretizacién perderemos las igualdades y en su lugar tendremos contenciones.
Ver [6].

Sea 6 = {61,602,...,0;} con 0 < 0; < by <...< 0 <27 una particién del
intervalo [0, 27).

Definimos
Fint (A7 9) = COHV{pgl,pgz, e 7p9k.}
Fext (A4,0) = m HQJ-
1<5<k

11



Ahora, la versién discreta del teorema anterior resulta:

Teorema 4 Para toda matriz A € C"*" se cumple que Fj;(A,0) C W(A) C
Fext(4,6).

Es decir que con F;;; (A, #) aproximamos a W(A) desde el interior, entanto
que con Foyt (A, 0) lo hacemos desde el exterior al conjunto.

Denotamos por gp; a la interseccion de Ly, con Ly, ,, para j = 1,2,... k.
(Identificamos k + 1 con 1).

Tenemos entonces la siguiente representacion alternativa y mas simple para
Foxt (4,0):

Fext(A,0) = ﬂ Hg, = conv{gg,,...,qs,}
1<j<k

Luego, es claro que la frontera de Fj;(A,0) es la unién de los segmentos
[Po, Do), - - -+ [Po,, - Do, | mientras que la de Foyt (A, ) es la unién de los segmentos

a0, 96,), - - -+ a6, 96, ]-
Para poder implementar el algoritmo necesitaremos una expresién explicita

de los puntos gp;. Para esto, consideremos gy, € Lq{,j N L%j+1' Entonces,
go, = e (Ng; + ti) = e 1 (Mg, ., + i),
lo que implica que
(cos0j —isend;)(Ng; + ti) = (cos 011 — isent;1)(Ng,,, + Ki).
Igualando parte real e imaginaria obtenemos

/\9]. cosf; +tsenf; = )\9j+1 cos 01 + ksenfjq

tcosbj — Ag;senf; = kcosbji1 — A, senbjq.
Multiplicando la primera ecuacién por cosf;y1, la segunda por senflj;q y
restandolas, obtenemos:

Ay, (cos 011 cos 0 + senfjsend; 1) + t(send; cos 1 — senfj 1 cosbj) = g, ;.

Sea 0; = 041 — 0, entonces

(Mg, cosdj — Ag

1)
)

send;

12



y por lo tanto

. Ag. COS O — Ag.
Q. = o105 No. + 0; J 9]+1,L- )
J J send;

Ver Figura 3.

Finalmente, para decidir el criterio de parada del algoritmo necesitaremos
de las siguientes definiciones:

Aext(A,0) = Area de Foyui(A,0)
Ajpi(A,0) = Areade Fip(A,0)
A(A, 0) = (Aext (A7 9) - Aint (A7 9)) /AeXt(Av 0)

Asi, A(A,0) mide el error relativo de la aproximacién de W (A), es decir,
que la aproximacién serd “buena” cuando A(A,#) tienda a 0.

Por lo tanto, sera necesario disponer de una férmula para calcular el drea de
un poligono con vértices conocidos. Esto se obtiene facilmente subdividiendo el
poligono en tridngulos, calculando el drea de cada uno de ellos y suméandolas.

Si T es un tridngulo en el plano complejo con vértices ¢; = a+1b,co = c+1id
y el origen, entonces

1
Area(T) = tler x o] =1det | a
c

ST N
o o

= %(ad —bc) = %Im(élcz)

Ahora bien, si P es un poligono en el plano complejo con vértices c1, ¢, . . ., Cg
ordenados en sentido antihorario (en sentido contrario a las agujas del reloj),
entonces

. 1
Area(P) = §Im (Cica + Gac3 + ...+ Crey) -

Con estas ideas podemos formular un algoritmo que, dada una tolerancia 6,
determine el rango numérico W(A) con un error de aproximacién menor que 9.

13



4.1 Algoritmo

Dada A € C™*", y una tolerancia § > 0,

PASO 1 Verificar si A es hermitiana.
Si lo es, calcular el menor y el mayor autovalor de A. W(A)
es el segmento que los une (en la recta real).
Si no, continue.

PASO 2 Verificar si A es normal.
Si lo es, calcular todos sus autovalores. W(A) es su capsula
convexa.
Si A no es normal, continue.

PASO 3 Tomar la particién 0; = (j — 1)2%,]' =1,...,k, con k > 3. Para
cada 6; construir H(e A) y calcular Mg, el mdximo autovalor
Yy Zp; su respectivo autovector unitario correspondiente.

/\9]. cos —)\g].

PASO 4 Calcular py, = .%‘ZjAI‘@]. Y G, = e 0 <)\9]_ + m“z) , para
- J
cada j=1,2,...,k.

PASO 5 Calcular A = A(A,{601,02,...,0k}).
Si A <), pasar al PASO 6,
sino reeemplazar k por 2k y volver al PASO 3. En ese paso
deberan efectuarse s6lo k nuevos cédlculos.

PASO 6 Graficar Fj(A)= Fijpt(A,{601,602,...,0r}) como una aproximacién a
W(A). La frontera de Fj(A) es la unién de los segmentos que

unen py, con py, ., -

Observemos que la cantidad de trabajo computacional necesario para deter-
minar W(A) a través de este algoritmo depende principalmente de la forma que
tiene W (A) mas que de la dimensién n de la matriz A. Para el caso general, el
costo computacional dependera del costo de resolver el problema del autovalor—
autovector para la matriz hermitiana H(e? A), es decir, de O(n3) (Ver [8]). Por
lo tanto el costo computacional total serd del orden O(cn?), donde la constante
¢ dependera del nimero de puntos de la particién que sean necesarios para
obtener la precisién deseada.
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Fig. 4: Rango numérico de las matrices A1 y As.

5 Ejemplos numéricos

Para el Algoritmo anterior realizamos una implementacién en MATLAB. (El
lector interesado en tal implementacién puede solicitarla a los autores, via correo
electrénico).

A continuacion, presentamos algunos ejemplos de representacion grafica del
rango numérico (Fig. 4 y Fig. 5) de las siguientes matrices, obtenidos usando
la implementaciéon en MATLAB:

i 0 —i 0 0 01 1
1 =3 0 2 0 0 i i
a) 1=\ o 10 1 b)A2=| 1 1 g ¢
3 -5 0 10 —i —i 00
40 i 0 -2 05 10 0 1 b5i
2% 0 —4 0 0 15 05 04 1 —i
OAs=| 02 i 0 0 HDA=| 0 —i/2 0 22 -1
00 00 0 i 01 0 25 1
0 1 00 —4i 1 12 1 2/

6 Algunos comentarios finales

Otro concepto directamente relacionado al rango numérico de una matriz com-
pleja A es el radio numérico definido por

r(A) = max{|z| : z€ W(A)}.

15
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Fig. 5: Rango numérico de las matrices Az y Ay.

Es decir r(A) es el radio del menor circulo centrado en el origen que contiene
a W(A). Interesantes propiedades algebraicas pueden ser probadas para el
radio numérico. Ver [1, 7]. Ademds, el mismo aparece vinculado al estudio de
matrices espectrales y, por lo tanto, en problemas de estabilidad relacionado a
esquemas de diferencias finitas, donde la acotacién uniforme de la norma de A*
desempena un rol central.

En los dltimos anos la cantidad de trabajos relacionados con el rango y
el radio numérico se incrementado notablemente,en particular en la década de
los noventa. En 1991 se presentaron 11 trabajos en la IV Conferencia sobre
Algebra Lineal Aplicada de la STAM, y en 1992 se realizé el T Workshop sobre
el rango y el radio numérico de matrices complejas en Williamsburg (USA) con
la presentacién de 22 trabajos. Este Workshop continda organizdndose cada
dos afios (Portugal, Japén, Grecia, etc.).

Desde el punto de vista numérico como vimos en la seccién anterior, el costo
computacional se debe principalmente al calculo de los autovalores—autovectores
de algunas matrices hermitianas. Este es un problema caro computacional-
mente y se necesitan métodos numéricos eficientes para resolverlo. En nuestra
implementacion usamos comandos de MATLAB para calcular esos autovalores—
autovectores, esto es posible pues consideramos matrices de orden pequeno. Si
las matrices son de orden grande, lo cual es frecuente en aplicaciones de pro-
blemas de la vida real, el problema podria ser inviable de resolver con métodos
numéricos clasicos (problemas pequenos). De alli que sea necesario e impor-
tante también estudiar métodos numéricos que puedan aprovechar al maximo

16



la estructura de la matriz para controlar el costo computacional del calculo del
rango numérico de una matriz.
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