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Desarrollo del Pensamiento geométrico en el futuro Profesor de
M atematica
Norma R. Cerizola — Ruth L. Martinez — Maria A. Mini

Resumen

Hasta hace no mas de tres décadas las investigaciones sobre la ensefianza y €
aprendizaje de la Matemética, soslayaban la naturaleza de la misma. Actualmente se
han realizado abundantes y profundos estudios sobre distintos fenébmenos que emergen
en los procesos involucrados en su aprendizaje y que estan relacionados con
caracteristicas propias de esta ciencia.

Por €lo, la comprension de su naturaleza, su creacion y funcionamiento, se constituyen
hoy en conocimientos imposibles de ser ignorados por aquellos que en un mafiana
proximo deberdn ensefiarla.

Consideramos que un futuro profesor de Matematica, basicamente debe alcanzar una
formacién matemética solida. Pero ésta no debe limitarse sdlo a la comprension de
teorias matematicas ya formalizadas, sino que debe complementarse con la de otros
aspectos que lleven a una visiéon mas amplia y rica de esta ciencia, tales como las
razones del surgimiento de las teorias, su construccion histérica y los problemas que
éstas resuelven.

Nuestra labor como formadoras de futuros profesores de Matemética en la Universidad
Nacional de San Luis, nos ha llevado a redlizar algunas experiencias sobre la
ensefianza de la Geometria Sintética, articulando los aspectos sefialados anteriormente.

Considerando € Problema de Apolonio como “hilo conductor histérico” v,
centrdndonos en su solucion por medio de la transformacion geométrica llamada
“Inversion”, este trabajo tiene como objetivo proponer una modalidad de abordaje para
la ensefianza de la Geometria.

También proponemos varios problemas que se solucionan eegantemente mediante esta
transformacion.

Introduccién

La formacién de futuros Profesores de Matematica se constituye en la actualidad en un
desafio, especialmente si tenemos en cuenta los requerimientos sobre como deberd
formar matemdticamente a sus alumnos. De acuerdo a recomendaciones de
mateméticos como Migud de Guzman, “la educacion matematica se debe concebir
como un proceso de inmersién en las formas propias de proceder del ambiente
matematico, a la manera como e aprendiz de artista va siendo imbuido, como por
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O6smosis, en la forma peculiar de ver las cosas caracteristicas de la escuela en que se
entronca” ™

Pero, para que pueda lograr en sus alumnos esta “inculturacion” matematica, € futuro
profesor debe ser formado de este modo, pues, como expresara Luis A. Santalo, los
profesores tienden a reproducir las préacticas docentes que mamaron durante su carrera.

Esas formas de “inmersién” en d pensamiento matematico no se consiguen solamente
a través de la comprension de teorias matematicas formales, sino tgiendo una trama
donde se entrecruza este aspecto con otros relacionados con la creacion matematica
como: la resolucion de problemas, € estado de los conocimientos matematicos en
distintas épocas, la influencia de las corrientes filosoficas de la Matemética en
surgimiento de sus teorias, las razones de su surgimiento, sus posibilidades y sus
[imites en cuanto a los problemas que resuelven.

Teniendo en cuenta estas premisas, consideramos que una forma de organizacion del
tratamiento de los temas de una determinada asignatura (o de un grupo de dlas) es a
través de la utilizacion de “hilos conductores’, temas especialmente eegidos que se
congtituyan en “contextos adecuados’ para un concepto o problema, que permita no
solo resolverlo, sino que, “lleven a buscar un método que haga que esa solucion

parezca inevitable, que muestre qué es o que realmente esta pasando” &

Todas las ramas de la Matematica ofrecen la posibilidad de eeccion de “hilos
conductores’, sin embargo, en particular, una de dlas constituye una fuente inagotable
de hermosos problemas, cuyas soluciones han resultado ser un desafio para la
imaginacion creadora de mateméticos de todos los tiempos: La Geometria sintética.

En concordancia con lo expresado, proponemos un modelo de organizacion de la
ensefianza de la Geometria, basada en “hilos conductores’ eigiendo en este caso
[lamado “ Problema de Apolonio” y su historia.

El tratamiento dd mismo tiene como punto inicial, una incursion en d estado de
conocimiento de la Geometria griega en distintas épocas, hasta llegar a la civilizacién
helénica, ubicando temporal y espacialmente las contribuciones de Apolonio.

Con d planteo dd “ Problema de Apolonio” , procedemos a incursionar en la historia a
fin de mostrar que @ hecho de hallar una solucion a este problema fue un reto para
mateméticos de distintas épocas, hasta llegar a su solucién utilizando la transformacion
geométrica llamada “ Inversion”.

Luego abordamos y proponemos algunos temas con @ objetivo de mostrar € poderoso
instrumento que resulta la transformacién de Inversion, tanto para resolver problemas-
cuyas soluciones con otras herramientas mateméticas son muy engorrosas - como €
logro de la solucion de problemas no resueltos.



Miremos €l tema de esta manera...

El punto de partida

Todos los pueblos han desarrollado en d transcurso de su historia, alguna forma de
pensamiento matemético. Los fines han sido muy diversos, entre dlos podemos
mencionar algunos como: satisfacer necesidades de la vida cotidiana, eaborar
vaticinios, acercarse a la divinidad, guiar d pensamiento filosofico, comprender los
fendbmenos naturales...

Pero, cualquiera haya sido su punto de partida, la Matematica ha llegado hasta nuestros
dias a través de dos corrientes principales: € nimero y la forma. Su unién, a partir del
siglo XVII permitié nutrir e caudal inagotable de la creacion matemética, alcanzando
hoy dia logros asombrosos en &mbitos hasta hace poco insospechados.

La Matemética como ciencia, aparece en Grecia entre los siglos V y 1V a.C. a partir de
los conocimientos de dos civilizaciones milenarias: la babilénica y la egipcia. El
contacto entre d Oriente y los griegos, comienza en los tiempos del imperio persa y
termina poco después de las expediciones de Algandro € Grande. A la matematica de
la civilizacion egipcia, los griegos accedieron a través de sus cada vez mas frecuentes
vigjes por € Mediterrdneo, donde extendieron su comercio.

La Matematica fue sometida entonces a las discusiones de los fil6sofos griegos. Estos
pensadores - entre los que encontramos a Pitégoras y a Platén- pronto comprendieron
las grandes dificultades relativas a los conceptos de continuidad, movimiento e
infinitud, asi como € problema de medir magnitudes arbitrarias con unidades
prefijadas (magnitudes inconmensurables). Fue probablemente este dltimo, € que llevd
alosgriegos aignorar € “ nimero” priorizando la“ forma” .

Es asi como se abrieron camino a través de la geometria sintética. Sin embargo, la
influencia de las concepciones de Platdn, respecto a la imposicion de considerar
vélidas agudlas construcciones geoméricas utilizando solamente la “regla no
graduada” y d “compés fijo” se erigié en un obstaculo para @ desarrollo de la
Geometria. EI motor fue puesto nuevamente en marcha casi cuatro siglos después, en
el periodo agandrino, gracias a la audacia y la imaginacién creadora de mentes
brillantes, como veremaos a continuacion.

El “Hilo conductor, un “Hilo histérico...”

El Problema de Apolonio

El conacido actualmente como “ Problema de Apolonio” consiste en lo siguiente:



“dados tres objetos matematicos, como tres puntos, tres rectas o tres circunferen-
cias, trazar una circunferencia que sea simultaneamente tangente a los tres ee-
mentos’ .

Este problema tiene diez soluciones. Las dos més sencillas, donde los objetos son tres
puntos o tres rectas, se encuentran utilizando conceptos de geometria eemental.

El problema de las tres circunferencias (exteriores entre si), tiene en total ocho
soluciones, como puede observarse en la figura:

. o o,
03;(:2 Q.

En d afio 332 a.C, Algandro Magno fundé en Egipto la ciudad de Algandria, este gran
conquistador murié en d afio 323 a.C sin haber podido terminar su construccion. La
inestabilidad palitica que sigui6 a su muerte llevé a la division del Imperio algiandrino
entre los generales de su gército. Una de las partes fue Egipto, gobernada por
Ptolomeo € que, siguiendo las ideas de Algandro, convirtié a esta ciudad en € foco
intelectual dd Mediterrdneo y en € méximo exponente de la cultura Helénica.

Su museo y su famosa biblioteca se constituyeron en d lugar de trabajo de méas de cien
sabios, entre los que se encontraban grandes Matematicos como Euclides, Arquimedes,
Apolonio, Eratéstenes, Ptolomeo, Pappus y Diofanto.

Alli escribio Euclides su monumental obra “Elementos’ en la cual sistematizo la
geometria siguiendo la mas pura tradicion platonica. Debido a dlo, en esta obra,
Euclides no trata sobre las mediciones de las longitudes de los segmentos, de las areas
y volimenes, sino de sus reaciones. Adoptd también € méodo de razonamiento
sintético, conocido hoy como axiomatico-deductivo. Para la demostracion de cualquier
teorema, Euclides parte de una “afirmacién vélida a ciencia cierta’, la cual se apoya en
dltima instancia en un sistema de condiciones iniciales. A partir de esta Ultima, se
desarrollan sucesivamente consecuencias que conducen a la afirmacion buscada.
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Arquimedes (¢287?, 212 a.C.) y Apolonio (¢260?, 200 a.C.), desobedecieron las
recomendaciones de Platén relativas a la Geometria. Asi Arquimedes utilizo recursos
experimentales y conocimientos de la Fisica, creando € “méodo de las palancas’ para
obtener resultados matematicos, l1os que luego demostré a través dd método analitico,
mientras que Apolonio, “d gran gedmetra’ desarrollé la teoria de las secciones
conicas, estudiando curvas como la eipse y la hipérbola las cuales no se pueden trazar
con lareglay € compés griegos. En su tratado sobre las conicas, hizo uso magistral del
método sintético y dd dlgebra geométrica.

En esta época Apolonio plantea € problema que hoy lleva su nombre. EI mismo, se
incluye en su obra “Tangencias’, cuyo origina se perdiera y que conocemaos hoy -
aunque parcialmente- gracias a la obra de los comentaristas. Se desconoce si Apolonio
resolvié @ caso mas genera: trazar una circunferencia tangente a otras tres que no
tienen entre si puntos comunes.

También en los “Elementos’ de Euclides, se plantea € Problema de Apolonio. Se
resuelven los casos de tres puntos y tres rectas, pero no € mas general.

Conocimientos perdidosy vueltos a recuperar

Con las sucesivas destrucciones de la biblioteca de Algjandria se perdieron muchos de
los conocimientos del mundo antiguo, sin embargo |os arabes -causantes de una de esas
destrucciones - ala vez salvaron muchas obras que tradujeron dd griego a su lengua.

Pocos siglos antes de estos sucesos, mas precisamente en € afio 415 de nuestra era,
Europa comenz6 a sumirse en la oscura noche de la Edad Media, época de un
estancamiento casi total de desarrollo de nuevos conocimientos, en particular
mateméticos. Sin embargo, en los monasterios la actividad no se apagd. Los copistas se
dedicaron a reproducir varias obras griegas que llegaron a sus manos.

Con d Renacimiento, Europa despierta de un largo suefio y comienza a gestarse un
hombre nuevo, &vido de conocimientos y con una cosmovision distinta, al ensancharse
las fronteras del mundo conocido con d descubrimiento de nuevas tierras.

Los hombres se reencuentran con los conocimientos dd mundo antiguo gracias al
legado de los musulmanes y de los copistas. Obras como los “Elementos’ de Euclides
y las“Conicas’ de Apolonio, son traducidas a latin.

Mentes brillantes comienzan a entender ese lenguaje matematico griego casi esotérico,
recuperando de este modo esos saberes. Pero los conocimientos que necesitaban los
hombres dd renacimiento, no eran tan complejos y sutiles como los de los gedmetras
griegos, incluyendo las teorias de Apolonio, es asi como se abandona su estudio y por
lo tanto su desarrollo, apareciendo ramas mateméticas nuevas como € Algebra, la
Geometria Analiticay € Célculo Infinitesimal.
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Nuevosinstrumentos matematicos para resolver vig os problemas.

Sin embargo € “ Problema de Apolonio” estuvo vigente entre grandes mateméticos de
distintas épocas, que hicieron uso de nuevas teorias para hallar su solucion.

El &lgebra sincopada, resultd ser un instrumento eficaz en manos de Viéte (1540-1603)
para resolverlo. Mas aln lo fue la Geometria analitica de Descartes (1596-1650). Las
ocho soluciones de este problema para € caso de tres circunferencias, se obtiene
resolviendo un sistema de ecuaciones cuadréticas. Gergonne (1771-1859), en la
primera mitad de siglo XIX, obtiene una de las soluciones mas eegantes utilizando
centros de homotecia, polosy centros radicales.

Es asi como tres teorias distintas permitieron resolver totalmente e problema, pero con
métodos diferentes a los de la Geometria Sintética.

Lainversién, unatransformacion del plano con mucha imaginacion.

La primera mitad dd siglo X1X fue una época de controversias sobre los métodos de
las distintas Geometrias. Aparecieron grandes gedmetras que apostaron por € método
de la Geometria sintéica alegando que, € pensamiento de la Geometria analitica era
basicamente un pensamiento algebraico.

Entre los defensores de la Geometria sintética encontramos a Jakob Steiner (1796-
1863), conocido como “e més grande gedmetra (puro) desde Apolonio” 12,

A é se le atribuye la invencidn de la transformacion [lamada “ Inversion”, que permite
dar solucién a un gran nimero de problemas de un modo eegante, entre los cuales esta4
e Problema de Apolonio.

Por transformacién, entendemos una ley que asigna a cada punto P dd plano, otro
punto P* del mismo, llamado imagen de P por la transformacion.Por gemplo, simetrias
dd plano respecto a una recta, rotaciones del plano alrededor de un punto fijo, etc.

La transformacion ideada por Steiner, generaliza, en cierto modo, la simetria respecto a
una recta, pues se trata de inversion de puntos respecto a una circunferencia; representa
con cierta aproximacion la relacion entre € objeto y la imagen, en una reflexion sobre
un espegjo circular.

Asi: En un plano dado, sea W una circunferencia de centro O y radio k. Definimos
como imagen de un punto P distinto de O, al punto P* situado sobre la semirrecta
OP, si verifica que OP>OP = k2. Al punto O selo llama “ centro de inversion”, ak
selo denomina “ potencia delainversion” ya P e “inverso” deP.



Lainversion intercambia € interior® (excepto O), con €l exterior de la circunferencia
W de centro O y radio k (y viceversa). Tiene la particularidad de que, en  Plano
Euclideo d punto O no tiene imagen, por €lo no es una transformacion dd plano en si
mismo. Notemos que los puntos de la circunferencia W son los puntos fijos de la
transformacion.

Si a plano euclideo le agregamos € punto en € infinito: P, , & centro O tiene imagen,
por lo tanto, lainversion es una transformacion definida sobre la esferaR® E P, .

Es fécil ver que toda recta que pasa por O se transforma en la misma recta; que una
circunferencia concéntrica a W de radio R, se transforma en una circunferencia

concéntrica de radiokz/ R. Sin embargo no es tan sencillo, pero tampoco complicado,

demostrar que toda recta que no pasa por O se invierte en una circunferencia que pasa
por O.

En cambio, demostraremos:

Teorema 1. Cualquier circunferencia que no pasa por O se invierte en una
circunferencia que no pasa por O.

Demostracion:

Fig. 1

Seawla circunferencia de inversion y O su centro, ¢ una circunferencia que no pasa
por O (ver Fig.1). Consideremos d didametro PQ, tal que O,P y Q, estan alineados, por
lo tanto también estan alineados O, P, P’, Q, Q. Para cualquier punto S perteneciente a
c, tenemos que d tridngulo QSP es rectangulo y los triangulos OSP y OSP” son

! Llamamos interior de una circunferencia de centro O y radio k a conjunto de puntos cuya
distancia al centro es menor quek.



semgjantes, como también lo son los triangulos OSQ y OS'Q’. En consecuencia los
pares de angulos, OSQ’, OPS y OSiQ', OQS son iguales. Como la suma de los
angulos OSP’ y SSQ’ esigual a un angulo recto, se concluye que € angulo P¢SiQ'
es un angulo rectoy S' pertenece a la circunferencia que tiene como diametro a P'Q’.
Dado que S es un punto arbitrario de ¢, hemos demostrado que la inversa de la

circunferencia de centro ¢ y radio PQ es la circunferencia de radio P'Q’, que no pasa
por O.

Observacion 1: En d plano proyectivo, una recta puede considerarse como una
circunferencia de radio infinito, por elo podemos decir que la inversa de cualquier
circunferencia es una circunferencia.

Observacion 2: Un resultado sorprendente fue @ obtenido por Mascheroni (1750-
1800) en 1797:

“ Todas las construcciones geométricas posibles mediante la regla'y e compas pueden
hacer se s6lo con € compas’ .

Mediante la inversion se logra una demostracion eegante de esta afirmacion.

Daremos una idea de la demostracion: toda recta se transforma en una circunferencia
(eligiendo d centro de inversion no perteneciente a la recta), lo que falta es construir
el inverso de un punto P solamente usando e compés, como mostramos en la Fig. 2.

Fig. 2
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La construccion se realiza en los siguientes pasos:

1. Construimos la circunferencia a con centro P y radio OP. D y E son los puntos
deinterseccion de a con w.

2. Construimos las circunferencias ¢4, (con centro D y radio OD) y c, (con centro E
y radio OE). Lainterseccion de ambas circunferencias es d punto P, € inverso de P.

Nota 1: La demostracion completa estd en € libro ¢Qué es la matematica?, incluido en
la bibliografia de este trabajo.'?

Propiedades de las figuras que se conservan bajo la transformacion de
inversion.
En otras transformaciones, por gjemplo en la homotecia, hay propiedades de las figuras

primitivas que se conservan, como “la forma”. ¢Qué propiedades conservan las
imagenes de las figuras primitivas bajo la transformacion de inversion?

Evidentemente no es la forma, pues ya vimos que hay rectas que se transforman en
circunferencias y viceversa, 1o que se conserva es € angulo entre dos rectas o entre dos
curvas, como |o demostramos:

Teorema 2: Dos curvas secantes se transforman por una inversion en otras dos
curvas que se cortan bajo el mismo angulo.

Demostracion:

Consideremos d caso de dos rectas m y nque se cortan en un punto P y no pasan por
O, (ver Fig.3a), por medio de la inversion, éstas se transforman en dos circunferencias
m y n" que pasan por Oy por P'. Lasrectas tangentesam” en Oy en P* son paraléas
alarectamy lasrectastangentesan” en O y en P' son paraldas an. Por lo tanto, las
circunferenciassm” y n” forman & mismo angulo que las curvas primitivas.
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Fig. 3a

Sean ahora dos circunferencias a y b que se cortan en Py Q, (ver Fig. 3b),

entonces sus inversas se cortan en P* y Q¢ Llamemos my n a las rectas tangentes en P
aa y b, respectivamente. El angulo que forman estas dos rectas es é mismo que
forman las circunferencias inversas m' y n¢ Lasinversas a' y m’ tienen la misma
recta tangente por ser m tangente aa , en forma andloga b' y n¢ Por lotantoa'y b’

forman € mismo angulo que a yb.

Algunas cuestiones y problemas de construccion relacionados con la
transformacion de inversion

Una de estas cuestiones es:
¢Habré una circunferencia a que coincida con su inversa?
Para responder, podriamos razonar asi:

Si existe, debe ocurrir que Py su inverso P* pertenezcan a la misma circunferenciay a
la semirrecta OP. En consecuencia afirmamos:

La circunferencia buscada tiene intersecciéon no vacia con la circunferencia de
inversion.
12



El centro deinversién O esexterior ala circunferencia a.

La respuesta a huestra pregunta es afirmativa:
Solucién:
Trazamos latangentea a desde O. Llamamos T a punto de tangencia (ver Fig 4). Por

potencia de un punto O respecto de una circunferencia tenemos que OT - = OP.OP' y
por la definicion de puntos inversos debe cumplirse OP.OP' = k?, por lo tanto:

OT’ =Kk?
En consecuencia, € punto T es un punto doble, es decir es un punto invariante, por lo
que pertenece a la circunferencia de inversion, por lo tanto, la circunferencia de
inversiony la circunferenciaa seintersecan en d punto T. En este punto, € angulo que

Fig. 4
forman las circunferencias es recto por lo que decimos que son ortogonales. La
circunferencia a ortogonal awy esla queresueve € problema.-
Otras cuestiones interesantes son:
1. Lascircunferencias ortogonales se invierten en circunferencias ortogonales.

2. Cualquier circunferencia ¢ que pase por dos puntos distintos, inversos uno del

otro en la circunferencia de inversion w, essu propiainversa y c esortogonal a
w.

Problema 1: Dada la circunferencia de inversion wy un punto P que no pertenezca a
W , construir una circunferencia ortogonal aw que pase por P.
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Solucion:

(8 Si P es exterior a w, una de las circunferencias que resuelve este problema es la
que tiene como didametro a PT, donde T es € punto de tangencia de la recta trazada
desde P.

(b) Si P esinterior a W, dados dos puntos cualesquiera de la circunferencia w , Ay B,
construimos una circunferencia ortogonal a W que pase por Ay P, y otra, por By P.
Para elo construimos la mediatriz de AP y la recta tangente a w en A. La
circunferencia que tiene como centro la interseccion Q de ambas rectas y radio QA es
una de las circunferencias solucién. Analogamente para € punto B. La interseccion de
ambas circunferencias es € inverso de P .-

Por lo expuesto podemos concluir:

Dada una familia de circunferencias que pasan por O (centro de inversion) y un

punto P del plano:

- Seinvierte el haz dado en un haz de rectas que pasan por P'.

- Una familia de circunferencias ortogonales a las dadas se invierte en
circunferencias ortogonales al haz de rectas obtenidas en € item anterior. Estas
circunferencias son concéntricas.

- Dadas dos circunferencias que no se cortan, se puede encontrar una inversion tal
que sus transformadas sean circunferencias concéntricas.

- Una familia de circunferencias tangentes en un mismo punto P se puede invertir
en un haz de rectas paralelas. Basta considerar como centro de inversion a P.

Algunos problemas se resuelven facilmente sin usar como instrumento a la inversion,
pero sirven como actividad para adquirir las estrategias de esta transformacion, por
gemplo d siguiente:

Problema 2: Dada una circunferencia ¢ y un punto P exterior a ella, construir:

a) Una circunferencia tangente a ¢ y que pase por P.

b) Una circunferencia ortogonal a ¢y que pase por P.

Los problemas 3 y 4 que planteamos a continuacion, se resudven facilmente mediante
inversion, lo importante es encontrar un centro adecuado, ya que d radio de la
circunferencia de inversion afecta la ubicacion de la figura:

Problema 3: Dada una circunferencia wy dos puntos no inversos Py Q, construir la
circunferencia que pasando por Py Q, es ortogonal a w.
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Problema 4: Dado un punto Py dos circunferencias ¢; y ¢;, que no pasan por P,
trazar una circunferencia que pase por Py satisfaga la condicion:

a) Seatangenteac, y ¢,
b) Sea ortogonal ac, y ¢,

El cuchillo del zapatero

Los griegos estudiaron propiedades de la figura limitada por los tres semicirculos ¢, ¢;
y ¢ (ver Fig. 5 @) a la que llamaron arbelos, que significa cuchillo del zapatero. La
denominaron asi por que su forma se asemgja a la hoja de los cuchillos utilizados en la
antigliedad por los trabajadores del cuero. Se cree que Arquimedes (287 a 212 A.C.)
fue @ primer matematico que estudio varias propiedades interesantes de cuchillo del
zapatero, |las que aparecen en su Libro de los Lemas (Liber Assumptorum).

Una propiedad notable del cuchillo del zapatero es:
El punto T pertenece al segmento PSy R pertenece al segmento QS. (ver Fig. 5b)
Solucion:

c Fig. 5a

La Fig. 5b, nos muestra la inversa de la Fig. 5a. Elegimos O (punto de tangencia entre
G Yy Cy) como centro de inversion. Las circunferencias de diametros OP y OQ se
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transforman en rectas perpendiculares a P'Q’, mientras que la circunferencia de
didmetro PQ setransforma en la circunferencia con diametro P'Q".

Observamos que P¢ y Q¢ son puntos de tangencia, como lo son sus puntos
correspondientes P y Q, asi las rectas PQ" y QdR¢ son tangentes a la inversa de la
circunferencia c.

La circunferencia ¢z se transforma en una recta paralda a P@Q¢que pasa por 1os puntos
T yR,yaquec;cotaac, enTyac, en R Lo que resulta que OPT'S es un
rectangulo, en consecuencia es inscriptible en una circunferencia a. Invertimos a y
como pasa por O, su inversa es una recta que pasa por P, Ty S, concluyendo entonces
gue estos tres puntos estan alineados.

En forma andloga se demuestra la colinealidad de Q, Ry S-

Un problema de Pappus.

Pappus alrededor ded afio 320 escribid acerca de un problema particular: construir
circulos tangentes a los dos semicirculos mas grandes y sucesivamente uno de otro,
como lo muestra laFig.6, € que podemos enunciar asi:

Dados tres circulos ¢, ¢; Yy C;, como muestra la Fig. 6, construir circulos que sean
tangentes a los dos semicircul os de mayor radio y tangentes entre si.
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Solucion:

Queremos encontrar circulos tangentes a ¢; y a ¢, nos conviene transformarlos en dos
rectas. Si degimos como centro de inversion a O, dado que c y ¢; son tangentes en O,
éstas se transforman en dos rectas paraldas c¢y c{ ; ¢, ycz enloscirculosc’, yC'3
tangentes a ambas rectas. Por lo tanto los circulos de radio r resuelven € problema
luego de efectuar la transformacion inversa.-

Debemos destacar que Pappus obtuvo € siguiente resultado sin usar inversion:
h, = 2nr,

donde n es nimero de circulos tangentes a ¢; y a c. Utilizando la Fig. 6, obtenemos
que:

Ts
r

0
w3J
=y

<

o

R

Esto prueba d resultado para n = 1, & mismo méodo se aplica para cualquier valor de
n.

La cadena de Steiner de circunferencias.

EnlaFig. 7 intentamos llenar la region entre dos circunferencias c, y C, con una
cadena de circunferencias tangentes entre si.

Primero elegimos un centro de inversion apropiado de tal formaque ¢' y C," resulten
concéntricas (El centro de inversion en uno de los puntos en los cuales se intersecan las
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circunferencias ortogonales a ¢, y C,). Por lo tanto, € problema se reduce a construir

una cadena de circunferencias iguales, tangentes entre si y tangentes a c§ y c¢. El radio
de la primera circunferencia que construimos esta fijado por las circunferencias dadas.
Por lo que la sucesién de circunferencias puede ser cerrada 0 no, independientemente
de la primera. Realizamos la transformacion inversa y obtenemos la solucion a nuestro
problema.

El inversor de A. Peaucellier

Existen métodos mecénicos para construir € inverso de un punto. El inversor es un
instrumento descubierto por L. Lipkin en 1781 y redescubierto por A. Peaucdlier cerca
de 90 afios después, por dlo se conoce como “e inversor de Peaucillier”

E

Fig. 8

Consta, ver Fig. 8, de siete varillas rigidas, dos de longitud a, cuatro de longitud b, y
una de longitud arbitraria t. O y S son dos puntos fijos, situados de modo que

OS = PS. El aparato entero puede moverse, puesto que las cuatro esquinas dd rombo
PEPF tiene bisagras. Demostraremos que si P describe una circunferencia con centro
Sy radioPS, P describe un segmento de recta. Designemos por X d pie de la
perpendicular desde E a PP', observamos que:
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OPOP' = (OX - PX).(OX +PX) = OX’- PX
= (OX’+EX?)- (PX* +EX?)
- a2_b2

La cantidad a® - b”es una constante que llamaremos r?, en consecuencia Py P’ son
puntos inversos respecto a la circunferencia de radio r y centro O. Cuando P describe
una trayectoria circular que pasa por O, P' describe una recta.

Observamos que la conexion de Peaucelier convierte un movimiento circular en un
movimiento rectilineo, por dlo, este instrumento resolvié d problema de Watts que
consistia en unir € piston de su méquina de vapor con un punto de un volante de forma
tal que larotacidn de éste, hiciese mover € piston en linea recta.

Problema de Apolonio

Como ya expresaramos, € problema consiste en encontrar una circunferencia tangente
aotrastresdadas ¢, ¢; y c3. EnlaFig.9 mostramos un giemplo:

yet
>

Fig. 9

Si las tres circunferencias dadas son concéntricas, no hay circunferencias reales que
sean tangentes a dlas. Debemos enfatizar, quizés, que siempre son soluciones reales
las que estamos buscando.
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La condicién para @ contacto de dos circunferencias es que la distancia entre los
centros debe ser igual a la suma o a la diferencia de los radios, segin sea la clase de
contacto, externo o interno, como lo muestra la Fig. 10:

Fig. 10

Si consideramos las tres circunferencias ci, C, y Cs, como las dadas en la Fig. 9, uno de
los métodos consiste en agregar o sustraer del radio de las tres circunferencias d radio
més pequefio. Asi se reduce € problema a encontrar una circunferencia que pase por
un punto d, y sea tangente a dos circunferencias d, y d,. Esto es claro, ya que a

invertir respecto de una circunferencia con centro en d,, se tienen dos circunferencias
d," y d,". Si trazamos una de las rectas tangentes a ambas, la inversa de ésta es

tangente a d, y a d,, ademas de pasar por d,. Luego construimos con centro A, y

radios eegidos convenientemente una de las soluciones a problema. Razonando en
forma similar, se pueden obtener las demés soluciones.

Conclusiones

La transformacion de inversion es, como expresara Migud de Guzman una
“transformacion loca y muy divertida® pues, s la comparamos con otras
transformaciones del plano ésta no conserva “las formas’. Justamente € no conservar
las formas ayuda a la formacién de un pensamiento geométrico distinto, que se basa
fundamentalmente en un gercicio de laimaginacion.

El méodo basico consiste en degir adecuadamente € centro de inversion para
transformar un problema en otro més simple, resolver éste, y luego volver a problema
original por la transformacion inversa. Alli vemos con asombro como se han
acomodado las piezas del “rompecabezas’ mostrandonos € problema resudlto.
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En cuanto a nosotras como docentes, € hecho de optar por un ordenamiento distinto de
los temas a través de un “hilo conductor” nos ha permitido reordenar y jerarquizar de
otro modo nuestros conocimientos. La incursion en la historia de Problema de
Apolonio, nos permitié realizar varias bifurcaciones, encontrando muchos problemas
que se resuelven por medio de la transformacion de inversion, algunos de los cuales
hemos incluido en este trabajo: € problema de los Arbelos, la cadena de Steiner de
circunferenciasy € Inversor de Peaucdlier.

Con todo lo expuesto creemos que esta propuesta y su puesta en practica nos ha
permitido acercarnos a nuestro objetivo: desarrollar de una manera distinta €
Pensamiento Geométrico en & Futuro Profesor de Matemética”
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