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Resumen

En este articulo se presentaran algunos resultados de la investigacion doctoral sobre
las problematicas semioticas en las representaciones de los conjuntos infinitos en la
practica docente. Este trabajo de investigacion surge de las dificultades que
presentan los estudiantes en la construccion cognitiva de los conjuntos infinitos en
los procesos de ensefianza y aprendizaje. Centraremos la atencion en la dificultad
asociada a la falta de conciencia semidtica por parte de los profesores en las
representaciones establecidas en la ensefianza de los conjuntos infinitos. Para abordar
esta dificultad, es necesario indagar y describir las problematicas semioticas de las
representaciones de los conjuntos infinitos a partir de los libros de texto, que permita
generar en los profesores un cambio en la conciencia semidtica' sobre la eleccion de
las representaciones utilizadas en la ensefianza y aprendizaje de los conjuntos
infinitos, lo que lleva a fortalecer la hipotesis de Duval (1995/1999, p. 15) “no hay
noesis sin semiosis”.

Palabras clave: Conjuntos infinitos, representacion semidtica, ensefianza y
aprendizaje.

Problema

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de los conjuntos infinitos se evidencia
dificultades en los estudiantes respecto a su construccion cognitiva; estas dificultades estan

1 " . . T L. . . .
Con "conciencia semiotica" queremos indicar el conocimiento consciente sobre los sistemas de
representaciones que se movilizan en la actividad matemaética.
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asociadas a la dificultad objetiva de los estudiantes frente a le tematica del infinito (que
constituye un obstaculo epistemoldgico) y a la teméatica general de la formacion de una correcta
noética frente a las representaciones semioticas (paradoja de Duval). Ademas, se asocian a la
concepcion errada de algunos profesores de matematicas con respecto al infinito y a la falta de
conciencia semidtica sobre la eleccion de las representaciones utilizadas por los profesores en la
ensenanza de los conjuntos infinitos.

Con respecto a la concepcion errada de algunos profesores de matematicas sobre el infinito
y los conjuntos infinitos, en la investigacion de Arrigo, D'Amore y Sbaragli (2011) se destaca
que en el estudio del infinito las dificultades

por parte de los estudiantes no se deben solamente a los obstdaculos epistemologicos, sino
que son reforzadas y ampliadas por obstdculos de tipo didactico, derivados de los modelos

intuitivos [y de las ideas erroneas] proporcionados por los docentes a sus estudiantes. (p.
138);

se enfatiza especialmente que los profesores a menudo no presentan un apropiado concepto
del infinito matematico; éste esta relacionado a partir de las convicciones de los profesores con el
infinito interpretado como: indefinido, niimero finito grande, ilimitado o proceso potencial.

Con relacion a los conjuntos infinitos, Arrigo, D'Amore y Sbaragli (2011) establecen que
“primero es necesario convencer a los docentes, de todos los niveles escolares, sobre la validez
no absoluta de la nocion comun euclidiana ‘El todo es mayor que sus partes’, dado que no es
valido para los conjuntos infinitos” (p. 177), ya que un conjunto que tiene infinitos elementos
puede ponerse en correspondencia biunivoca con un subconjunto propio (definicidon actual), en
palabras de Dedekind se define conjunto infinito (basdndose en las observaciones de Galileo)
como: “Un sistema S se denomina infinito si es similar a una de sus propias partes, en el caso
contrario S se denomina un sistema finito” (Dedekind, 1982, p. 98).

La conviccion® sobre la validez absoluta de la “nocién comin” euclidiana segun la cual
“El Todo es mayor que sus partes” ocurre debido a que el profesor solo ha construido una visién
potencial del infinito y no ha construido su vision del infinito actual. Esto es algo que histérica y
epistemologicamente ha ocurrido, ya que inicialmente Aristdteles solo acepta la existencia del
infinito en potencia y no en acto, prohibiendo el trabajo, investigacion y discusion del infinito
actual, lo que gener6 un verdadero dogma durante mas de dos mil afios y es hasta el siglo XIX
con George Cantor quien matematiza el infinito actual.

Aunque los argumentos anteriores son un ejemplo de la gran dificultad que est4 asociada a
la construccion cognitiva del infinito y conjuntos infinitos en los estudiantes y docentes, y ya
fueron temas de muchas investigaciones en el pasado, nuestra atencion se dirige a la falta de
conciencia semidtica sobre las representaciones establecidas en la ensefianza de los conjuntos
infinitos, que se empieza a evidenciar cuando los profesores realizan las siguientes afirmaciones
respecto a las representaciones de este objeto matematico:

Inv: [...] ;/Tu crees que los elementos que forman el conjunto de los enteros son: mds,

? En este documento, el termino de conviccion se abordara desde las concepciones como es propuesto por
Azcérate, Garcia y Moreno (2006), quienes sefialan que las concepciones de los docentes consisten en la
estructura que cada profesor de matematicas da a sus conocimientos para posteriormente ensefarlos o
transmitirlos a sus estudiantes, y no desde la creencia, que es el modo de conocimiento propio a la opiniéon
(Duval, 2004). La delimitacion de la conviccion se desarrolla en la tesis.
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menos o el mismo numero de los elementos que tiene el conjunto de los naturales?
C: Obviamente son mads, estan ademds todos los negativos. | ...]
Inv: ;Como representarias estos conjuntos numericos a tus estudiantes?

C: Los relativos [enteros] los pondria en la recta de los numeros y los naturales en cambio
deben estar en la linea de los numeros. |[...]

Inv: jEsto lo presentas en clase?

C: Por supuesto que digo que los numeros negativos siempre deben estar siempre antes de
los positivos. (Arrigo, D'Amore & Sbaragli, 2011, p. 209)

Bésicamente el profesor estd generando estos argumentos desde lo que ve en las
representaciones y no desde la coordinacion de registros de representaciones semioticas que son
necesarias para la conceptualizacion (Duval, 1993) de los conjuntos infinitos; en este caso lo que
ve son las “siguientes representaciones graficas habituales que llevan a pensar, tanto a los
docentes como a los estudiantes, que el numero de enteros es el doble del numero de naturales”
[0 que el conjunto de los enteros tienen més elementos que el conjunto de los naturales]:
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2 (Arrigo, D'Amore & Sbaragli, 2011, p. 222)

Evidenciemos otro argumento de un profesor al dar respuesta a la pregunta ““,; Cudntos son
los numeros naturales: 0, 1, 2, 3,...7 F: Los numeros naturales son infinitos, ya que un conjunto
es infinito si esta conformado por infinitos elementos y 0, 1, 2, 3, ... son infinitos” (Arrigo,
D'Amore, Sbaragli, 2011, p. 215), argumento que no presenta una construccion cognitiva del
objeto conjunto infinito, ~ pero que muestra claramente la interpretacion que le estd dando a los
puntos suspensivos en la representacion 0, 1, 2, 3, ... como los infinitos elementos.

En estos ejemplos se muestra en cierta medida la falta de conciencia semiotica que tienen
los profesores en la construccion cognitiva y en la ensefianza de los conjuntos infinitos; pero esta
no es la Unica causa; los profesores, para los procesos de ensefianza y aprendizaje de los objetos
matematicos, recurren a los libros de matematicas como referentes para su planeacion y disefio
de actividades.

Algunos profesores al desconocer estos conceptos matematicos (infinito, conjunto infinito)
desde la epistemologia, la historia y la semidtica, solo los asocian a la transposicion didactica
elegida por el autor de los libros de texto (Arrigo, D'Amore & Sbaragli, 2011), por lo tanto, estos
objetos matematicos que son ensefiados por el profesor en el aula de clase, no presentan un
andlisis critico a nivel epistemologico, historico y semidtico, para su construccion cognitiva.

Por ejemplo, para la construccion cognitiva de los numeros reales se proponen en los libros
de textos de secundaria (grados octavo y once) y de universidad las siguientes definiciones:

Actualmente el conjunto infinito se define como: “Un conjunto S se denomina infinito si y solo si se

puede poner en correspondencia biunivoca con una de sus partes propias” (Arrigo, D'Amore & Sbaragli,
2011, p. 97).
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Definicion libro para grado 8’

Los numeros naturales N, los enteros Zy los racionales @, conforman, junto con los
irracionales I, el conjunto de los numeros reales R.

Para entender como se relacionan los conjuntos de numeros mencionados, observemos el
siguiente esquema:

. (Dueias, Garavito & Lara, 2007, p. 48)

Definicion libro para grado 11°

El conjunto de los numeros naturales lo representamos con Ny estd formado por los
numeros que se utilizan para contar es decir, N ={1,2,3,...}. A partir de los numeros
naturales es posible construir los numeros enteros Z agregando el 0y los negativos de los
numeros naturales. De esta forma obtenemos Z ={...,-3, -2, -1, 0, 1,2,3,...}.

Es posible representar estos numeros en la recta numérica como muestra la figura
N

>
>

4
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Al formar todos los posibles cocientes entre numeros enteros obtenemos el conjunto @ .
a — , . .
Entonces Q ={§ :a,b €Z,b# 0}. Los numeros racionales se caracterizan porque su

expresion decimal es finita o infinita periodica. Aquellos numeros cuya expresion decimal
es infinita no periodica forman el conjunto de los numeros irracionales I . Algunos
ejemplos importantes de los numeros irracionales son: 7=3,14159..., e<2,71828...

Los numeros reales son el conjunto formado por la union de los numeros racionales y los
irracionales... R = @Q UI . (Moreno, Roldan & Romero, 2011, p. 12)

Definicion libro universitario
El conjunto de los numeros reales, R.={x | x es un numero decimal}, contiene a todos los
numeros racionales, es decir, Q C R, pero existen numeros reales que no son racionales,

los numeros decimales que tienen un numero infinito de cifras decimales que no se repiten
periodicamente (decimales infinitos no periodicos), los cuales han sido llamados numeros

irracionales. Por ejemplo: 5,424424442..., N2, & son algunos de ellos.

R- @ ={x | x es decimal infinito no periodico} es el conjunto de los numeros irracionales.

Por lo anterior, cada numero real es racional o es irracional, pero no pueden ser ambos a
la vez. (Rubio & Dueiias, 2006, p. 4)

En estas definiciones, los autores de los libros usan el término de infinito pero se le deja al

Comunicacion Il CEMACYC Cali, Colombia, 2017



Las problematicas semioticas en las representaciones de los conjuntos infinitos 5

profesor, al estudiante o al lector su conceptualizacion de forma intuitiva. Ademads, esto se puede
evidenciar cuando se presentan la representacion de los numeros naturales y enteros, asi: N={1,
2,3,4,5,...}, Z={...,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, 5,...}, y los ejemplos propuestos de los
numeros racionales e irracionales, asi: 5,424424442..., n=3,14159...,0,17....

Desde estas representaciones surgen las siguientes preguntas de reflexion: ;Qué
interpretacion tienen los puntos suspensivos para los estudiantes con respecto al infinito? y
(Como representamos el conjunto de los niimeros reales, a parte de la tentativa ingenua de
representacion propuesta en la definicion de Rubio y Duefias (2006)?.

Con respecto al tema de los conjuntos infinitos, surgen las siguientes preguntas: ;Qué
representacion se propone en los libros de texto y en las catedras de un conjunto infinito?. Mas
aun, (Qué papel tiene la representacion semidtica en todo esto?, ;Coémo se pasa de la semiosis a
la noesis? y ;Como se puede interpretar en estas circunstancia la paradoja cognitiva de Duval?

Estas preguntas se asocian especialmente a la falta de conciencia semiotica por parte del
profesor sobre las representaciones establecidas en la ensenanza de los conjuntos infinitos, en
donde se puede establecer una falta de analisis critico sobre los registros de representacion
semidtica presentados no solo en los textos escolares y universitarios, sino en las practicas
docentes al ensefiar los conjuntos infinitos.

A partir de esta problematica que se presenta sobre las representaciones, se plantea la
siguiente pregunta de investigacion:

;Como los profesores cambian su conviccion sobre la representacion semiotica de los
conjuntos infinitos a partir de los resultados de entrevistas hechas a estudiantes en las cuales se
manifiestan faltas de construccion cognitiva del objeto “conjunto infinito” debido a las
elecciones semioticas del profesor mismo?

Objetivo*

Indagar y describir las diferentes representaciones semidticas de los conjuntos infinitos a

partir de los libros de texto.
Anilisis®

Para dar respuesta a los anteriores interrogantes asociados a la falta de conciencia
semidtica y a la pregunta de investigacion, se abordan los elementos semioticos-cognitivos
propuestos en la teoria de Duval (1995/1999, 2004, 2006, 2016); estos elementos dependen
particularmente del uso de una gran variedad de sistemas semidticos de representacion y sus
transformaciones para la construccién y comprension de los objetos matematicos, ya que los
objetos de la matematica no son cosas que son percibidas por los sentidos: nadie los puede ver,
tocar, saborear, oir, sentir, pesar, colorear, romper, lo inico que podemos hacer con estos
“objetos matemdticos es describirlos, definirlos, denotarlos, denominarlos, disefiarlos etc., es
decir dar representaciones semioticas”. (D" Amore, Fandifio & Iori, 2013, p. 125)

Con respecto a estos elementos propuestos por Duval (1995/1999, 2004, 2006, 2016) para

* Este objetivo hace parte de un objetivo especifico de la tesis doctoral y que refleja los ejemplos y
analisis de una parte de la investigacion que se propone en este escrito.

> En esta ocasion el espacio del escrito es muy limitado para abordar todo el componente metodologico,
por lo tanto, los invitamos a leerlo en la tesis.
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la entrada semiotica — cognitiva, se presenta un andlisis de algunas representaciones que son
propuestas en las definiciones de los libros para la construccion de los numeros reales.

En el libro de grado octavo se define que “Los numeros naturales N, los enteros Zy los
racionales @, conforman, junto con los irracionales I, el conjunto de los numeros reales R”;
esta definicion se ubica en el registro de la lengua natural, pero los Autores presentan también el
esquema 1 que se ubica en una representacion auxiliar.’ Y hay una evidente contradiccion entre
las dos representaciones semioticas.

En este caso se presenta una transformacion de -
conversion, donde se cambia de registro de la lengua natural a la P ~
representacion auxiliar; pero en la representacion auxiliar se : :
puede observar una evidente contradiccion con respecto al ‘
registro de la lengua natural, ya que si ubicamos una i
representacion hipotética de dos nimeros (puntos azules) en la i
representacion auxiliar donde esta la letra R., se puede
establecer que en esos lugares los numeros no pertenecen a los Esquema I. Representacion
Q, ni a los I, entonces surge la siguiente pregunta ;Qué nimero  4yxiliar de los R.
se representaria en este lugar?; por lo tanto, lo que tenemos en
este ejemplo es un problema con la representacion auxiliar, la cual no esté representando
correctamente el objeto matematico de los numeros reales, en este caso no existe una
coordinacién de registros (Duval, 1995/1999, 2006, 2016).

En la definicion del libro de grado once, se presentan los siguientes registros de
representacion:

Algebraica: N={1,2,3,..} vy Z={...,-3,-2,-1, 0, ,L2,3,...}, y

grafico (la recta de los nimeros naturales y enteros):

4

Y

En estos dos registros de representacion se evidencian las siguientes problemadticas: en los
registros de representacion algebraica solo se presenta por parte de los autores del libro el orden
“natural” de los nimeros naturales y de los numeros enteros, lo que lleva a profesores y
estudiantes a pensar que solo hay estas representaciones posibles y correctas, como lo afirma un
profesor “estos numeros tienen que ordenarse siempre asi” (Arrigo, D'Amore & Sbaragli, 2011,
p. 209).

Esta aceptacion por parte de los profesores y estudiantes de una sola representacion
semidtica del orden que se considera Unica, con sus problemas de interpretacion, deja de lado la
representacion de otras formas de ordenar los conjuntos de los numeros naturales, enteros,

% Las representaciones auxiliares no dependen del registro semidtico y son utilizadas en matematicas,
como el material manipulativo (el dbaco, las regletas de cuisenaire, bloques logicos, etc.), los ejemplos,
las ilustraciones, las tablas, etc. (Duval, 2004). Los invitamos a leer el trabajo de D’ Amore, Fandifio y lori
(2013), donde se ejemplifican estas representaciones.
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racionales, irracionales y reales; por ejemplo, el orden del conjunto de los nimeros naturales
puede representarse asi: N ={...5, 4, 0, 1,6,8,...}, N={0, 3, 7, 2,...}, etc.; el orden del conjunto de
los numeros enteros se pueden representar asi: Z ={0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ..}, Z={0, -1, 1, -2, 2, -
3,3 L Z={.,-3,0 -2 1-1, 3, 2,...}, etc.; en otras palabras, cada conjunto de elementos con n
elementos (n>1) tiene mas de un orden posible (n!).

Estas formas diversas de representar el conjunto de los nimeros enteros generan una mayor
aproximacion a la comprension de los conjuntos infinitos, generando en los profesores
argumentaciones desde las construcciones del objeto matematico y no desde lo que se puede ver
en la representacion, como se confirma en la siguiente indagacion

Inv: [...] ;Tu crees que los elementos que forman el conjunto de los enteros son: mas,
menos o el mismo numero de los elementos que tiene el conjunto de los naturales?

C: Obviamente son mas, estan ademds todos los negativos. (Arrigo, D'Amore & Sbaragli,
2011, p. 209).

En el registro grafico se presenta por parte de los autores del libro la semirrecta y la recta
que representa los Ny los Z, 1o que lleva a pensar a profesores y estudiante “que el numero de
enteros es el doble del numero de naturales” (Arrigo, D'Amore, Sbaragli, 2011, p. 222), ademas,
esta afirmacion se fortalece cuando los profesores y estudiantes observan el registro grafico 'y
perciben que N tiene una sola direccion hacia el infinito (positivo), mientras Z tiene dos
direcciones hacia el infinito (positivo y negativo), por lo tanto, N tiene méas niimeros que Z,
porque N tiene un infinito y Ztiene dos infinitos, argumento que no es valido y evidencia la
problematica con este registro de representacion.

Aunque existen mas problematicas con los registros de representacion propuestos en los
libros de texto, solo se centro la atencion en los anteriores ejemplos como una introduccion a la
falta de conciencia semiotica por parte de los profesores en la eleccion de las representaciones
semidticas utilizadas para la ensefianza de los conjuntos infinitos; en la tesis se realiza un analisis
de los registros de representaciones propuestas por el profesor en el aula de clase y las propuestas
en la historia de las matematicas.

Conclusiones

Estos problemas que se presentan en las representaciones, aunque hayan sido evidenciados
por las investigaciones en didactica de la matematica, se siguen presentando con profesores que
actualmente estan en ejercicio y en formacion, por lo tanto es muy importante generar un cambio
en la conciencia semidtica sobre la eleccion de las representaciones utilizadas en la ensefanza de
los conjuntos infinitos.

Se destaca como elemento importante en la relacion con las problematicas semioticas de la
representacion semiotica de los conjuntos infinitos, el estudio y analisis critico que se debe
realizar a los registros de representacion semidtica en los textos escolares y universitarios, y a las
practicas docentes al ensefiar los conjuntos infinitos, ya que: “la comprension conceptual, la
diferenciacion y el dominio de las diferentes formas de razonamiento [ ...] estan intimamente
ligados a la movilizacion y a la articulacion cuasi-inmediatas de algunos registros de
representacion semiotica”’ (Duval, 1995/1999, p. 18).
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