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Resumen

Basados en la conviccion de que es factible implementar en el entorno escolar actividades
que den sentido a la Superficie como Magnitud y abordar su Medicidn mediante
procedimientos significativos, se han logrado identificar a raiz de este estudio, ciertos
factores que lo favorecen y los que obstaculizan dicho proceso. Se exponen asi cuestiones
generales sobre magnitudes y medicion y otras relacionadas a su ensefianza y al calculo de
areas.

Teniendo como objetivo contribuir al proceso de ensefianza y aprendizaje de ésta magnitud
y su medicidn, se indaga acerca de los aspectos involucrados para el desarrollo del tema,
permitiendo esbozar una propuesta didactica que facilite la adquisicion de algunos
conceptos involucrados, en particular, a la medida de cantidades de superficie desde una
perspectiva unidimensional.

Palabras claves: medicion - superficies — areas — perspectiva unidimensional

Introduccion

El punto de partida de este trabajo es la concepcion de que la Medicion de Superficies
involucra directamente saberes matematicos habitualmente tratados en la escolarizacion
basica y considerados muy Util para la vida practica de los ciudadanos, correspondientes a
dos ramas matematicas distintas, pero a la vez intimamente relacionadas: la Geometria y las
Mediciones. Coherentes con el marco tedrico en el que se ubica este estudio, adhiriendo a
una postura constructivista del aprendizaje y a las ideas de la Didactica de la Matematica
fundamental que postula que lo primero que hay que analizar es el conocimiento
matematico involucrado, presentamos las diferentes caracteristicas, particularizando al
tratamiento de la Medicion de la Magnitud Superficie de figuras geométricas usuales.
Particularmente, la medicion y las medidas tienen por detrdas numerosos conocimientos
matematicos muy refinados y complejos que han sido incorporados a las matematicas
superiores, como la teoria de la medida. Aunque no es esto lo que obstaculiza su ensefianza,
porque como bien lo dice Chamorro (2003, p.222) “es justamente la consideracion de que
se trata de un conocimiento social (al fin y al cabo casi todos los adultos saben medir o
creen que saben medir), lo que genera no pocas paradojas en su ensefianza”. De esa forma,
la escuela abandona parte de esa ensefianza, por ejemplo, la medicion efectiva, con la idea
que seran aprendidas por las personas de manera independiente, con experiencias familiares
0 de vinculos sociales y los transforma de esta manera en conocimientos que se suponen
adquiridos pero que tendran que ser utilizados mas adelante en su vida social y personal.

Se agrega a esto la transposicion didactica que hacen los textos y maestros, deteniendo su
atencion en el aspecto aritmético de la medicion, con abundancia de actividades
fuertemente algoritmizadas y presentadas mediante cambios de unidades de medidas en el
Sistema Meétrico Decimal, sin que representen situaciones significativas para los alumnos,
constituyéndose asi en un “mero saber escolar, sin practicamente utilidad alguna fuera de la
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escuela, y muy distante, epistemologicamente hablando, del saber matematico de
referencia” (Chamorro, 2003, p.223). Para mostrar mejor la problemaética planteada,
citamos los importantes aportes de Brousseau y Brousseau (1991, p.17), quienes expresan:
“El hecho de que el concepto de medida se trate de un concepto muy antiguo y
universalmente utilizado, hace que se tienda a creer que es simple y consecuentemente a
rehusar incluso clarificar las dificultades encontradas en la préctica o en la ensefianza, si
esto implica construcciones matematicas modernas...[....]..por ese caracter universal y
familiar ha conducido a una proliferacion de términos comprometidos en usos ambiguos y
anarquicos que dan lugar a contradicciones culturales perjudiciales para la ensefianza...”.
Por otra parte, las nociones de magnitud y medidas estan relacionadas con otros numerosos
conceptos, nada simples, entre ellos la realizacion de mediciones efectivas, que no siempre
resultan sencillas y generalmente son poco controlables en la actividad escolar. En este
sentido, los autores mencionados describen algunos “objetos” distintos en los problemas
que se relacionan con la complejidad de la medida (que en Chamorro se designan como
entornos de la medida):

Los objetos soportes de los caracteres a medir, la magnitud, concepto que permite
aprehender “lo que puede hacerse mas grande o mas pequefio”, relativamente a objetos
soportes, la cantidad de magnitud, que supone trabajar con una relacion de equivalencia, la
medida (medida-funcidn), que es una aplicacion aditiva y positiva de un conjunto medible
en R, el valor de esta medida (medida-imagen), la medida concreta, la medida o medicion
que designa la operacion material o el método que permite determinar efectivamente un
namero y un intervalo (o una familia de intervalos) de incertidumbre (o de confianza) y
también la evaluacion de las medidas, es una especie de juicio o de “medida” sobre la
medida, sobre su expresion, que representa el tamafio, la Magnitud relativa, la Rareza, la
Calidad, la Precision, etc.

De hecho, la consideracién en la ensefianza de la medicion de magnitudes de todos estos
entornos tendra que ver con el nivel escolar donde se traten, y muchas veces las opciones
son a favor de algunos de los mismos.

Cuestiones generales sobre magnitudes y medicion

Segun lo indican Godino, J.; Batanero, C. y Roa, R. (2002, p.24), la nocion de magnitud
cambia de acuerdo al contexto en el que se estudia y se utiliza el término. Como una
primera aproximacion al concepto de magnitud, se puede decir que es la cualidad o
atributo o rasgo que posee un cuerpo que varia de una manera cuantitativa, continua
(longitud, peso) o discreta (nimero de personas). En cuanto a la distincion entre cantidad y
magnitud, siguiendo a Puig Adam, P. (1980, p.98), se expresa que “la cantidad es lo que
tienen de comun los elementos iguales entre si, mientras que la magnitud es el caracter
comun a todos los elementos de un cierto conjunto”. Pero aun cuando, para abreviar,
magnitud y cantidad de la magnitud se designen con la misma palabra, no deben
confundirse estos conceptos.

Por otra parte, desde un punto de vista formal, con la palabra magnitud se designa un
conjunto de objetos abstractos, dotado de una cierta estructura algebraica. Se parte de un
conjunto entre cuyos elementos se establece una relacion de equivalencia y una relacion de
orden compatible con la suma, esto permite definir magnitud como un “semigrupo
conmutativo con elemento neutro y ordenado (M, + , <), formado por clases de
equivalencia, que son sus cantidades”.Asi como se define en un conjunto M una operacion
interna llamada suma, también se define en M una operacion externa, llamada producto de
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un elemento de M por un numero, que sera un elemento de M. El conjunto S(M) = {(z/p) €
Q Va € M/ (z/p)a € M } es un subanillo unitario del semianillo de los nimeros racionales.
Este Gltimo conjunto recibe el nombre de semianillo de medicién de la magnitud M. En
especial, nos ocupamos aqui de la magnitud superficie, entendiendo que la misma es la
cualidad o atributo que caracteriza a las superficies planas.

Para la construccion de ésta magnitud, Godino, J., et al., (2002, p.24) indican que
primeramente, se debe identificar el conjunto de objetos sobre los que se abstrae el
concepto de cantidad, que en este caso, son las superficies planas (entendiéndolas como una
“parte limitada del plano, cuyo interior (no vacio) estd limitado por una o varias curvas
cerradas de longitud finita”, en Douady, R y Perrin, R. (1983)). Es oportuno aclarar que se
habla de superficies planas desde un punto de vista geométrico, siendo utilizadas como
soporte para poder establecer la magnitud superficie en el campo de las mediciones; de
estos objetos soportes, se perciben la cualidad superficie.

A continuacidn se debe definir en éste conjunto, una relacion de equivalencia por medio de
la cualidad comun, que es el objeto de nuestro interés. Dicho en otros términos, para definir
la superficie como magnitud, se debe poder comparar y comprobar la igualdad o
desigualdad entre los elementos del conjunto de las superficies planas. Esta relacién
determina una particion de este conjunto en clases de elementos que son equivalentes entre
si, respecto a la cualidad analizada. De acuerdo con esto, a partir del conjunto de superficies
planas, por aplicacion de la relacion de equivalencia, se forma un nuevo conjunto, el
conjunto cociente, cuyos elementos son todas las clases de equivalencia y, de cada
elemento de este conjunto se dice que es una cantidad de superficie, cada clase esta
formada por elementos que tienen la misma cantidad de la magnitud superficie, sin
importar la forma geométrica de los mismos.

Una vez que en el conjunto de superficies planas se define la relacion segun la cual dos
superficies son equivalentes, los elementos del conjunto quedan clasificados en clases de
equivalencia, lo que implica homogeneizar el conjunto. Cada clase de equivalencia
representa a una determinada cantidad de superficie. Seguidamente, se debe definir la
suma, el orden y el producto por nimeros de estas cantidades, asi como las propiedades que
verifican. Una vez realizados estos pasos, se puede decir que estad definida la magnitud
superficie.

Teniendo en cuenta lo expuesto acerca de los entornos de la medida, la medicién de una
magnitud es un proceso, que se inicia con la constitucion de la magnitud y se continia con
la medida y la estimacion de la misma. La nocién de medicion de una cantidad de
magnitud surge de situaciones en las que se necesita saber “cuanto” mas grande es una
cantidad de magnitud respecto a otra. Segun Puig Adam (1980, p.107) “Medir los
elementos de un conjunto homogéneo es establecer una correspondencia entre ellos y los
numeros reales llamados sus medidas” .Medir es un proceso mediante el cual es posible
asignar a cada cantidad de una magnitud, un nimero, que serd su medida. Respecto a ésta,
Chamorro, M.(2003, p. 224), dice: “La nocion de medida, se define como la aplicacion que
va de M (siendo M el conjunto de las clases de equivalencia que define a cierta magnitud) a
un conjunto de nimero positivos N, Z*, Q*, R", que viene determinada por la cantidad u
escogida, denominada unidad y que tiene como imagen el numero 1”. En Olmo, M,
Moreno, M. y Gil, F. (1993, p. 142.), se encuentra que esta idea se pueden formalizar de la
siguiente manera: Se llama medida de la cantidad m de una magnitud escalar, respecto de la
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unidad u, al nimero S(m) € S(M)/ m = u S(m) (donde S(M) es el semianillo de medicion
de la magnitud M). med, : M — S(M).

En este trabajo, designamos con el término area a la aplicacion con la que se obtiene la
medida de la magnitud superficie. El area de una cantidad de superficie tiene como objeto
medir su ocupacion en el plano, independientemente de su forma. Seleccionada una cierta
unidad (cualquier forma que recubra la figura sin solapamientos ni agujeros puede
utilizarse como unidad de medida), el nimero de unidades requeridas para cubrir una
superficie plana, representa al area de dicha cantidad de superficie. Es decir, area de la
cantidad de superficie s, respecto de la unidad u, al nimero k € A(S) / s =u k. (k
representa la cantidad de veces que se debe iterar u para obtener s).

Aspectos relacionados a la ensefianza de medicion de superficies y célculo de areas

Uno de los problemas de la ensefianza del concepto de la magnitud superficie reside en la

falta de situaciones a nivel escolar que apunten a la adquisicién de dicho concepto. A estas

situaciones se refieren algunos autores, como por ejemplo Freudenthal (1983), citado por

Olmo, et al. (1993, p.19), cuando indica diferentes aproximaciones a la nocion de

superficie; las que considera mas importante son: Reparticion equitativa, Comparacion y

reproduccion y Medicion.

Otros investigadores que se han destacado en trabajos para la adquisicion del concepto de

superficie son Piaget y otros, Wagman y Rogalski (citados en Olmo, M. et al., 1993, p.22).

En relacion a esto, Piaget y colaboradores identifican dos operaciones fundamentales de las

que depende el proceso de la medida: la conservacion y la transitividad. Si tenemos en

cuenta ahora el entorno de la medida, a través de la aplicacion denominada area, el estudio
deberd involucrar el establecimiento de la unidad de medida. Como habiamos dicho, segln

Freudenthal, una de las aproximaciones a la nocion de superficie es por medicion, en

situaciones en las que la superficie aparece ligada a un proceso de medida. La aplicacién

area a superficies de modelos geométricos, como las superficies planas, y en el caso de los
cuerpos, sobre la superficie frontera (caras y bases), da lugar al concepto de &area de figuras
planas, y éste origina el de area lateral y total de cuerpos.

Para el proceso de medicion y la obtencion del area se puede tener en cuenta, segun lo

descrito por Vergnaud (Chamorro, 2003, p.245) que la superficie es una magnitud

susceptible de dos tratamientos: como magnitud unidimensional o como magnitud
bidimensional, esto es:

- Unidimensional, usando la técnica por exhaustion; es decir, rellenando el interior de la
superficie a medir con unidades (de superficie) colocadas unas junto a otras y no
superpuestas(en aquellas partes donde no quepan se recurre a rellenar con unidades mas
pequefias hasta cubrir toda la superficie.); o por acotacion entre un valor superior y uno
inferior,

- Bidimensional, por medicion de dimensiones lineales (por ejemplo, el largo y el ancho),
lo que lleva a la elaboracion de técnicas que se basan en el uso de las valores de las
medidas lineales que dimensionan a la figura geométrica.

Por otro lado, las medidas imagen permiten trabajar con procedimientos, para la

“comparacion de las areas de dos superficies”, que consideran las propiedades del

isomorfismo, por ejemplo (Douady et al., 1983, p.30)

a) Verificar la inclusién: siendo S; < Sy, 0 S;” < S,, con S;’ obtenida por recortes y
agrupamiento de S3, entonces A(S1) < A(S2) 0 A(S1)) < A(S»).
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b) Verificar la transitividad: si existe una superficie T, tal que A(S;) < A(T) y A(T) <
A(Sy), entonces A(S1) < A(Sy).
¢) Utilizar la idea de “empedrado”, entendiendo como tal a la posibilidad que tiene una
superficie S de recubrirse con un numero entero de una superficie s, sin dejar
espacios libres y sin superposicion: Si S = n.s entonces A(S) = n. A(s).
En cuanto al trabajo con las medidas concretas, es el aspecto del estudio de las mediciones
mas desarrollado en los textos y manuales de uso corriente para la escolaridad basica,
presentado con abundantes propuestas précticas de cambio de medidas concretas en una
unidad, en otras equivalentes en otras unidades y que en la ensefianza se reducen a una
presentacion algoritmica, donde se trata de manejar una regla para dominar de manera
rapida las equivalencias.

Una propuesta de ensefianza

Teniendo en cuenta lo desarrollado, organizamos un conjunto de actividades con la
intencion de trabajar la percepcion, la comparacion, el ordenamiento de la magnitud
superficie, y para la medicion de dicha magnitud desde las concepciones unidimensional y
bidimensional. En esta propuesta solo se exponen algunas de las posibles técnicas de
aproximacion a la medida de la cantidad de superficie anteriormente desarrolladas,
proponiendo una actividad que ponga a los alumnos en contacto con técnicas desde una
concepcion unidimensional. Abordamos los entornos de la medida relacionados con la
asignacién de un numero (o un intervalo) a cada superficie plana, segun una determinada
unidad, para asignarle a cada superficie plana una medida concreta, sin recurrir a las
formulas establecidas. Se pretende el trabajo sobre la dependencia entre el valor de la
medida y la unidad seleccionada, como la medida exacta y la aproximada, analizando la
posibilidad de subdividir la unidad para mejorar la aproximacion.

Consigna 1:

¢Es posible encontrar un nimero que represente la medida de la
(cantidad de) superficie de la figura dada a continuacion, utilizando los
modelos de reticulados que les damos?

Se pretende lograr los siguientes aprendizajes:

- Medir una cantidad de superficie eligiendo otra cantidad de la misma magnitud como
“unidad”.

- Asignar un namero seguido de una unidad a la medicion efectuada.

- Establecer la relacion existente entre la medida de una superficie plana y la unidad
empleada en el proceso de medicion, de acuerdo a la cantidad de superficie y a la forma
de las mismas.

- Analizar la conveniencia de la unidad seleccionada en funcion de las caracteristicas de
la superficie plana a medir.

Sera entregada a cada grupo en forma impresa en papel blanco y una hoja con los

reticulados en papel de calcar, con el objeto de posibilitar que la superficie plana se

ubique de manera conveniente sobre los reticulados.

Las plantillas con distintos reticulados, impresos sobre papel de calcar son las siguientes:

Reticulado A Reticulado B Reticulado C Reticulado D
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Se podra utilizar lapiz y regla no graduada, no se permitira realizar mediciones con regla
graduada y tampoco se podrd hacer subdivisiones al dibujo de la figura dada ni al
reticulado.

Luego de iniciada la puesta en comun, se expondran en un afiche los resultados, en un

cuadro como el siguiente:

Reticulado Unidad Medida

A
B
C
D

Se espera, como consecuencia del debate acerca de las producciones de cada grupo, poder

establecer los siguientes acuerdos:

- Es posible asignarle un nimero o un intervalo, a la cantidad de superficie de una
figura.

- Este numero depende de la unidad de medida seleccionada para iterar en la superficie
plana analizada. Con el cuadrado unidad del reticulado A se le asigna el nimero 4 a la
figuray con el rectangulo unidad del reticulado B, el nimero 8.

- Es posible utilizar distintas superficies planas en la iteracién y obtener el mismo
numero. Con el cuadrado unidad del reticulado A y con el poligono concavo unidad del
reticulado C, cuentan la misma cantidad: 4.

- Hay figuras que no son convenientes tomarlas como unidad, como el paralelogramo
del reticulado D, si bien es posible utilizarlo como unidad, la medida que se obtiene
con ella no es exacta.

- Hay modos de superposicion de la figura con el reticulado que optimizan la obtencion
de la medida.

Si bien creemos que los alumnos podran asignarle un namero real positivo a la figura dada,
utilizando las unidades de los reticulados, también pensamos que probablemente, no
adviertan que en ésta afirmacion esta implicito que las lineas de un reticulado encierran
dibujos de superficies planas con una determinada cantidad de superficie, que ademas,
todas las figuras de un reticulado tienen la misma cantidad de superficie y que por ello
pueden contarlas (o sumarlas una a una). Estas nociones deberian ser retomadas por el
docente en el momento de la institucionalizacion, que se realizara luego de la segunda
actividad. Se dejara para un tratamiento posterior el trabajo sobre la terminologia
especifica: unidad, area, iteracion, etc.

En la segunda parte de la actividad, se aborda el tema de la medida exacta y la medida
aproximada, completando lo iniciado en la consigna 1.
Consigna 2:

Dadas las figuras A y B, encuentren un método
que permita asignarle un ndmero entero como ﬂ . ':
medida a las superficies planas dadas.

Justifiquen sus respuestas.
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Ademas de medir con la unidad establecida (reticulado D), se espera que comprendan que
una mejor aproximacion al valor de la medicion se puede lograr utilizando subunidades
convenientes. En el caso de la figura A, no se producen conflictos, en cambio para la figura
B tendran que recurrir a la subdivision de la unidad para encontrar el nimero entero.
Ademas, se busca ahondar en la relacion entre cantidad de superficie y unidad de medida,
cuando entre ellas hay a su vez una multiplicidad.

Cada grupo cuenta con una impresion de la consigna en papel blanco y un papel de calcar
en el que estd impreso un reticulado; podrén utilizar l1&piz y regla no graduada. Para no
favorecer la medicién de longitudes con unidades de medida convencionales, no estard
permitido medir con regla graduada.

En el momento de sintesis de la actividad, pensamos que se podria dar el status de

conocimiento a las siguientes nociones:

- Es posible cuantificar la cantidad de superficie de una superficie plana y el proceso
que se utiliza para ello se denomina “medicion”.

- Para medir una superficie plana es necesaria una “unidad”, que es una cierta cantidad
de superficie elegida para ello y que puede ser subdividida si fuera necesario.

- El “area” es la medida de la cantidad de superficie de una superficie plana, y depende
de la unidad elegida. Es un nimero real positivo con una unidad de medida.

- A unidades distintas le corresponden medidas distintas de una misma superficie plana.

- De acuerdo a la unidad o a la superficie plana a medir, se puede obtener una medida
exacta o una medida aproximada.

- Es posible mejorar la aproximacion al valor de la medicion utilizando otras unidades
convenientes.

- Uno de los factores que influyen en el orden del error que se comete al medir una
superficie, es la forma tanto de la superficie plana a medir como de la unidad de
medida seleccionada.

- Se pueden observar cuestiones referentes a la aplicacion de las propiedades aditivas y
de producto por un escalar de la magnitud superficie.

Por otra parte, creemos que antes de realizar tareas de medicién, es necesario desarrollar en
el aula actividades para la percepcion de la magnitud superficie, su comparacion y
ordenamiento asi como el concepto de cantidad de superficie y la nocién de equivalencia
ligada a éste. Asi mismo, provocar la discusion en clase acerca de la elaboracion de
modelos como correspondencia entre los objetos soportes (que pueden ser objetos reales,
figuras geométricas o representaciones que de ellas se realizan) de la medicién y el mundo
matematico.

Luego de trabajar la idea del &rea como una medida de recubrimiento, pensamos que es

importante abordar la Medicion de la Magnitud Superficie desde una concepcion

bidimensional, pretendiendo que los alumnos logren establecer la relacion entre los dos
procesos y adquirir recursos que les posibiliten establecer la medida de la cantidad de
superficie, a pesar de que “no recuerden” las formulas de calculo preestablecidas

Conclusiones

Consideramos conveniente hacer algunas apreciaciones respecto al proceso de ensefianza y
aprendizaje de la Magnitud Superficie y de su Medicion y su implementacion en el entorno
escolar:
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- Es posible disefiar actividades que propongan una enseflanza de la “magnitud
superficie” diferente, distinguiéndola de las restantes.

- El trabajo unidimensional de la medicion podria ser un factor importante en el éxito del
calculo de la medida en su caracter bidimensional. La manipulacion, la transformacion
de figuras o las tareas de pavimentado podrian citarse como medios para alcanzar este
fin.

- La obtenciéon de la medida de una cantidad de superficie presenta una variedad de
relaciones que van mas alla del simple uso y aplicacion de formulas. Usualmente se
considera como lo mas importante de la medicién la asignacion numérica; en realidad
ésta es apenas una parte de un complejo proceso.

- El conocimiento de los entornos de la medida posibilitarian disefiar situaciones
didacticas que tomen en consideracion la naturaleza epistemoldgica de la magnitud
superficie y de su medida, proporcionando un medio a-didactico que posibilita ocuparse
de aspectos distintos, todos ellos constitutivos de las nociones de magnitud y medida.

Esta descripcion minuciosa de los aspectos vinculados con la ensefianza y aprendizaje de la
medicion de superficies, particularizado a la obtencidn del area de las mismas, nos obliga a
percatarnos de la complejidad que presenta debido a la variedad tan interesante de
relaciones y a los diferentes enfoques que posibilitan su determinacion, conformando un
entramado de conocimientos poco sencillo.
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