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Resumo

Este trabalho é um recorte de uma pesquisa de Mestrado Académico e tem como objetivo
investigar o papel do GeoGebra como mediador em demonstracfes de teoremas sobre
triangulos de Regiomontanus (1436-1476), matematico cuja producdo contribuiu
especialmente no desenvolvimento da Trigonometria. No Livro | de sua obra De Triangulis
Omnimodis Libri Quinque encontram-se teoremas cujas demonstracdes envolvem
construcBes de triangulos satisfeitas algumas condi¢cdes dadas, contemplando contetdos
acessiveis para a Educacao Basica. Na perspectiva das fun¢es da demonstracéo, segundo
Villiers, o Teorema 31 é analisado pela mediacdo dos movimentos dindmicos do
GeoGebra. Verifica-se a necessidade de percorrer os diferentes papéis da demonstracéo e
a importancia da utilizacdo do GeoGebra como instrumento de investigacdo. A pesquisa,
em seu desenvolvimento, pode indicar possibilidades da utilizagdo de um legado da
Matematica em atividades de sala de aula.

1. Introducéo

Este trabalho apresenta dois recursos (construcdo e demonstragdo) utilizados para a
compreensdo de resultados matematicos geométricos na exploracdo dinamica de teoremas
propostos por Regiomontanus, por meio do estudo e analise de suas demonstracoes.

Johann Muller (1436-1476), mais conhecido por Regiomontanus, teve uma contribuicdo
importante para a Astronomia e a Matematica, pois permitiu que a Trigonometria deixasse
de ser apenas uma ferramenta da Astronomia e fosse compreendida como um ramo
independente da Matematica (COOKE, 1997). Dentre seus trabalhos ressalta-se o Epitome
do Almagesto e a obra De Triangulis Omnimodis Libri Quinque, que sintetiza o que se

conhecia de trigonometria na Europa. Dividida em cinco livros, possui carater introdutério
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para matematicos e astronomos da época (HUGHES, 1967). Por se tratar de uma obra
importante no desenvolvimento da Matemaética e por abordar temas estudados na Educacao
Bésica, faz sentido explorar alguns teoremas propostos nesta obra por meio de ferramentas
de ensino disponiveis atualmente, neste caso, ambientes dindmicos de Geometria.

O desafio de explicar a veracidade de um resultado especifico pode despertar a curiosidade
para a elaboracdo de uma demonstragdo quando a verificacdo empirica ndo for suficiente
para motivar essa busca (VILLIERS, 2001) e os softwares dindmicos de Geometria
possibilitarem, a partir de verificacdes indutivas, a elaboracdo de conjecturas.

Utilizar recursos tecnoldgicos para introduzir problemas que envolvem demonstracdo
podem contribuir para uma ruptura entre provas pragmaticas e provas intelectuais, ou seja,
as elaboradas pela observacéo e as baseadas no rigor mateméatico (FERREYRA; CASTRO,
2016). Nesse aspecto, 0 GeoGebra € um recurso didatico tecnoldgico para o ensino da
Matematica, no qual é possivel a criacdo de atividades e situacfes, permitindo a exploracao
e a elaboracédo de conjecturas por parte dos alunos, e a aprendizagem por descobrimento ou
por experimentacdo (PARODI et al, 2016).

Os Parametros Curriculares Nacionais do Brasil (PCN) destacam que “o conhecimento da
histéria dos conceitos matematicos precisa fazer parte da formacdo dos professores”
(BRASIL, 1997, p. 30). Além disso, o conhecimento dos processos que levaram a
estruturacdo dos conceitos matematicos permite uma melhor compreensédo da aprendizagem
dos alunos.

A abordagem desta pesquisa ndo se resume em situar a Matematica no tempo e no espaco
ou, ainda, em citar trechos da Histéria da Matemaética, pois entendemos que é necessario
um didlogo entre educadores e historiadores da Matematica de modo a refletirem “sobre a
possibilidade da construcdo de uma interface que contemple a significacdo dos objetos
matematicos historicamente constituidos” (SAITO; DIAS, 2013, p. 90).

2. Funcdes da demonstragio

O fato de que os verbos: explicar, provar e demonstrar serem considerados, as vezes, como
sinbnimos pode-se tornar um obstaculo para investigacdes em torno do tema, e assim é

necessario estabelecer entre eles uma distingdo (BALACHEFF, 2000).
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A explicacdo esta situada no nivel da pessoa que a produz, se expressa no seu discurso e
pretende tornar inteligivel a verdade de uma proposicao por ela ja adquirida. A explicacdo
nédo se reduz necessariamente a uma cadeia dedutiva, podendo ser discutida, rejeitada ou
aceita (BALACHEFF, 2000).
A passagem de explicacdo para prova € um processo no qual o discurso que assegura a
validade de uma proposicdo muda de papel passando a ser aceito por uma certa comunidade
em um dado momento. Este papel ndo é definitivo, podendo evoluir juntamente com os
avancos dos saberes nos quais se apoia (BALACHEFF, 2000).
Sobre demonstragdo, Balacheff observa que “o tipo dominante de prova em Matematica
tem uma forma particular. Trata-se de uma sequéncia de enunciados que se organizam
seguindo um conjunto bem definido de regras” (2000, p. 13 — tradugéo do autor).
No contexto das ideias de demonstracdo, segundo Balacheff, os professores de Matematica
percebem que os alunos ndo compreendem sua necessidade, principalmente quando se trata
de um fato visualmente observavel e ndo reconhecerem a funcdo da demonstracéo
(VILLIERS, 2001).
Segundo Villiers (2001), a funcdo tradicional da demonstracdo é a de verificacdo da
validade das afirmacGes matematicas, embora ndo seja necessaria para convencer alguém
de um resultado. Apesar de ser esta sua principal fungéo, Villiers apresenta outras fungdes:
Verificacdo (dizendo respeito a verdade da afirmacdo); Explicacdo (fornecendo
explicagdes quanto ao fato de ser verdadeira); Sistematizacdo (a organizacdo dos varios
resultados num sistema dedutivo de axiomas, conceitos principais e teoremas); Descoberta
(descoberta ou invengdo de novos resultados); Comunicagdo (a transmisséo do

conhecimento matematico); Desafio intelectual (a realizagdo pessoal/gratificagdo

resultantes da construgdo de uma demonstracdo). (VILLIERS, 2001, p. 32, grifo nosso).

Os matematicos consideram a demonstracdo como sendo um desafio intelectual, como algo

que proporciona gratificacdo e realizacdo pessoal, que configura uma das funcdes

estabelecidas por Villiers (2002).

3. Apresentacéo e analise do Teorema 31

O Livro I de Regiomontanus se inicia com conceitos de grandezas e razdes, e depois sobre

o estudo de tridngulos retangulos, isosceles e escalenos, com algumas exceg¢des de teoremas
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como, por exemplo, aqueles que utilizam explicitamente o seno de um angulo (HUGHES,
1967).
A exploragéo do Teorema 31 do Livro | com a utilizagdo do GeoGebra revela a necessidade
de uma demonstracdo e um caminho para visualizar um argumento justificado pela reducéo
ao absurdo.
If one of the two angles on the base of a triangle is obtuse, then a perpendicular drawn from
the vertex angle to the base will fall outside the triangle. But if [one of the base angles] is a
right angle, the perpendicular will coincide with the side adjacent to the right angle. If both
[base angles] are acute, the perpendicular must remain within the triangle. (HUGHES,
1967, p. 71)
Como proposta desta pesquisa tem-se: sejam AABC um triangulo e r a reta perpendicular a
reta suporte do lado BC passando pelo ponto A. Item a) Se o angulo <B (ou <C) for obtuso,
entdo r ndo interceptard o segmento BC. Item b) Se o angulo <B (ou <C) for reto, entdo r
sera a reta suporte do lado AB (ou lado AC). Item ¢) Se os angulos <B e <C forem agudos,
entdo r interceptara o lado BC.
A construcdo no GeoGebra de um triangulo qualquer, de modo que os pontos B e C fiquem
sobre pontos da malha, permite contemplar as hipéteses dadas no teorema.
Nas analises que seguem sdo indicados argumentos com base na versdo de Hughes (1967) e
com sua respectiva exploragdo mediada pelo GeoGebra.
Argumento 1: seja 0 ponto D a intersecdo da reta r com a reta BC. Entdo o angulo <ADC

sera reto pela definicdo de perpendicularidade.

Construir a reta r perpendicular a reta suporte do lado BC com a ferramenta reta
perpendicular e determinar o ponto D de interseccdo de r com a reta suporte do lado BC,
usando a ferramenta intersec¢ao de dois objetos como na Figura 01 a seguir.

Figura 01 - Teorema 31 (Argumento 1)
A

\

Fonte: autores
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Argumento 2: (Item a) suponha por absurdo que a reta r intercepta o segmento BC quando
0 angulo <B é obtuso e D seja diferente de B e C. Como o angulo reto <ADC é um angulo
externo do triangulo AADB, entdo deve ser maior que o dngulo interno oposto <ABD, que
é obtuso. Chega-se ao absurdo, pois um angulo reto ndo pode ser maior que um angulo
obtuso.

No GeoGebra ndo é possivel fazer uma construgdo que contemple o enunciado feito por
“absurdo”, mas, pela movimentagdo do ponto A, pode-se fazer com que o angulo <B fique
obtuso como na Figura 02. Contudo, é possivel colocar um ponto D’ sobre 0 segmento BC
e construir a reta AD’ e o angulo <AD’C com a legenda 90°.

Nesta situagédo, na Figura 03, observa-se o absurdo indicado no Argumento 2. Um angulo
externo <AD’C, que ¢ reto, ser maior que um dos angulos internos opostos <ABD, que ¢

obtuso.

Figura 02 - Teorema 31 (Argumento 2) A

Fonte: autores

Figura 03 - Teorema 31 (Argumento 2) B

ZAD'C > ZABD
90° > 111.7°
Esta afirmagao ¢ um absurdo!

Fonte: autores
Argumento 3: se o ponto D coincidir com o ponto B, os angulos <ADC e <ABC seréo

iguais. Mas o angulo <ADC é reto por construcdo e o0 angulo <ABC é obtuso por hipdtese.
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Chega-se a um absurdo, pois um angulo ndo pode ser simultaneamente reto e ndo reto
(obtuso).

Argumento 4: se 0 ponto D coincidir com o ponto C, o AADB possuird um dngulo obtuso e
um angulo reto. Assim, as medidas dos dois angulos mencionados ndo somardo menos de
dois angulos retos, 0 que representa uma contradi¢do. Eliminadas todas as possibilidades,
a reta r ndo intercepta o segmento BC e esta demonstrado o item a).

Argumento 5: (Item b) suponha por absurdo que a reta r ndo intercepta o segmento BC em
B quando o angulo <B ¢é reto. Se o ponto D ndo pertencer ao segmento BC, a medida do
angulo externo formado pelo vértice D do tridngulo AADB sera igual a medida do dangulo
interno oposto formado pelo vértice B, configurando um absurdo, pois o &ngulo externo é
necessariamente maior que o interno oposto.

Novamente ndo é possivel obter uma constru¢do que contemple o enunciado feito por
“absurdo”. A malha quadriculada facilita para obter o angulo <B reto com a movimentacédo
do ponto A (Figura 04).

Utilizando um ponto D’ para indicar o ponto de intersec¢do da perpendicular com a reta BC
(Figura 05), onde D’ ndo pertence ao segmento BC, nota-se 0 absurdo indicado no
Argumento 5.

Figura 04 - Teorema 31 (Argumento 5) A
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Fonte: autores
Figura 05 - Teorema 31 (Argumento 5) B
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Fonte: autores
Argumento 6: se o ponto D pertencer ao segmento BC e for diferente de C, o AADB
possuira dois angulos retos, configurando um absurdo, pois a soma das medidas dos
angulos deste triangulo serd maior que dois angulos retos.
Argumento 7: se o ponto D coincidir com o ponto C, entdo um angulo agudo teria que ser
um angulo reto, contradizendo a definicdo de angulo agudo. Eliminadas todas as
possibilidades, a reta r sera a reta suporte do lado AB e esta demonstrado o item b.
Argumento 8: (Item c¢) suponha por absurdo que a reta r ndo intercepta o segmento BC,
exceto talvez em B ou em C quando o angulo <B é agudo. Se o ponto D coincidir com o
ponto B ou ponto C, entdo seria um angulo agudo que também ¢é reto, contradizendo a
defini¢céo de angulo agudo.

Pela movimentacédo de A, pode-se fazer com que os angulos <B e <C fiquem agudos como

na Figura 06.
Figura 06 - Teorema 31 (Argumento 8)
S G )
;3: C 'Q D [\c

Fonte: autores
Argumento 9: se o ponto D ndo pertencer ao segmento BC, entdo o angulo <ABC (ou o
angulo <ACB) seria um dngulo externo do AABD (ou AACD) e teria de ser maior que o
angulo interno oposto <ADB (ou <ADC). Assim, chega-se a um absurdo, pois um angulo
agudo ndo é maior que um angulo reto. Eliminadas todas as possibilidades, a reta r

interceptara o lado BC e esta demonstrado o item c.
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Utilizando um ponto D’ para indicar o ponto de intersec¢ao da perpendicular com a reta BC
(Figura 07), onde D’ ndo pertence ao segmento BC, nota-se 0 absurdo indicado no
Argumento 9.

Figura 07 - Teorema 31 (Argumento 9)

Fonte: autores
Fica evidente no teorema que a funcdo verificacdo ndo é suficiente para validar a
conjectura estabelecida, pois, nos exemplos apresentados pela movimentacdo no software,
ndo se chega a algum argumento que forneca uma explicacdo para a conjectura. Neste caso,
as funcbes de explicacdo ou sistematizacdo sdo necessarias para garantir a veracidade da
conjectura.

4. Consideracdes finais

Este trabalho é resultado de uma pesquisa de Mestrado Académico™ que se dedicou a anélise de alguns
teoremas do Livro | de Regiomontanus sobre a construcdo de tridngulos, satisfeitas algumas condi¢des dadas,
e de onde emergiu a questdo da pesquisa: “quais fun¢des da demonstragdo se revelam nas situagdes

geométricas dos teoremas de Regiomontanus sobre tridngulos quando explorados no GeoGebra?”.

Verificou-se que o GeoGebra permite a exploracdo das diferentes fun¢es da demonstragao
e possibilita uma forma de representacdo de resultados matematicos por meio da
visualizacdo de novos casos ou na criacdo de outras possibilidades a serem exploradas.
Outros teoremas de Regiomontanus foram estudados dinamicamente com a utilizagdo do
GeoGebra (MOD; ABAR, 2016), o que sugere uma estratégia didatica interessante para ser
explorada na pratica docente. Conclui-se que a exploracdo da demonstracdo mediada pelo
GeoGebra pode-se constituir em uma estratégia didatica para o ensino de demonstracdes
em cursos de graduacéo, especialmente de Licenciatura em Matematica.
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