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Resumen

En la comunicaciéon se hard un recorrido histérico de las figuras de andlisis en diferentes
documentos matematicos pertenecientes a variadas culturas y épocas. En la investigacion que
se esta realizando, se busca dar respuesta a una serie de preguntas que tienen su origen en
una problematica detectada en la dificultad de los alumnos de nivel terciario al usar figuras de
analisis, especialmente en la materia geometria. Durante las clases puede observarse que los
estudiantes no representan correctamente los datos dados en los enunciados de un problema o
toman figuras que representan casos particulares, obviando situaciones generales llegando a
conclusiones erréneas o incompletas. La investigacion se enmarca dentro de los lineamientos
de la construccion social del conocimiento matematico. Se ha elegido esta linea de
investigacién porque en ella se considera a la matemética no s6lo como un saber sino que se
la ubica en un escenario donde se juegan variables sociales, ademas de las variables
didacticas, cognitivas y epistemologicas. Por lo tanto el marco teérico elegido es la
socioepistemologia. Para acercarnos a una posible respuesta de una de las preguntas que se
plantean en la tesis: ¢ Como surge el uso de las figuras de andlisis en el ambito escolar?, se
presentara parte del relevamiento historico en busca de figuras de andlisis en trabajos de
mateméaticos pertenecientes a diferentes culturas, en distintas épocas historicas.

Introduccién

a investigacion se enmarca dentro de los lineamientos de investigacion de la construccion
social del conocimiento matematico. Se ha elegido esta linea porque en ella se considera a la
matematica no s6lo como un saber sino que la ubica en un escenario donde se juegan
variables sociales, ademas de las variables didacticas, cognitivas y el “saber sabio”
(Chevallard, 1997).

El marco tedrico concuerda con la linea de investigacién mencionada, la socioepistemologia.
Dentro de este marco se tendrd en cuenta los cuatro componentes que lo conforman: lo
epistemoldégico, lo cognitivo, lo didactico y lo social.

¢,Como surge el uso de las figuras de analisis en el ambito escolar? Para acercarnos a una
posible respuesta este interrogante que forma parte de una de las preguntas que se han
planteado en la instigacion, se ha realizara un relevamiento histérico en busca de figuras de
analisis o aproximaciones de las mismas en trabajos de matematicos pertenecientes a
diferentes culturas, en distintas épocas historicas y acercarse asi a un enfoque epistemolégico
del objeto de estudio de este trabajo; las figuras de analisis. Entendiéndose por figuras de
andlisis aquellos dibujos que pueden ser realizados a mano alzada, sin rigurosidad geométrica
en donde se vuelcan la informacion dada como primer paso ya sea para resolver un problema
geomeétrico, demostrar un teorema o realizar una construccion.

No se pretende hacer una evolucidn historica completa y minuciosa de las figuras de analisis
sino analizar el uso de estas figuras en distintas épocas de la historia y como el uso de las
mismas en cada civilizacion esta relacionada con su propia cultura.
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1. Egipto antiguo

Asi es que se encuentra en el antiguo Egipto diversos papiros, verdaderos testimonio de coémo
resolvian estos pueblos los problemas geométricos. De estos papiros se tomaran algunos
problemas a modo de ejemplo para analizar las figuras que aparecen junto a los problemas.
Uno de los principales documentos matematicos egipcios que han llegado hasta nuestros dias,
es el Papiro de Rhind o Ahmes que data de aproximadamente de 1650 a.C. Entre su lista de 87
problemas se encuentra, en particular, el problema nimero 48: “Comparar el area de un circulo
con la del cuadrado circunscrito.” (Lopez, 1997a)

Figura 1: Problema 48 del Papiro Rhind o de Ahmes

Es asi como identificamos, en la parte superior, un dibujo que presenta bastante imprecision
pero que responde a la definicién que se ha dado de figura de andlisis. Pues la figura que se
encuentra en el interior de este cuadrado no corresponde precisamente a un circulo del cual
hace referencia el problema pero es suficiente para dar una idea de éste y a partir de la figura
comenzar un analisis sobre la misma y avanzar en la resolucién del problema hasta llegar a la
correcta solucion.

En el Papiro de MoscU, en el problema nimero catorce encontramos otro ejemplo. A partir de
los datos que se observan, dice Lépez (1997b) “En este problema se pide calcular el area de la
figura, que parece ser un trapecio isdsceles, pero realmente se refiere a un tronco de pirdmide
cuadrangular.” Y continua diciendo “(...) parece ser que lo que se busca es calcular el volumen
del tronco de piramide cuadrangular de altura 6 y bases superior e inferior de 2 'y 4”.
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Figura 2: roblema 14 dlapir cu

Y aunque se pide el volumen de la pirdmide truncada puede verse en la imagen el trapecio, en
cuyo interior y alrededores puede diferenciarse signos hieraticos que corresponden a las
dimensiones que se dan como datos del problema. Dicho trapecio es la figura obtenida tras
realizar un corte transversal al cuerpo del cual se quiere calcular su volumen, lo que implica un
abstraccion y una visualizacion del cuerpo con el que se esta trabajando.

2. Civilizacién Sumeria

Del mismo modo se puede encontrar ejemplos del empleo de figuras al momento de resolverse
un problema en las tablilas pertenecientes a los distintos pueblos que ocuparon la
Mesopotamia Asiética. Varios de estos documentos muestran figuras geométricas donde los
datos dados en el problema pueden observarse dentro de la figura, se puede asumir que
sirvieron de herramienta para visualizar el problema, analizar los datos dados y la razonar para
hallar la solucién requerida.
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Figura 3: Aproximacién de \/E Figura 4: Tablilla YBC 72

En figura 3 puede observarse un cuadrado de lado 30 con una de sus diagonales dibujadas y
sobre ella los simbolos cuneiformes que corresponden a los 1.24.51.10 y 42.25.35
(reacuérdese que el sistema de numeracion de estos pueblos es de base 60). Maza Gomez de
la Universidad de Sevilla propone que esta Ultima expresion (42;25.35) es una aproximacion de

\/E. Pero esta gréfica no es casual pues otro ejemplo similar se presenta, como puede verse
en la figura 4, en la tablilla YBC 72 (perteneciente a la Yale Babylonian Collection), que se
encuentra fechada entre el 1900 a.C. y el 1600 a.C. los datos se presentan de la misma forma
que el caso anterior. En la figura 4 puede observarse la irregularidad del dibujo geometrioc ya
gue los segmentos internos darian la idea de diagonal pero es notorio que sus extremos no
coinciden con los vértices del cuadrado.

3. India

De la matematica india tomaremos las copias de los manuscritos de Bhaskara | (600-680) para
hacer referencia a las figuras de analisis. En su obra “Aryabhatiyabhas”, el autor presenta
ademas de definiciones matematicas, diferentes problemas donde se pide calcular el area de
figuras geométricas como tridngulo, trapecio, circulo; el volumen del tetraedro y la esfera entre
otros problemas de aritmética.

Podra notarse en las imagenes que siguen que los manuscritos presentan figuras realizadas
con gran falta de precision, tratAndose de un escrito geométrico. Es probable que estas figuras
solo sirvieran de analisis para la interpretacion del problema planteado y no pretendiera el autor
hallar una solucidon geométrica.

Figura 5: Representaciones de Bhaskara I: problemas de un trapecio y longitud de los
segmentos interiores (verso 8)

Y para terminar esta eleccidon que se ha hecho de los problemas hindies, se ha elegido un
problema que fue conocido por varias civilizaciones como es el Teorema de Pitagoras. A
continuacion se presenta un diagrama de Bhaskara I, en el cual puede notarse que se trata de
una figura de analisis pues los cuatro triangulos rectdngulos que tienen sus lados incluidos en
los lados del cuadrado original deben ser congruentes si se tratara de una construccion
geométrica con la cual se intentara demostrar el teorema. A simple vista, puede notarse que no
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lo son, al igual que los otros cuatro triangulos rectangulos del interior, todos ellos estan
representando una idea.

Figura 6: Bhaskara I: diagrama asociado al teorema de Pitagoras

4. China

Para tomar una figura a modo de ejemplo de una de las culturas de Oriente, se eligi6 como

docuemnto “Jiuzhang suanshu ou Chiu Chang Suan Shu ou”, también conocido como los

“Nueve capitulos del arte de la Matematica”, texto de gran importancia en oriente pues se utilizé

como manual de ensefianza méas all4 de las fronteras de China por m4s de 1600 afios.

Contiene 246 problemas que lo conforman junto

a la explicacion del método empleado para

resolverse o la respuesta. Por ejemplo, la figura '\
Loy
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que analizaremos corresponde al problema 13 ﬁ
que pertenece al Capitulo IX donde se estudian
los triangulos rectangulos.
Problema 13: “Hay un bambu con 1 zhang de
altura, se parti6 y la parte de la cima toca el
suelo a 3 chih de la base del bambu. ¢A qué
altura se quiebra? Solucién: 4 +11/20 chi”
(Traducido de Lagarto, 2002).
Como puede verse en la figura 7, podemos ver
que se presenta una figura de andlisis para la
mayor comprension del problema, en donde se
representa la situacién planteada en el
enunciado del problema.
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. Figura 7: llustracion de Yang Hui
5. Grecia

De la mateméatica desarrollada en Grecia, no se tomard para este recorrido histérico un
documento que presente figuras en la resolucion de problemas, como en los casos anteriores,
sino un documento que trasmite en sus dichos el empleo y la utilidad de las mismas en el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Mas precisamente, el documento que se analizara es una
de las obras de Platon (427 a. C./428 a. C. — 347 a. C.), mas no se puede dejar de mencionar
gque Platon poseia una posicion idealista de los objetos matematico, razén por la cual algunos
de sus comentarios son como el siguiente: “los razonamientos que hacemos en geometria no
se refieren a las figuras visibles que dibujamos, sino a las ideas absolutas que ellas
representan” (Boyer, citado en Sigarreta, Rodriguez y Ruesga, 2006, p.55).

A pesar de esta posicion idealista, al leer varios fragmentos del didlogo llevado a cabo entre
Sdcrates y el esclavo o servidor de Mendn (segun la traduccién de la obra “Mendn”), Platén, a
través del personaje de Sécrates, hace uso de los dibujos para hacer comprender estas
propiedades pertenecientes a los objetos matematicos, en este caso preciso, el cuadrado. En
dicho dialogo, se encuentra un fragmento que comprende una serie de preguntas que Sécrates
va realizando al servidor con la intencién de guiarlo para que él pueda encontrar la solucién a

Pagina [ 332 de 632



.~ Sociedad Argentina de Educacion Matematica

un problema geométrico que se le presenta con el fin mostrarle a Mendn que no es lo mismo
aprender que recordar. El problema sefialado es construir un cuadrado que tenga como area el
doble de la de un cuadrado conocido, que tiene como lado dos pies.

“SOC. — (Al servidor.) Dime entonces, muchacho, ¢conoces que una superficie cuadrada es
una figura asi? (La dibuja.)” (Platon, 2002, p. 16)

Se puede considerar que este dibujo se trata de una figura de analisis pues todas las preguntas
que va realizando SdOcrates estan basadas en la observacién de este dibujo, realizado por él,
para que el servidor pudiera razonar sobre ella y hallar la respuesta correcta.

Luego de calcular el area del cuadrado dibujado, Socrates presenta el problema de esta
manera:

“SOC. — ¢ Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una figura similar, es decir,
teniendo todas las lineas iguales como ésta?

Las primeras respuestas dadas por el servidor de Mendn, son en un principio incorrectas ya
que el lado cuadrado que tendra como area el doble del area dada (ocho pies) responde que
debe tener cuatro pies, es decir el doble del lado del cuadrado

conocido. Sécrates le muestra que su respuesta es incorrecta con otra . K
figura sobre la cual seguira el analisis.

SOC. — Dibujemos, pues, a partir de ella, cuatro iguales. ¢ No seria ésa
la superficie de ocho pies que tu afirmas?” (Platon, 2002, pp. 17-18).

Se puede ver a través de estos fragmentos la importancia que tiene una
imagen, una figura de andlisis, en la comprensién de un problema. Es 4 J
cierto que sin las preguntas de Sécrates tal vez el servidor hubiese ‘B
seguido pensando que su primera respuesta era la correcta, pero dichas preguntas no podian
haber sido respondidas sin un dibujo que sirviera de soporte para el andlisis de los
interrogantes que se le planteaban al servidor de Menon.

Luego seria su discipulo, Aristoteles (384 a. C.—322 a. C.), quien seria uno de los primeros
pensadores en considerar el papel que poseen las imagenes mentales, sosteniendo que “el
pensamiento es imposible sin una imagen” (Aristételes, citado por P. Cruz, 2000,30).

] =

6. Siglos XVIl 'y XVIII

El hallazgo mas importante que podemos realizar en este recorrido histérico de las figuras de
analisis se encuentra recién iniciando el siglo XVIII, en el tratado “Reglas para la Direccion de la
mente” (publicado post mortem en 1701, en “Obras Péstumas”) en donde Descartes (1596—
1650) establecio las pautas de su método para la resolucién de problemas. En este tratado se
hace referencia a un total de veintiuna reglas donde el autor explica los pasos a seguir para
resolver un problema siguiendo un riguroso método que él describe detalladamente. Entre
ellas, existen algunas reglas que hacen referencia a las figuras, entendiendo por figura “el
limite del objeto extenso”, como lo define el propio Descartes, durante la explicacion de la regla
Xl (1983, p. 207). Mas precisamente, las reglas que pueden relacionarse con las figuras de
analisis son las que se transcriben y analizan a continuacion:

“‘REGLA XIV: La misma regla debe aplicarse a la extension real de los cuerpos y propuesta por
entero a la imaginacién con ayuda de figuras puras y desnudas: de esta manera, en efecto,
sera comprendida con mucho mayor distincién o claridad por el entendimiento” (Descartes,
1983, p. 229).

Aunque en ella, no se da el término preciso de “figuras de anadlisis” podemos conjeturar que
estas figuras simples tienen la misma finalidad, ya que en la regla XII también defini6, el
matematico, que ha de llamar “cosas simples” a aquellas que son puramente intelectuales
haciendo alusion a la idea de un término o las puramente materiales en las cuales incluye a las
figuras, la extension, entre otros (Descartes, 1983). Por lo tanto estas “figuras simples” deben
de ser lo més claras posibles para poder a partir de ellas hallar la solucién al problema por ello
es que la asociamos a nuestro tema de estudio, “las figuras de analisis”.
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“‘REGLA XV: Es también util el trazar de ordinario esta figuras y presentarlas a los sentidos
externos, a fin de que sea mas facil por este medio mantener atento nuestro pensamiento”
(Descartes, 1983, p. 245).

En la representacion de las figuras simples, Descartes pone énfasis en la visualizacién de los
datos que intervienen para poder resolver el problema, dandole un papel importante para lograr
llegar a una correcta solucién pues como explica en la regla anterior, que es por medio a dichas
figuras que uno puede formarse una idea, mas continua con una advertencia importante para la
problematica que dio origen a este trabajo de investigaciéon. Volviendo a Descartes continua
diciendo: “de (las figuras) sus diversas e innumerables especies, emplearemos aqui solamente
aquellas por cuyo medio se expresan mas facilmente las proporciones” (Descartes, 1983, p.
242). Por eso, estas figuras deben ser tan simples que no deben dejar lugar a la existencia de
suposiciones que acarrearian una deduccion racional errénea.

“‘REGLA XVI: Las cosas, empero, que no requieren una atencion actual o inmediata de la
inteligencia, aun cuando sean necesarias para la conclusion, vale mas designarlas por las
notaciones mas breves que por medio de figuras enteras: de esta manera la memoria no podra
equivocarse y no obstante, durante este tiempo, el pensamiento no se distraera en el intento de
retenerlas, mientras se aplica a otras deducciones” (Descartes, 1983, p. 247).

En esta regla, lo que marca Descartes no es s6lo un camino a recorrer en el uso de las figuras,
sino que detalla la forma de presentar las notaciones, segun él mas breves de llevar una idea
sobre el papel, a utilizar en la resolucién del problema, a saber: “nos serviremos de las letras a,
b, c, etc. para expresar las magnitudes ya conocidas, y de las letras A, B, C, etc., para expresar
las desconocidas.” Asi como también sefiala la forma de indicar la frecuencia o las relaciones
gue se presentan, con el fin no sélo de economizar palabras sino también de presentar a la
vista toda la informacion util con una lectura sencilla o simple.

Por otro lado si se hace referencia al siglo XVII, el célculo “nace con un componente muy
fundamentalmente visual y asi se mantiene en su desarrollo a lo largo de los siglos siguientes,
en interaccion constante con problemas geométricos y fisicos” (de Guzman, 1996). Se encontré
que "Lagrange ha expresado con énfasis su creencia en la importancia para el matematico de
la facultad de observacién; Gauss ha llamado a la matematica una ciencia del ojo..." (Silvestre,
citado por de Guzmén, 1996).

7. Edad Contemporanea

Henri Poincaré (1854-1912) en su libro “Fundamentos de la Geometria” dedica todo un
apartado a el empleo de las figuras, en el explica las razones de porque no se puede estudiar
geometria sin figuras y se debe a que antes de estudiar Geometria uno ya ha tenido
experiencias que implican las nociones de espacio sensible. No se estudian las figuras sino
gue éstas sirven de instrumento para estudiar la geometria.

Ademas, Poincaré agrega:

“Hemos adquirido la facultad de representarnos las experiencias geométricas familiares, sin ser
obligados a haber recurrido a sus reproducciones materiales; pero todavia no hemos deducido
conclusiones.

¢, Como lo haremos? Ante de enunciar la ley, representaremos la experiencia en cuestion de
una manera perceptible, despojandola también, lo mas completamente posible, de todas las
circunstancias accesorias o perturbadoras, exactamente como un fisico elimina en sus
experiencias las fuentes de errores sistematicos. Aqui es donde las figuras son necesarias,
pero ellas son un instrumento a penas menos grosero que la tiza que sirve para trazarlas, y lo
mismo que los objetos materiales no pueden ser representados en el espacio geométrico que
constituye el objeto de nuestros estudios, no podemos reprensarnoslos sino en el espacio
sensible” (Poincaré, 1948, pp.92-93).

Poincaré se refiere a despojar la representacion de todas aquellas circunstancias secundarias,
lo mismo que Descartes, siglos atrés, reflejaba en su regla XIV al referirse a figuras desnudas o
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simples. Ambos pensadores dan importancia en la resolucion de problemas a la utilizacion de
figuras que sirvan de instrumento para razonar sobre ellas.

Y para terminar este breve recorrido histérico sobre la utilizacion de figuras de analisis por
parte de los mateméaticos, se haran propias las palabras de Rey Pastor (1888—1962): “Hasta los
matematicos que mayor don de abstraccién poseen, como el mismo Hilbert, confiesan que, sin
la preciosa guia de la intuicion geomeétrica, sin las figuras, no lograrian demostrar los teoremas
algo complicados sobre continuidad de funciones, sobre puntos de condensacién, etc. Con
palabras del mismo Hilbert ‘los signos y formulas de la Aritmética son figuras escritas, y las
figuras geométricas son formulas dibujadas; ningin matemético podria prescindir de estas
férmulas dibujadas, como no podria realizar sus célculos sin paréntesis ni signos operativos™
(Rey Pastor, 1916, p. 18).

A modo de comentario final

Este recorrido histérico tiene como fin presentar distintos escenarios socioculturales en donde
la matematica se desarrolld, estas ideas “por su caracter sociocultural, son el reflejo y producto
de un determinado escenario” (Crespo Crespo, 2007, 68).

Es interesante notar que aun en las distintas visiones de la matemética, (tanto con finalidad
practico o con un fin en si misma), puede encontrarse el empleo de figuras de analisis en
muchos escenarios socioculturales de la matematica a través de la historia en la resolucién de
problemas (empiricos o teéricos) aunque estos dos aspectos pueden influir en el tipo de figura
ha realizar.

Referencias bibliogréaficas

v/ Cantoral, R y Farfan R. (2003). Matematica educativa: una visién de su evolucién. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa, 6 (1), 27-40.

v' Chevallard, Y., Bosch, M., y Gascén, J. (1997). Estudiar matematicas: El eslabon perdido
entre la ensefianza y el aprendizaje. Horsori Editorial.

v' Crespo Crespo, C. (2007). Las argumentaciones matematicas desde la vision de la
socioepistemologia. Tesis de Doctorado no publicada, Cicata - IPN, México.

v' Descartes, R. (1983). Reglas para la direccion de la mente (de P. Samaranch, F., Trad.).
Barcelona, Espafia.: Graficas Ramén Sopena, S.A. (Trabajo original publicado en 1701).

v de Guzman, M. (1996). El papel de la visualizacién. En de Guzman, El Rincén de la
Pizarra. Piramide, Madrid. Recuperado el 13 de marzo de 2009, de
http://www.mat.ucm.es/~angelin/labred/visrincon/00indice.htm

v' Lagarto, M. J. (2002). Historia da Matematica - historia dos problemas Bhaskara | (600-
680). Recuperado el 10 de febrero de 2009, de
http://www.malhatlantica.pt/mathis/India/bhaskaral.htm. Ultima actualizacion 15-06-2008.

v’ Loépez, F. (1997a). Las Matematicas en el Antiguo Egipto. El papiro de Moscu. La Tierra de
los Faraones. Egiptologia.org. Recuperado el 9 de febrero de 2009, de
http://www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_moscu.htm

v’ L6pez, F. (1997b). Las Matematicas en el Antiguo Egipto. El papiro Rhind. La Tierra de los
Faraones. Egiptologia.org. Recuperado el 9 de febrero de 2009, de
http://www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_rhind.htm

v' Plasencia Cruz, I. (2000). Andlisis del papel de las imagenes en la actividad matematica.
Un estudio de casos. Tesis de Maestria no publicada. Universidad de La Laguna, Espafia.

v' Platén. (1983). Men6n. Madrid: Gredos.

v' Poincaré, H. y Einstein, A. (1948). Fundamentos de la geometria. (de Rey Pastor, J.,
Trad.). Buenos Aires, Argentina: Coleccion infinito. Serie 3, Filosofia de la Ciencia, Vol. 1.
Ibero América. (Trabajo original publicado en 1891).

v' Rey Pastor, R. (1916). Fundamentos de la Geometria. Madrid : Biblioteca Corona

Pagina (1 335 de 632



:~ v %

':': ’;A“- -~ j

~ Sociedad Argentina de Educacion Matematica

v' Sigarreta, J. M. Rodriguez, J. M. y Ruega, P. (2006). La resoluciéon de problemas: una
vision historico-didactica. Boletin de la Asociacién Matemética Venezolana, Vol. XIII, Num.
1, pp. 53-66. Recuperado el 22 de marzo de 2008, de http://www.ma.usb.ve/~bol-
amv/conten/vol13/pruesga.pdf

Figura 1: Imagenes tomadas de
http://www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_rhind.htm.

Figura 2: Imagen tomada de
http://www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_moscu.htm.
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