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Resumen

Presentaremos los resultados de un micro disefio de investigacion llevado a cabo en
2016 en el marco de la asignatura Didéactica Il del Profesorado de Matematica del
Instituto de Profesores “Artigas”. Realizamos un estudio con 195 alumnos de primer y
segundo afio de ensefianza secundaria en el que nos propusimos examinar si los
estudiantes tendian a realizar la operacion en los casos que implica dividir entre cero.
Ademas estudiamos las justificaciones que dieron los alumnos a sus respuestas y
analizamos el efecto que tenia en estas el haber trabajado con anterioridad el tema
Divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales (N).

Introduccion

Este trabajo surgié en el marco de la asignatura Didactica 1l correspondiente al cuarto
afio del Profesorado de Matematica en el Instituto de Profesores “Artigas” (IPA) y como
una propuesta de la profesora encargada del curso. Las alumnas de este curso, que
teniamos a cargo grupos de practica de primer y segundo afio de ensefianza media
basica en 2016, nos interesamos en estudiar las concepciones de los estudiantes que
integraban esos grupos en torno al caso de la division entre cero.

Para ello realizamos un micro disefio de investigacion semejante al llevado a cabo en
Israel por las investigadoras Tsamir y Tirosh (2002). Tomamos como marco tedrico los
aportes de Fischbein (1987), citado por Tsamir y Tirosh (2002) sobre las creencias
intuitivas de los estudiantes. Ubicamos la division entre cero como una de las creencias
intuitivas del tipo realizar la operacion (este concepto se explicard en la seccion
dedicada al marco teorico) y nos propusimos explorar las respuestas de los estudiantes

al presentarles operaciones que involucraban la division entre cero.
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Los objetivos de este estudio fueron: (1) examinar si los estudiantes tienden a realizar la
operacion en los casos de la division entre cero; esto es, asignar un resultado a las
expresiones que involucran la division entre cero, (2) analizar las justificaciones que
dan los estudiantes a sus respuestas, y (3) estudiar el efecto que tiene sobre las
respuestas de los estudiantes el hecho de haber trabajado o no con anterioridad el tema
Divisibilidad en N.

Marco tedrico

Fischbein (1987), citado por Tsamir y Tirosh, (2002) sostiene que las creencias
intuitivas son un tipo de conocimiento y las define como formas de conocimiento
particulares (en el sentido de propias de cada individuo) e inmediatas. Se refieren a
afirmaciones o conceptos que exceden los hechos observables, y son aceptadas sin
exigir una prueba empirica o formal que las justifique.

Algunas de las caracteristicas de las creencias intuitivas que este autor identifica son:

e Auto-evidencia: Las personas perciben estas creencias como verdaderas sin
necesidad de ninguna otra justificacion.

e Certeza intrinseca: Estan asociadas con un sentimiento de certidumbre, de
conviccion intrinseca.

e Persistencia: Hace referencia a la potencia de estas creencias, una vez adquiridas
se arraigan fuertemente. Se mantienen incluso después de haber adquirido un
grado avanzado de educacién formal.

e Caracter coercitivo: Ejercen un efecto coercitivo frente al desarrollo del
razonamiento del individuo, quien tiende a rechazar interpretaciones alternativas
que estarian en contradiccidn con sus intuiciones.

En lo que concierne a las creencias intuitivas sobre operaciones matematicas, Fischbein
(1987) argumenta que la experiencia inicial con las operaciones conduce al desarrollo
de creencias especificas e intuitivas sobre cada una de las cuatro operaciones aritméticas
basicas. Un ejemplo de esto seria: “multiplicar hace més grande”. La formacién de las
creencias intuitivas sobre cada operacion matematica particular y también sobre las

caracteristicas generales de las operaciones matematicas, también dan lugar a la
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creencia intuitiva de que, cuando se enfrenta un problema matematico, se debe realizar
una operacion matematica y que realizarla implica encontrar un resultado o una
respuesta. Estas experiencias, que consisten principalmente en las manipulaciones y en
llegar a soluciones numeéricas es lo que generan en el individuo lo que se denomina
creencia intuitiva de realizar la operacion. Resolver la operacion division entre cero
podria ser considerada como un ejemplo de la creencia intuitiva de realizar la operacion.
Esta es generalmente la primera operacion matematica no definida a la que los
estudiantes se enfrentan en sus estudios escolares y un estudiante que tenga incorporada
esta creencia podria asignarle valores numéricos a las expresiones que involucran la

divisién entre cero.

Aspectos metodoldgicos

Participantes

En este estudio participaron 195 estudiantes: 160 de primer afio y 35 de segundo afio de
educacion media basica de seis liceos urbanos de Montevideo, Uruguay. Ademas, 143
de los alumnos de primer afio habian estudiado el tema Divisibilidad en N y 17 no lo
habian hecho aun. Todos los alumnos de segundo lo habian estudiado previamente.
Instrumento

Se propuso a los estudiantes el siguiente cuestionario con 20 multiplicaciones y

divisiones:
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Nombre y apellido:

Realiza las siguientes operaciones:

Grupo:

Sx0+4x0 _
—a—=

O9x 0=

6+4

2

(2+3)x0 _
=

10-4
3

El interés principal estuvo en conocer las respuestas de los estudiantes a las operaciones

que involucran la division entre cero. El resto de las multiplicaciones y divisiones

fueron propuestas, entre otras razones, con el propdésito de reducir las respuestas

automaticas (se mezclaron expresiones con divisiones definidas y no definidas) y para

asegurarse de que los errores en las divisiones entre cero no provenian de una mala

competencia en el calculo de multiplicaciones y divisiones.

Las divisiones fueron presentadas en dos notaciones diferentes: a+b y % ya que

como lo mencionan las autoras, existen estudios anteriores (Grouws y Reys, 1975,

citado por Tsamir y Tirosh, 2002), que indican que los estudiantes tienen mejores

resultados con la notacion a+b. Por lo tanto un objetivo secundario de este trabajo fue

observar si esto influia en las respuestas de los estudiantes.
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Procedimiento

El cuestionario fue propuesto a los estudiantes durante una hora de clase (45 minutos)
en sus respectivos cursos de matematica. Luego del cuestionario se realizaron
entrevistas individuales a alumnos (2 o 3 de cada uno de los nueve grupos de practica)
cuyas respuestas nos Illamaron mas la atencion, por ejemplo aquellos que respondieron
infinito como resultado de la division entre cero o aquellos que consultaron la definicion

de divisién entera en N.

Resultados

A partir del andlisis de las respuestas dadas a las expresiones del tipo a+0 con a=0
y a las del tipo 0+0, podemos afirmar que en promedio! solamente el 17% de los
estudiantes encuestados respondieron que no es posible realizar la divisién entre cero.
La operacién que obtuvo el mayor nimero de respuestas “no se puede” fue la del tipo
a+0cona=0.

Encontramos también que el 73%? de los estudiantes encuestados realizaron la
operacion, esto es, asignaron valores numeéricos a expresiones que involucran la divisién
entre cero. Entre las diferentes respuestas que dieron a las operaciones, distinguimos: el
57,9% dio como resultado cero, el 16,5% al dividendo (cuando este no es cero) y el
1,86% respondid infinito. Algunos de los estudiantes que respondieron que el resultado
era infinito justificaron su respuesta no considerando el infinito como un namero, sino
como “el representante de todos los nimeros”. Esto se puede observar en la justificacion
brindada por un estudiante en el cuestionario: “Da infinito porque al dividir un niimero
mayor que 0 entre 0 no se puede entonces es como si te da cero pero también podés
poner cualquier nimero y siempre te da, entonces es infinito porque te da todos los
nameros. ” (Caggiani et al, 2016, p. 127)

Todos los estudiantes que afirman la imposibilidad de realizar la operacion habian

trabajado previamente el tema Divisibilidad en N, ya sea en el mismo curso o en afos

! Este promedio se calculd con los porcentajes totales correspondientes a la respuesta “no se puede”.
2 Este valor también representa un promedio calculado de igual forma que el anterior.
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anteriores. Algunos de ellos basaron su justificacion en la definicion de division entera

trabajada en clase, como se observa en el siguiente didlogo:
Profesor entrevistador: Vos en la encuesta nos pusiste que 4 dividido 0 no se
puede hacer, y después nos dijiste que daba 4, entonces ¢se puede y da 4 o no
se puede?
Estudiante 2: No, porque el resultado puede ser cualquiera y es el resto el que
te da 4, y eso estd mal porque el divisor no puede ser menor que el resto y ahi
no se cumple la definicion. (Caggiani et al, 2016, p. 128)

De los 17 estudiantes de primer afio que no habian trabajado el tema Divisibilidad en N,

ninguno respondid que no era posible realizar la operacion cuando el divisor era cero.
. : . a . .
Ademas las diferentes notaciones, a+by s no influyeron en las respuestas que dieron

los estudiantes ya que todos completaron el cuestionario y ninguno preguntd qué

significaba cada uno de los simbolos.

Reflexiones finales

Los resultados de este estudio muestran que la mayoria de los estudiantes encuestados
(73%) tienen arraigada la creencia intuitiva “realizar la operacion” en los casos que
involucran la division entre cero (los de segundo afio en mayor medida que los de
primero). Por otro lado el 17% de los estudiantes encuestados planted, en algunas
expresiones, la imposibilidad de dividir entre cero y todos ellos habian trabajado
previamente el tema Divisibilidad en N. Por tanto, si bien mas investigacion seria
necesaria, es posible conjeturar que el hecho de tener presente la definicion de division
entera en N permitid a estos estudiantes dar tal respuesta.

También podriamos plantearnos cdmo ayudar a los estudiantes a superar el efecto de la
creencia intuitiva realizar la operacion y aceptar que algunas expresiones matematicas
no estan definidas. En ese sentido creemos necesario que hay que contribuir a que a los
estudiantes construyan nuevas intuiciones consistentes con la definicion matematica de
division entera en el conjunto de los numeros naturales. Entendemos que los alumnos
no logran por si solos considerar todas las implicancias que tiene la definicidn formal, y

al tener que ponerla en préctica en situaciones concretas, no consiguen controlar sus
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intuiciones. Es posible que haya que trabajar especialmente con aquellos alumnos cuya
imagen del concepto (Tall y Vinner, 1981) de divisién incluye Unicamente la
concepcion de repartir. Al enfrentarse a situaciones que involucran la division entre
cero, estarian suponiendo que “no se estd repartiendo nada o repartiendo entre nadie” y
por lo tanto dan como respuesta cero o el dividendo. En estos alumnos esta creencia no
entra en conflicto con la definicién del concepto (ya que no contemplan todos los
aspectos de la definicion formal). En estos casos seria apropiado proponer actividades
en las que los estudiantes pudieran tomar conciencia del conflicto que se genera al
aplicar ambas simultaneamente. De esta forma su imagen del concepto se veria
enriquecida para que pueda ser aplicada en instancias posteriores de su formacion
acadéemica, especialmente en aquellas que involucren casos de estas y otras operaciones

no definidas.
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