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Problemas discretos con valoresiniciales

Gustavo Adolfo Juarez — Slvia Inés Navarro

El presente trabgjo pretende difundir problemas discretos con valores iniciales (en
addante PVID), a partir de ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes
constantes y prablemas de valores iniciales. Tales problemas tienen como soluciones
sucesiones recurrentes, entre dlas, dos tomaron mayor difusion identificadas con los
nombres de quienes las estudiaron: Sucesion de Fibonacci y de Lucas. Ambas suce-
siones son soluciones de un PVID de segundo orden homogéneo para la misma ecua-
cion, diferenciadas solamente por los dos valores iniciales dados.

Sucesiones Recurrentes

Sea {xn} una sucesion de nameros, reales o complgos, en donde los términos de tal

sucesion los denotamos por - Xy, X, X,,....  Si en una sucesion los términos se generan

a partir de operaciones algebraicas de los anteriores términos, la sucesion se dice
sucesion recurrente. Asi por gemplo tenemos las siguientes sucesiones recurrentes.

Ejemplo 1:
1,4,7, 10, 13, 16, 19, ...
3,4,7,11,18, 29, 47, ... 1)
2,3,4,9,16, 29, 54, ...
1,0,0, 2, -4, -4, 36, ...

Que se obtienen respectivamente de las siguientes asignaciones de generacion
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Xosp = %y +3

X = X, X4 2

n
Xowg = Xy T X0 ¥ X5

— 2 2
1= X, +3Xn-1+2Xn-2

Las sucesiones dadas en (1) se obtienen de la aplicacion de la expresion (2) que genera

X

n+:

los siguientes términos a partir de los anteriores dados. Por lo que necesitamos tam+-
bién conocer términos iniciales. Obsérvese que las expresiones (2) requieren de uno,
dosy tres términos anteriores para generar € siguiente término de cada sucesion.

El proceso de determinar sucesivamente los términos particulares de estas sucesiones
se denomina proceso recurrente, para elo la forma simbdlica de expresar, por gemplo
(2) sellama forma recurrente.

Una sucesion recurrente se dice que es de orden k si para calcular € siguiente término
serequiere de k términos anteriores.

En gemplo 1 las formas recurrentes (2) son de orden uno, dos, tresy tres respectiva-

mente.

Ecuaciones en diferencias

Las formas recurrentes también son generalmente soluciones de ecuaciones en dife-
rencias finitas, o ecuaciones en diferencias, a secas, y en adeante las indicaremos
como EED. Estas ecuaciones tienen como objeto expresar relacion entre términos de
una sucesion. Resolver una EED significa hallar las sucesiones cuyos términos estan
relacionados segun la ecuacion dada.



En general diremos que una EED en una sucesion {xn} es lineal de orden k si tiene la

forma. &, (N)x,.. + 8 y(Xyucs + -+ & (M), + 3 (n)x, = R(n), donde & (n) son

los coeficientes de la ecuacion, y son funciones den. Los coeficientes a,(n) y ao(n)

son no nulos, esto asegura & orden. Cuando paracadai, @ (n) no depende n sedice

gue la EED es de coeficientes constantes.

El segundo miembro de los términos de la sucesion es independiente y en caso de ser
nulo la EED se dice homogénea, sino no homogénea.

Una solucion de una EED es una sucesion, pero cabe mencionar que tal sucesion no es
Unica, veamos € siguiente gemplo:

Ejemplo 2: Verifique que la sucesion x, =3" 5" es una solucién de la EED
X1~ 5Xn =0
En efecto reemplazando por la solucion sugerida queda
X ., - 5X =3x%""- 53" =0
Ademés si tomamos otra sucesion, por gemplo X =7 5", también verifica que es

solucion. Es més, toda sucesion delaforma x, =C” 5", con C constante es solucion.
Resolver una EED lineal de primer orden de coeficientes constantes, es obtener
sucesiones, entre las cuales ocurren progresiones aritméticas 6 progresiones
geométricas. En el siguiente cuadro damos la forma de las soluciones segun la
EED dada:



EED Progresion

Xour = X, =0 x, =C+bn Aritmética

Xy - &%, =0 x =Ca" Geométricas

X, -ax =b, atl x =Ca’ +_La Geométrica Modificada

Aqui, Cesnumeroreal arbitrario.

Para resolver las EED de primer orden no homogeéneas puede utilizarse d Méodo de
Cosficientes Indeterminados, que por la brevedad de este trabajo las dgiamos de lado,
pero que puede consultarse en detalleen [5] y [6].

En cuanto a las EED de segundo orden lineales con coeficientes constantes homogéneas

tienen laforma x ,, +ax ,, +bx =0 conay b constantesy b* 0, la bisqueda de la

solucion es a través de la Ecuacion Caracteristica r 2 +ar +b=0. Esta es una ecua-

cién algebraica de segundo grado, cuyas soluciones estan dadas por:

-at+a’-4b

r= > .Seanéstas r, y r,. r,,r, pueden ser realesy distintas, reales e

iguales o complgas conjugadas, y se denominan las raices caracteristicas de la ecua-

cion.
La solucion general de la EED de segundo orden lineal, es la sucesion que resulta de
combinaciones lineales de las potencias n-ésimas de |as raices caracteristicas.

Enféormulas x, =C,r [ +C,r ;.

Puestoque r ™ +ar " +br"=r"(r?+ar, +b)=0. Demodoque



x =C,r;'+ C,r,; es solucion de la ecuacion x .+ a X ,,+ bx = 0 para
valores arbitrariosde C,, C,.
Por otraparte s r, #r, y C,, C, lasolucion dd sistema

x=Cr,+C,r,

— 2 2

XZ_Clrl+C2r2
setiene que
x,=C,r;'+C,r,; paan=1,2, 3, 4,... . Enefecto, hacemosinduccion en
nx=Cr,+C,r,
X, =C,r 2+ C,rZ por congruccion x ., -ax, -bx =
— 1 1
—'a(C1r1n+ + Cz I’;+ )_b(clrln + Cz I’;)
= Clrln ('arl'b)+ Czr; ('arz 'b)
— 2 2 _ n+2 n+2
=Crr+Crlr;=C r™+ C, rJ*.

Sean coeficientes arbitrarios C,, C,.

Solucién general de EED de Raices caracteristicas
segundo orden
anclrln-*-czrg1 Sirllrz
x =(C,+Cn)r" Sir=r,=r,

x. =1"{C,cogng)+C,sen(nq)} | Si r, =, donde r méduloy q argumento
der,,r,e C- R




Una generalizacion inmediata permite expresar las soluciones de EED por medio de
las raices caracteristicas de la ecuacion caracteristica asociada.

Problemas con valoresiniciales discretos
Para determinar en forma Unica la sucesion solucion de una EED debemos adicionar,
tantas condiciones iniciales como indica € orden de la EED. Tal condicidn junto a la
EED forma un problema con valor inicial, que a fin de distinguir la analogia que
tienen € desarrollo dd tema de las EED con las Ecuaciones Diferenciales, como €
lector ya habré observado, nos permitimos llamar a estos problemas con valor inicial
discretos, o en forma breve PVID.
Xg = K, =D
% =2

. . -, n 5 )

La solucion general esté dada por la sucesion X, = C3 +1—3 =C3" - 5
5

Aplicando ahora la condicion inicial dada: %, =C3° - g= C- 5

Ejemplo 3: Consideremos € siguiente PVID de primer orden

—_ — —/

Asi C =% Con este valor de C se obtiene la solucion particular X, =23” - g [ |

Ejemplo 4: Ahorarealicemos é desarrollo para un PVID de segundo orden, sea éste
Xpe2 T 2Xn+1 - 3Xn =0

% =1
t X =3

N
z

La ecuacion caracteristica asociada a la EED dadaes r 2+ 2r - 3=0, y sus raices

caracteristicas son 1y -3. Asi la solucion general dela EED es



x, =C, +C,(- 3)".
Para obtener la solucién particular usamos los valores iniciales dados quedando €

_ _ iC+C,=1
sistema de dos ecuaciones |
1C-3C, =3

Que se satisface para C, :g yC,=- %

Con lo cud la solucién del problema de valores iniciales planteadas es la sucesion

x=2-2(3 1

2 2

Para determinar una solucion particular de una EED lineal de orden k es necesario
conocer k valores iniciales de manera que las constantes que contienen la solucion
general quedan identificadas. Para confirmar este enunciado basta con extender la idea
delo que ocurre para una EED de orden dos.

En efecto, sea un PVID de orden dos, que por simplicidad la tomaremos homogénea:

_\I_ Xn+2 + aXn+1 + bXn =0
I
i X =A

% =B

Lasolucion general delaEED del PVID es x, =C,r ;' + C,r ;, suponiendo raices

caracteristicas reales y distintas. Veamos de que manera los valores iniciales determi-
nan de forma Unica la sucesién, solucion.

Haciendo n en la solucion general 0y luego 1, nos queda:



X =Cir; +C,r; =C, +C, = A
X1:Clrll+C2r;:C1rl+C2r2:B
O sea dos ecuaciones simultaneas con dos incognitas C,, C,. Estas se expresan en

términos de A'y B dados, por lo tanto la solucién es:

-Ar,+B Ar.-B
n: 2 rln+ - r;
r,-r, r,-r,

X

Sucesiones de Fibonacci y de Lucas

De las sucesiones recurrentes, dos de elas son muy reconocidas, ademas ambas
recibieron nombres de quienes las desarrollaron y estudiaron. ¢Pero que tienen estas
sucesiones que no tengan las deméas? Curiosamente las dos, muy ricas en propiedades
y aplicaciones en la matemética pura y aplicada, son soluciones de un PVID de
segundo orden. Més aln de la misma EED, solo variando sus valores iniciales, por [o
que no debe sorprendernos que a tener la misma expresion generadora, exista mucho
en comun entre dlas, [4].

Nos referimos a las Sucesiones de Fibonacci y la de Lucas. Ambas se definen de la

siguiente manera:

I:n+l = Fn + Fn-l Ln+1 = Ln + Ln-l
F, =0 L, =1
F =1 L, =3

Podemos generalizar € andlisis de estas sucesiones tomando € PVID delaforma:
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}_Xn+2_ Xoe1 ™ Xn:O
1% =A
1% =B

Las raices caracteristicas se obtienen de la ecuacion caracteristica asociada

+\/§ 1- \/5

- r +1=0. Estas son rlle y r2=T. La riqueza de estas suce-

r

siones no es solo porque en estas raices se computan a partir del nimero de oro, sino
por la presencia en innumerables expresiones e identidades dentro de las mateméticas
(11, [2] y [3]-

Con las raices caracteristicas conocidas podemos escribir las sucesiones anteriores en
su forma general, esto es usando los valores iniciales correspondientes.

1 eaa_+\/§o

Para la sucesion de Fibonacci resulta F, —— T T U, expre-
2 fa 2 ‘.38

sion que se inmortalizd con € nombre de formula de Binet [1]; mientras que para la

e u
sucesion deLucases L —i62— \/_ ZEi \/E

V58 p

Generalizando, la solucion del PVID de segundo orden con valores iniciales Ay B es:

1 ¢ 28 +4/50 - /50
X, _Eg(s- AETS +[av5- (B- A)]i——

Familia de sucesiones como progresiones geométricas de oro.

De las tantas propiedades que podamos citar y que se enumeran en gran cantidad en
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las referencias citadas, tal vez la vinculacion de los NUmeros de Fibonacci, asi lla-
mados a los nimeros que forman tal sucesion, con los dementos dd Tridngulo de
Pascal sea la mas conocida. Pero aqui solo enunciaremos la siguiente propiedad que a

medida que n crece los eementos de la sucesion crecen con una tasa 0 razon que

. ; 1+
tiende al nUmero de oro

citado arriba como la primera raiz caracteristica.

Para ello basta colocar la sucesion X, y aplicar en dla d criterio dd cociente, de esta

n+l n+l
Xn+1 - Clr 1 +C2r 2

manera queda: . .
X, Cr;+C,r,

Comor,* 0, yC,t 0dividmospor Cr ', obteniéndose

n
C &,0
r1+—2r2§ 2
Xn+1: Cl Mo
Al
%o 1+&%’Jg
Cl Mg

,.N

_ r |, 0 ) o .
Siendo | —2 | <1P lime—== =0. Asi el cociente tiende al niimero de oro.
rl . r 1 ﬂ

Esto puede verse como que el comportamiento limite de la sucesiéon es € de

1+4/5

2

una progresion geométrica con razon

Més generalmente, con lamismapruebase obtienes x, =C, r '+ C, r; es

lasolucionde x.,, +a X ,,+bx,=0demaneraque C, r,* 0 y suponiendo
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, . . , X
se satisface médulo de r, mejor que médulo r , entonces % ® r,.
X

n

X
SiC, =0,y C, r,t0, seobtiene—"2® C,r,.
X

n
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