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Este trabajo pretende ser una introduccion a la geometria hiperbolica. Se tratz de comprender alzunos aspectos de esta
ramz de lz maremarica a partir de su historia y de sus principales actores. La realizacion de esta investizacion significo
el estudio de una parte de Iz geometria de la cual hasta zhora conociamos apenas su nombre Parz ello primero fiue
recesario bacer el esfuerzo en cambiar las imagenes que estaban en nuestras mentes e imaginar un universo con
parametros diferentes a los que habiamos utilizado hasta ahora. Fue un trabajo de estudio e investizacion mmportante, no
solo por el fruto final, sivo por el camino que debimos seguir para poder concretarlo.

Esta compuesto, por upa pequeta descripcion de la investizacion del proceso historico que llevo a las distintas
geometrias no euclidiapas, un esmudio particular de lz zeometria kiperbolica viendo sus principales caracteristicas,
algunos modelos de ésta, v un estudio mas detallado del modelo semiplarar de Poincars.

La zeometria de Euclides, fue desarrollada alrededor del 300 a. ¢, ex 13 libros (elementos) que contiepen 23
definiciones al conuenzo, (pero en el desarrollo de su obra se llega a 118 definiciones) y 465 teoremas. Estos teoremas,
a su vez, son derivados de solo cinco postulzdos. los cuales son presentados como verdades evidentes por s mismas, ¥

por tal motivo son enunciados sin demostracion. Dichos postulados son:

1. Desde cuaiguier punto a cualguier oo s¢ puede frazar una recia.

[ ]

Toda recta limitada puede proiongarse indefinidamente en la misma direccion.
Con cualquier centro y cualquier radio se puede rrazar una circunferencia.

Todos los dmgulos rectos son iguales entre si.

W W

Si una recra, al cortar a otras dos, forma de un mizmo lado, dngulos internos menores que dos
rectos, esas dos rectas proiongadas mdefinidamente se cortan dei lado en que estdmn los dngulos menores que

dos rectos

Hasta aproximadamente el 1800 todos los matematicos estaban convencidos de que la geometria euclidiana era la
idealizacion correcta de las propiedades y fizuras del mmndo fisico. A pesar de que la confianza en la zeometria
euclidizza permanecio durante 2000 afios, una preocupacion ocupd a los matemsaticos durante casi todo ese periodo, la
complicada formmlacion del quinto posmulado de Euclides, tanto es asi que el mismo Euclides evitaba su urilizacion En
el quinto postulado est3 implicito el concepto de infinite, v por ello desde tiempos muy remotos se busco expresario de
manera diferente para, elimivarlo como postulado y deducirlo de otros axiomas, para demostrar su independenciz, o para
reemplazarlo por otras afirmaciones que lnego buscaban demostrar.

A partir de esto existen variados intentos de demostrar el quinto postulado con los cuatro anteriores, 2 conocen
versiones de estos intentos en tiempos de Aristoteles, como también otras por: Posidono (S.I AC) . Clavius (1537-
1612), Proclo, Playfair (Inglaterra siglo XVIII), J. Walis (1616 -1703). Tambiér hubo intentos de demostrar el 5°
postulado por reduccion al absurdo. en este sentido estan investizaciones de  Saccheri(1667-1733) . Lambert(1728-
1777), Legendre(1752-1833). No es de extrafar que no 32 haya llegado a ningupa contradiccion en la hipotesi del
angzulo agudo. ya que, como s2 demostro posteriormente. la geometria desarrollada con esta hiportesis es tan comparible
como lz euclidiava, es decir, el postulado de las paralelas es independiente del resto de los posmulados y no es posible
deducirlos de ellos.
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Lo Badtora do b geoenetrin 2o euchidionm se mcs com koo eafierace peen clmpar dule scercn del svcan do ba
parsieles de Buclhdes. Loo prumerce e sopeclor eate becho fusrcn Karl Frieckich Ouon (1777-1855) do Alemans
Jince Bobpwi (1802-1 560 de Hurgran y Nocolai Tvancovich Lobwchenaky (17951556 do foam

Tres pocmetrbo wirgen & party do lodes cotar Umvedgeciones ¥ Lenen en coorin ko pramens o poelulakos de
Frachdes, pero vartan a party del 5 pontubudo y war comecuescine

Eim e geometra sncBdisan, of quaro postcledo sfema “Diador en un phoo ws secta 7 y s pusto P oo no edden 7
exlonce exole wo Gracs rects presbol w7 oqpie pess poe F°

E= ln geomoetria elpdca, ol quinto postiubedo tome b feme “Dwdos e un pheo ums recta ¢y un pate P que 2o itk
on T, aronom 1o exito rects prealel x T ogee pess poe

Fi= n gecmena kipesbokea, ol quanto poatulado e eeta otz fomme: “Daddos en un plano s rects Ty un pare 7

quo ne @tk en T, enates al menes dos recte preakbo & T que proan poe B Eiie
! b3
| Deereliede dende p— — 3 RERCA]
Geomenc por —— é" £
exwrior engals L
[~ ] penan
Exclidea Fuclider Una dor rectza ]’i Lol
Bolvar dar r_
¥ Mds de Mewor gar dor recios
Fiperb®iod  Jobackensky ans pr
4
Eligtice Fremann Naagues Aayor gae dar recios §§ B e
i
CEOMETRIA HFERBOLICA —

Fin oot geoenet i puede taber rectar que 0o se corten pero quo b datances estre ambes sen varable volrigndose o
peaguefs como se queers. Se poode decw quue be dos pardelen 5 urm rectn 1 por s pOeo eaerior 200 recte seendbce K 1
yu quo se womcan ufitamente w1 ain lager & coels

El kegubo del parsleliena

*  Sean EE' y FF" a parsleles u 7 por ol puge P.

. HPE igiad ol FPH se lhens & : S P
i=gulo [ 2 tgub do peemblono y L —
depende do b dvtsecin dfH P) ,—-vr-—— e

*  En ls geoenetmte cochidions dcho dypuk @ e, e b o L
eochdies viel deade cerc cando s dotucs M=, P e
i, hots 90 csrdo b distsescin & H, P tierde u cere. T m

Eldeguke do pesnbelome @ quods totalmene delenranedo poe b dotanca del parc P x borecte 1. Ea decie, ol degulo
a en furcde de ln dotancs = & =[], Eats fimcida tiene wm importances fisdamestal en b goometrin de
Lebwchevay.
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San propiedade fimdenentalo soa

#) @ix defenide poes todo x positive;

b} o mondicom desecienie y coentius,

) [Tfx) tendes x/2 comndo xtierden 0 y TI{x) tiende 5 0 caando x tinde » finko.

Do wqui a2 doyrende gue oo regeess poqesiee del epacio I gecenetin do Lotechenaky Efiere muy poso de e
ouzlidiarm yw qee pers valores de x sy peguefion ol egulbo do preskelame o sproccine 4 un ngu resto.

Frenkbo, Riparpandelna, secante.
En barsgen
*  Larects HP e perpeschoube a v semdo H el pie de b perpendicube
P p F ®  Lwrectas EE' y FF' son parskobo & 1, e ol comeepic hiperbélico del
e e
f / E ¢ L roctzo que pases por Py tienen purdos interiores al keguke FPE soa
wownes 8 T
* L rectes queo pesan por Py oo Lenen purtos anencres o deguke FPE
s Riperperslole © no seouter & 5

Dwedn crm rocta £, exaten por 1 pusto P oesterior o 5, wmfireles secnes, infinte lpepeablo v dos pandela que
seprean lus secartes de lan hiperpandelas

Loa madales som ko quo dan comadlenc & ba gecmetrio. El modelo pars b goometrin suclickars eo of mrands real
pere ot In goowmetrs do Lotechevaky un modelo que b mrssete como teora coemanente” 1 do hacho lury varioe

Bl peurer modelo de goowmetra hiperbdion se debe » E. Belerame, quien o cbtwso en 1568 El

eprplo mus surgple do edso mperficies oo la preado sxfers, que en b wgerficis oltersds poe
revobicstn, srodedor del gje y de ba cmve lnrmsds mactne coyw counciin e

y-t[Ja’-x’-a-)ogﬁ':‘Ex‘J

.4“ Bl modeo de Beltrams-Covley-Klein ¢ tenbidn cooccde come ol medelo S
© proyecsive del dizco. Use of imericr de us cirosko como plane hiperbélica, y e L
cuerdas como recte. Bde modelo bene como vestape su simplhicadad (

\ J

Low pusice dol aterior del ciculo sepeasersan loo pratos del moove pheo hiperbdlico No we ke partos pL ,

de b crounfeencs que mo pestencom » eale planc Riperbdlco _m_:.u...
S ‘-..‘ Eate sogmento sin koo pusicn tenmannlos se Dars caerds abveria.

| Ut et = et mcdsho e uem caerds abirss Cormidersnce el jurto Py s

" J r Podermon tncze dox rectse preabebo ry oy quo peses por Py ambee scn pansielaa o

\‘-.___A T Incserds ateerts | Bs eto modeln s comideres peebobo b rocte mo secanfes '"‘ N
Do cserde steerta son preskbe i no posess punice e coamn N

s

2¢ CONGRESO URUGUAYO DE EDUCACION MATEMATICA

132



noxgp_anklu wont pasal e

\ ™
| ™

Caxcular de Pecncare P

Commderumon s cocuferencis csalgens O en el plane suwclidanc .
Denstgramon el srerice de aato ctronke cormo el phoo lipertolion

Llenuremnos *pamior Aiperdalicar® » bos purtos del ra-nndctedoiahb
%Mo--n&o;m“m ¥ o pertesscen s b o~

Llamsremcs  *rectss hiperioloar’ &
*  Dismetrcs de ©
* Lo wroce de cocumferencin oriogoesdes » O mchados
en el cbzub bmtsdo por O

Las roctur prealeles o cam tercars 1o Liznen poe qub ser parieles extre ol
AA NV PO AMNFG y AN NAA; ={A}

MODELO SEMIFLANAR DE POINCARE

I 2 Lo figeas eoclidiarme son la recte bpaboboe?
o~ ~.

/ N\ L rocse beperbilioe e el modelo son semcrcadeences sloerse cos
1,‘ \ osstro en 2l g 2, © seemrectes sucldera steerte con exiranc a el oo x
v T e adanks son pepedeuben ol gje 5
Facea: paralabs:

Zon aguelbe recte que lienes o= commn tsicaments i prato del ae. 2 _
Racex: paralela: 3 22x dada por wo pasre dads & _‘—h—'
) / Se quiee tracow b secta peenleby 4 la secta © por o prage D, pun lo cual 02
. j"/"'l detemiraes kos puice limres de dcka cocmferenca (B y C) dichos puntce
T 5 1o pertenecen ol plaso Sipertdicn
—~Re | . Se waza b madintriz del sagrmesto DB, ol puano do corte de b medinttiz soa
/}.:'A.__"“,"».“__ ol o o0 ol cantro de b smmciroudsence g pas por B, o e b sectx
‘ ,‘«. * 5 -y leperbolize & D e rarss manens se proceds paes sooondne b ol seste ¢
P ! iz paaa poe .

Urs seenicecunferenza con centro en ol e x y s semirocts ahiects g
perpeshoube al oo x en e czoro do ls cocanferenca son Sentedn recte ! \
hipertdhona perpenclioslares estro ol
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Circunfervacia ___‘,:.__.
La cocmferescin hperbolion oo wm cocmferencin enchdiors en el plane hperbolico quo =0 /! \
tene puaros e oo con ol gje 1 y e cerdro A no coancade oon s centro sucideno O !

. CM A N

&
8o cumple b selesibn —— =2 —+
TN O MB d

Distancia kiperbélica 204,8)
2 Loo pasdce A y B pertenocen & e rocte euclidian ‘uh'hm

-- - " ~ -
by Lo pasdce A y B pertenccen & wm sermcuroundeencs suchdies "“.”_}[.-[%}_(%)]
Saendo en senbon casce d, b ditacin hiperbdlon v d I datances cocideen.
Eropisdade: del models
A preti do bo comchosess srpomite al model se pueden delenrane cimtar mopisdader gque se doprendes de ente

) Uk rocts qeadhs detenmaneds por dos pusics ™ Beto wo debe & que en enle modelo b |I“1m
rectas son ssmcrourdeencee de conro perenccare sl ge x o semETecta A -
perpesdiculees » dicko eje. }

) Come el e x no pertenece al pheo hparbolioo o recte scn ilimrads.
No tenes extremcs pertenociosies & plano leperbdboo.

Lo prazton ULV y F oo pestenecen sl pheso leperbolice.

iz

wa) Dache e secta £ y wn purge P oesterior o £ exalen indeits
rectes socsesies o 1, mfisehes o securer ¥ ok doo pesdele o v
poe el purdo oty s pardelaa 51 300MEC KT, ¥ 10 30CMES KT ' \

w) Lagume do loo drgubon de wn regube e mence » doa rechos.
Cbecrvemnos o tridngulo ARC. Sua bedos son sogmemion de sectas hiperbolica

segares de b cecunferencio sochlican by

Eldegulo B e sgaad al BNM (ge fooman el gje x y el mdio NE).

El redio BN de b cocurferences < serh didmetre de b coroundesences
El deggule NEM immcrpto e g en mayor qee el degubo A exteriorng
NEMtBrun recto.

A ea mencr que NEM.

Erdomces A +B <unrecto.

CHAVE < dom rocton.

e
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Lzcmstrix: sa ol plaoo biperbalics

Urst sometris en ol planc kiperbdbioo e uma fimsiéan biyective del plano hiperbdlco en 3 mismo que comsarva las
datancie eutre purics. Buto sgrafic d (A, B) = di(A', BY) @ decir que |s distancis hiperbdlicn antre dos punton &
igead & b datancis hiperbélics entro s anigenss.

La mvenades en geometrin euclidisrm commponds & b simetris sccinl Riperbdbon cuendo la sects hiperbdbon o um
Urss scmetria quads totalmene delenminsds coando o determiman I andgenes do tres partos no skonesdos.
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