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Resumen 

En este artículo se presenta un análise epistemológico de un concepto 
de la teoría matemática de las superficies, denominada Primera Forma 
Cuadrática. Ante el carácter reconocidamente abstracto de ese 
concepto, utilizaremos algunos elementos clásicos constituyentes de la 
Ingeniería Didáctica - ED para la investigación de la enseñanza del 
objeto matemático en cuestión. De este modo, presentaremos 
definiciones que nos permitan el cálculo y la comprensión del concepto. 
Además, utilizaremos el software GeoGebra, para evidenciar la 
interpretación y significación visual de los conceptos previos 
involucrados, ayudando así, de forma cualitativa en el proceso de 
enseñanza y aprendizaje del concepto. 
Palabras clave: Primera forma cuadrática. Superficies. GeoGebra. 
Ingeniería Didáctica. 

Abstract 

 In this article, we discuss an epistemological analysis of a concept of the 
vast mathematical theory of surfaces, called the First Quadratic Form 
Faced with the admittedly abstract character of this concept, we will use 
some classic elements of Didactic Engineering - ED to investigate the 
teaching of the mathematical object in question. In this way, we will 
present definitions that allow us to calculate and understand the concept. 
In addition, we will use GeoGebra software to highlight the interpretation 
and visual meaning of the previous concepts involved, thus helping, in a 
qualitative way, the teaching and learning process of the concept. 
Keywords: First quadratic form. Surface. GeoGebra. Didactic 
Engineering. 

Resumo 

Abordamos nesse artigo uma análise epistemológica de um conceito da 
teoria matemática das superficies, denominado Primeira Forma 
Quadrática Diante do caráter reconhecidamente abstrato desse 
conceito, utilizaremos alguns elementos clássicos constituintes da 
Engenharia Didática – ED para investigação do ensino do objeto 
matemático em questão. Desse modo, apresentaremos definições que 
nos permitam o cálculo e a compreensão do conceito. Além disso, 
utilizaremos o software GeoGebra, para evidenciarmos a interpretação 
e significação visual dos conceitos prévios envolvidos, auxiliando assim, 
de forma qualitativa no processo de ensino e aprendizagem do conceito. 
Palavras-chave: Primeira forma quadrática. Superfícies. GeoGebra. 
Engenharia Didática. 
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1. Introdução 
 

Este artigo foi elaborado no âmbito de uma pesquisa preliminar e em andamento 
de uma dissertação do Mestrado em Ensino de Ciências e Matemática, que busca 
utilizar a metodologia de pesquisa denominada Engenharia Didática. Baseado nessa 
metodologia, o nosso objetivo nesse artigo é a realização de uma análise preliminar 
de um importante conceito de Geometria Diferencial, intitulado primeira forma 
quadrática. 

A Geometria Diferencial - GD é a área que estuda as propriedades geométricas 
de curvas, superfícies e suas generalizações, utilizando as técnicas do cálculo 
infinitesimal. Essa área da Matemática apresenta forte interação com outras áreas da 
ciência, desde sua origem, com a cartografia, passando pela Teoria da Relatividade, 
até os dia de hoje, onde é crescente o estudo de temas relacionados à Analise e à 
Física (Paiva, Alves, 2018).  

Devido a esse caráter de interdisciplinaridade essa área tem mostrado grande 
vitalidade e se desenvolvido em várias direções do conhecimento e com considerável 
volume de pesquisa (Da Silva, 2009, p. 44). Contudo, apesar de sua relevância, 
Grande, Nunes e Silva (2015, p. 3) relatam um déficit de pesquisas relacionadas ao 
ensino e aprendizagem de GD: 

No que tange às pesquisas em Educação Matemática sobre o ensino e 
aprendizagem de alguns tópicos da Geometria Diferencial observou-se uma 
escassez de trabalhos e pesquisas ligados ao assunto, o que se pode sugerir 
a possibilidade de investigações e uma maior exploração do tema em sala 
de aula por parte dos professores, com uma ampla gama de aplicações e 
conteúdos que podem ser envolvidos em seu estudo. 

Além disso, os autores também enfatizam as diversas possibilidades que a 
exploração do ensino dessa área ofereceria:  

Além da possibilidade de relacionar diversos conteúdos, por meio do 
contexto histórico e suas aplicações, a Geometria Diferencial permite a 
exploração da intuição geométrica e da analogia com conceitos ligados à 
Física por meio da elaboração de conjecturas e hipóteses objetivando a 
construção do conhecimento matemático, sendo que o tratamento desses 
objetos se torna, com isso, uma valiosa experiência no âmbito do ensino e 
aprendizagem da Matemática (Grande, Nunes e Silva ,2015, p.3) 

Por essa razão, pretendemos ao longo desse artigo realizar uma análise 
epistemológica desse conceito relacionado a superficies, o conceito de primeira forma 
quadrática. Portanto, iniciaremos esse artigo expondo uma sucinta descrição da 
metodologia de pesquisa que norteia a nossa análise. 

Posteriormente, apresentaremos uma pequena digressão histórica que destaca 
nomes de grandes matemáticos que introduziram o conceito de superfícies e primeira 
forma quadrática, destacaram suas propriedades básicas e propuseram problemas 
relacionados a esses objetos matemáticos.  

Por meio dessa fundamentação pretendemos iterar o ponto de vista defendido 
por Alves, Borges Neto e Maia (2012, p. 54) que enfatizam “a relevância do estudo 
da Matemática, por meio de sua História e Epistemologia”. Além disso, introduziremos 
uma fundamentação teórica, estabelecendo o formalismo matemático subjacente do 
estudo desse conceito.  
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Posteriormente, aprofundaremos uma discussão acerca de como a construção 
dinâmica de conceitos geométricos, por meio da utilização do software GeoGebra, 
facilita o entendimento das definições desses conceitos. Em seguida, utilizaremos 
essas construções no âmbito do ensino de superficies, com uma ênfase no conceito 
primeira forma quadrática.  

Para realizarmos tal estudo, enfatizaremos e descreveremos situações em que 
a visualização de determinadas propriedades e a exploração perceptual garantido 
pelo emprego da tecnologia, no contexto do ensino, atribuam significados intuitivos, 
tácitos e heurísticos a determinados conceitos abstratos (ALVES, 2012; 2013a; 
2013b; 2015; 2016; 2017). Por fim, tratraremos de conclusões e oportunas 
ponderações decorrentes deste trabalho. 

1. Engenharia Didática – ED 
 

A Engenharia Didática, vista como metodologia de pesquisa, é caracterizada 
segundo Almouloud e Coutinho (2008, p.66) como “um esquema experimental 
baseado em "realizações didáticas" em sala de aula, isto é, na concepção, realização, 
observação e análise de sessões de ensino.” 

Ainda segundo os autores, a metodologia caracteriza-se também como 
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validação que lhe são 
associados: a comparação entre as análises iniciais e finais da pesquisas, 
denominadas de análises a priori e análises a posteriori. Tal tipo de validação é uma 
das singularidades dessa metodologia, que pode ser feita internamente, sem a 
necessidade de aplicação de um pré-teste ou de um pós-teste. A sistematização 
prevista pela ED, é composta por quatro fases: análises prévias, análises a priori, 
experimentação, análise a posteriori e validação. 

Na primeira fase, as análises previas, na perspectiva de Artigue (1995), o 
pesquisador determina as principais dimensões que definem o problema a ser 
estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo: as dimensões 
epistemológicas, cognitivas e didáticas. A fase posterior, análises a priori, é a etapa 
em que o pesquisador elabora e analisa uma sequencia de situações didáticas 
(Almouloud,2007). 

Do mesmo modo, Alves (2018,,p.13) retrata esta perspectiva, descrevendo que 
a dimensão epistemológica abrange as “características do saber em jogo”, a 
dimensão cognitiva explora “as características cognitivas do público alvo” e por fim a 
dimensão didática que averigua “as características relacionadas ao funcionamento do 
sistema de ensino”.  

Por essa razão, nas análises prévias , pretendemos investigar a gênese do 
campo epistêmico matemático de GD e os respectivos conceitos matemáticos desse 
campo, realizando assim uma  análise epistemológica do objeto matemático primeira 
forma quadrática. 
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Experimentação pode ser definida como a etapa que em ocorre a aplicação da 
sequência didática1 , ou seja, é a etapa para garantir os resultados práticos com a 
análise teórica .(Almouloud, 2007).  

Por fim, a análise a posteriori e a validação refere-se ao tratamento das 
informações obtidas por ocasião da aplicação da sequência didática, a etapa em que 
ocorre efetivamente a fase experimental da pesquisa (Almouloud, 2007). 

Em relação ao âmbito de interesses da ED, assinalamos o entendimento e 
controle epistemológico, por parte do pesquisador, o permite o estudo das 
“representações epistemológicas” (Artigue, 1989, p. 1). Tal controle, segundo Artigue, 
funciona no sentido de: nos auxiliar a retomada da historicidade dos conceitos 
científicos matemáticos; e nos auxiliar compreender o papel das noções matemáticas, 
como o rigor, cultivado no ensino atual. 

Assim, a vista do apresentado, determinamos que a utilização de tal metodologia 
é crucial, devido seus critérios sistemáticos e pressupostos que permitem o 
desenvolvimento adequado da pesquisa, além de permitir compreender de forma 
diferenciada o nosso fenômeno de interesse. 

Vale ressaltar que nesse trabalho, iremos nos restringir apenas à análise prévia 
e construção de situações/análises a priori que permitem realizar a construção das 
sessões de ensino que detém a possibilidade de realizações didáticas em sala de 
aula, no contexto do ensino de GD. 

Por esse motivo, analisaremos de acordo com ALMOULOUD (2007, p.172), a 
saber: estudo da organização matemática da Geometria Diferencial conjuntamente 
a uma análise didática do conceito primeira forma quadrática.  

De modo específico, nos ateremos ao estudo das gêneses históricas 
envolvendo o conceito de primeira forma quadrática (apresentada na seção 2); sua 
funcionalidade atual na Matemática (limitações para o uso didático); obstáculos 
relativos ao conceito de primeira forma quadrática, conceitos reconhecidamente 
complexos vinculados ao conceito de primeira forma quadrática. 

 Após esta pequena descrição do método utilizado em nossa investigação, 
abordaremos, no próximo segmento, uma exposição histórica da gênese do conceito 
de primeira forma quadrática. 

2. Enfoque histórico 

Do ponto de vista de Eves (2004), a gênese em torno do estudo de superfícies, 
ocorreu por volta de 1772,quando Leonhard Euler (1707-1783),realizou um estudo da 
curvatura das seções planas de uma superfície2, escrevendo sobre o problema de se 
determinar quando uma superfície pode ser desenvolvida isometricamente (isto é, 

                                                      

1 Definiremos que uma sequência didática pode ser formada por um certo número de aulas planejadas e 
analisadas previamente com a finalidade de observar situações de aprendizagem, envolvendo os   conceitos   
previstos na pesquisa didática. 
 
2 Essas são as curvas na superfície que são obtidas pela intersecção da superfície com um plano normal a ela. 
Uma bela apresentação desse assunto foi também elaborada pelo menos conhecido soldado francês Jean 
Baptiste Marie Meusnier (1754-1793).  
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sem distorcê-la) sobre um plano. O matemático descobriu que a condição necessária 
para que isso ocorra é que a superfície seja regrada (ou seja, folheada por retas).  

O autor também menciona uma das mais significativas observações de Euler 
acerca da teoria de superfícies encontra-se num fragmento sem importância: “Et quia 
per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarium 
variabilium 3”. Apartir dessa observação que é o reconhecido o fato das coordenadas 
(x,y,z) dos pontos de uma superfície serem funções de duas variáveis 
independentes.Entretando nem Euler nem seus contemporâneos seguiram essa idéia 
de estudar superfícies através da representação das coordenadas x, y, z em termos 
de funções de duas variáveis. 

 A aplicação  de tal idéia só ocorreu em 1827 ,quando o matemático Carl 
Friedrich Gauss (1777-1855) na sua obra  Disquisitiones generales circa superficies 
curvas utilizou tal representação paramétrica sistematicamente. As variáveis u e v 
foram definidas como “coordenadas curvilíneas” sobre a superfície.  

Além disso,o matemático também introduziu a forma diferencial quadrática ds2, 
hoje conhecida como primeira forma fundamental, que essencialmente exprime as 
distâncias sobre a superfície, e escreve ds2 em termos de três funções E, F e G de u 
e v o que lhe permite escrever equações para as curvas geodésicas4 (Eves,2004).  

A seguir, explanaremos algumas definições que nos permitam o cálculo e a 
compreensão dos conceitos relacionados a primeira forma quadrática . 

3. Fundamentação teórica  

Seja  𝑋𝑋 ∶ 𝑈𝑈 ⊂  ℝ2  ⟶ℝ3 uma superficie parametrizada regular .O plano tangente 
a X   em ponto (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) é o conjunto de todos os vetores tangentes 
a X   em (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0), denotado por 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑋𝑋, onde  𝑞𝑞 = (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) ∈ 𝑈𝑈. A aplicação desse plano 
tangente da superficie, ∀ 𝑞𝑞 ∈ 𝑈𝑈, dada por: 

𝐼𝐼𝑞𝑞 :𝑇𝑇𝑞𝑞𝑋𝑋 ⟶ℝ 

𝑤𝑤 ⟶  𝐼𝐼𝑞𝑞(𝑤𝑤) = < 𝑤𝑤,𝑤𝑤 > = |𝑤𝑤|2 

é denominada a primeira forma quadrática de 𝑋𝑋 em  𝑞𝑞. Teneblat (2008) 
representa um  vetor 𝑤𝑤 𝜖𝜖 𝑇𝑇𝑞𝑞𝑋𝑋  é da seguinte forma: 

𝑤𝑤 = 𝑎𝑎 𝑋𝑋𝑢𝑢(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) + 𝑏𝑏 𝑋𝑋𝑣𝑣(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0), onde 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝜖𝜖 ℝ. 

 Portanto, 

                                                      

3 Dada uma superfície de qualquer, a natureza das suas coordenadas devem ser uma função binária. 
4 Estas são as curvas na superfície com a propriedade que qualquer segmento suficientemente pequeno é o 
caminho mais curto entre os seus extremos.  
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𝐼𝐼𝑞𝑞 (𝑤𝑤) =  𝑎𝑎2 < 𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑋𝑋𝑢𝑢 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) + 2𝑎𝑎𝑏𝑏 < 𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑋𝑋𝑣𝑣 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) + 𝑏𝑏2 < 𝑋𝑋𝑣𝑣,𝑋𝑋𝑣𝑣 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0)   ∗ 

Adotando a subsequente notação: 

𝐸𝐸(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) = < 𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑋𝑋𝑢𝑢 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0), 

𝐹𝐹(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) =< 𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑋𝑋𝑣𝑣 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0), 

𝐺𝐺(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) = < 𝑋𝑋𝑣𝑣,𝑋𝑋𝑣𝑣 > (𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0), 

teremos que a primeira forma quadrática ∗ pode ser reescrita por: 

𝐼𝐼𝑞𝑞 (𝑤𝑤) =  𝑎𝑎2𝐸𝐸(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) + 2𝑎𝑎𝑏𝑏 𝐹𝐹(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) +  𝑏𝑏2𝐺𝐺(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0),  

com  𝐸𝐸(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) > 0 e 𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) > 0 para todo (𝑢𝑢, 𝑣𝑣),pois os vetores 𝑋𝑋𝑢𝑢 e 𝑋𝑋𝑣𝑣  não se 
anulam .  

Variando (𝑢𝑢, 𝑣𝑣), temos funções 𝐸𝐸(𝑢𝑢, 𝑣𝑣), 𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) e 𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) diferenciáveis, que são 
denominadas coeficientes da primeira forma quadrática . 

Propriedade (1): Seja 𝑋𝑋 ∶ 𝑈𝑈 ⟶ 𝑆𝑆  uma parametrização de uma superficie e seja 
e 𝑋𝑋∗ ∶ 𝑈𝑈 ⟶ 𝑆𝑆∗ outra parametrização de uma superficie distinta, tais que  𝐸𝐸 =  𝐸𝐸∗, 𝐹𝐹 =
 𝐹𝐹∗ , 𝐺𝐺 =  𝐺𝐺∗ em 𝑈𝑈 . Então a aplicação 𝜙𝜙 =  𝐸𝐸∗ ∘ 𝐸𝐸−1:𝐸𝐸(𝑈𝑈) ⟶ 𝑆𝑆∗ é uma isometria local, 
ou seja, existe uma deformação em 𝑋𝑋 que a torna, a superficie  𝑋𝑋∗  (Do Carmo,2012, 
p.263) . 

 

Figura 1 – Esquema de aplicação isométrica 

Fonte :Manfredo (2012, p. 264). 

Para o melhor entendimento dessa propriedade, exibiremos e ilustraremos um 
exemplo: deformação de duas superficies isométricas: a catenóide e a helicóide. A 
parametrização da catenóide é dada por  𝑋𝑋(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = ( 𝑎𝑎 cosh 𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑢𝑢,𝑎𝑎 cosh 𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢,𝑎𝑎𝑣𝑣)  
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em que 0 < 𝑢𝑢 < 2 𝜋𝜋 , − ∞ <  𝑣𝑣 <  ∞  ,com os respectivos coeficientes da primeira 
forma fundamental : 

𝐸𝐸(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝑣𝑣 , 𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0, 𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  𝑎𝑎2(1 +  𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2𝑣𝑣) = 𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝑣𝑣 . 

Enquanto, a parametrização da helicóide é dada por por  𝑋𝑋∗(𝑢𝑢∗, 𝑣𝑣∗) =
(𝑣𝑣∗ cos𝑢𝑢∗, 𝑣𝑣∗𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢∗,𝑎𝑎𝑢𝑢∗), em que 0 < 𝑢𝑢∗ < 2 𝜋𝜋 , − ∞ <  𝑣𝑣∗ <  ∞ . Definiremos uma 
reparametrização da helicóide para podermos usar a propriedade: 

𝑢𝑢∗ = 𝑢𝑢 ; 𝑣𝑣∗ = 𝑎𝑎 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ 𝑣𝑣 , em que  0 < 𝑢𝑢 < 2 𝜋𝜋 , − ∞ <  𝑣𝑣 <  ∞ 

Assim, teremos: 𝑋𝑋∗(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑎𝑎 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ 𝑣𝑣 cos𝑢𝑢,𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ 𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢, 𝑎𝑎𝑢𝑢), e os respectivos 
coeficientes da primeira forma coincidirão com os coeficientes obtidos na catenóide, 
𝐸𝐸 ∗ (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝑣𝑣 , 𝐹𝐹 ∗ (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0, 𝐺𝐺 ∗ (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝑣𝑣 . A figura abaixo, ilustra 
as etapas dessa deformação. 

 

Ainda observe que, “se 𝑋𝑋 e 𝑋𝑋∗ são superficies isométricas, então as 
propriedades geométricas das superficies, que dependem apenas da primeira forma 
quadrática, são preservadas pela isometria” (Teneblat,2008, p.147). Dentre as 
propriedades que dependem da primeira forma quadrática, Teneblat (2008, p. 141) 
destaca as seguintes: 

Figura 2 - Deformação isométrica do helicóide no catenóide. 
Fonte: Do Carmo (2012, p. 267/268). 
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Propriedade (2) : Seja 𝑋𝑋(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) uma superficie parametrizada regular. Se 𝛼𝛼(𝑡𝑡) =
𝑋𝑋�𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡)�, 𝑡𝑡 ∈ 𝐼𝐼 ⊂ ℝ , é uma curva diferenciável da superficie, então, para 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡1 ∈
𝐼𝐼 , 𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡, o comprimento de  𝑡𝑡0 a 𝑡𝑡1  é dado por: 

∫ |𝛼𝛼′(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑡𝑡 =  ∫ �𝐼𝐼𝑞𝑞(𝑡𝑡)(𝛼𝛼′(𝑡𝑡))𝑡𝑡1
𝑡𝑡0

 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡1
𝑡𝑡0

, 

onde usamos o fato de que 𝛼𝛼′(𝑡𝑡) é um vetor tangente à superficie em que 𝑞𝑞(𝑡𝑡) =
(𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡)). 

Propriedade (3) : Se duas curvas da superficie 𝛼𝛼(𝑡𝑡) = 𝑋𝑋�𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡)� e 𝛽𝛽(𝑟𝑟) =
𝑋𝑋�𝑢𝑢(𝑟𝑟),𝑣𝑣(𝑟𝑟)� são tais que (𝑢𝑢(𝑡𝑡0),𝑣𝑣(𝑡𝑡0)) =  (𝑢𝑢(𝑟𝑟0),𝑣𝑣(𝑟𝑟0)) , então o ângulo 𝜃𝜃 com que 
as curvas se intersectam é dado por : 

cos 𝜃𝜃 =  〈𝛼𝛼
′(𝑡𝑡0),𝛽𝛽′(𝑟𝑟0) 〉

|𝛼𝛼′(𝑡𝑡0)||𝛽𝛽′(𝑟𝑟0)| . 

Em particular, o ângulo formado pelas curvas coordenadas de 𝑋𝑋(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) em 
(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) é dado por : 

cos 𝜃𝜃 =  〈𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑋𝑋𝑣𝑣 〉
|𝑋𝑋𝑢𝑢||𝑋𝑋𝑣𝑣|

(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0) =  𝐹𝐹(𝑢𝑢0,𝑣𝑣0)
�𝐸𝐸(𝑢𝑢0,𝑣𝑣0)𝐺𝐺(𝑢𝑢0,𝑣𝑣0)

 . 

Propriedade(4) : Seja 𝑋𝑋 ∶ 𝑈𝑈 ⊂  ℝ2 ⟶ ℝ3 uma superficie parametrizada regular e 
𝐷𝐷 ⊂ 𝑈𝑈 uma região de ℝ2 , tal que 𝑋𝑋 restrita ao interior de 𝐷𝐷 é injetiva. A área da região 
𝑋𝑋(𝐷𝐷) é dada por ; 

𝐴𝐴�𝑋𝑋(𝐷𝐷)� =  ��𝐸𝐸𝐺𝐺 −  𝐹𝐹2  𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑣𝑣 

Em que 𝐸𝐸 , 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 são os coeficientes da primeira forma quadrática de 𝑋𝑋. 

Após essa reduzida fundamentação matemática do conceito primeira forma 
quadrática de superficie e suas respectivas caracterizações, observamos a utilização 
de diversos conceitos relacionados ao Cálculo de Varias Variáveis - CVV. Alves 
(2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) defende a exploração gráfico-geométrica 
desses conceitos matemáticos relacionados a CVV,e o desenvolvimento de uma idéia 
intuitiva do conceito, como forma de facilitar o entendimento do mesmo. 

Por esse motivo, na próxima seção, abordaremos, de acordo com o que 
assinalamos na introdução desse artigo, as potencialidades das construções 
dinâmicas que auxiliem a visualização desses conceitos. 

4. O ensino com construções dinâmicas por meio do software GeoGebra 

Conforme Nascimento (2012, p. 125), o uso de recursos tecnológicos digitais 
no contexto escolar constitui uma linha de trabalho que necessita se fortalecer, pois 
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“há uma considerável distância entre os avanços tecnológicos na produção de 
softwares educacionais livres ou proprietários e a aceitação, compreensão e 
utilização desses recursos nas aulas pelos professores.” Muitos professores ainda se 
utilizam da metodologia tradicional cuja principal característica é a repetição dos 
conceitos, em que o conhecimento é apenas memorizado e reproduzido (Anastasiou 
e Alves ,2003). 

Faria, Souza e Fernandes (2015, p.68) defendem uma mudança na postura 
desses profissionais, em especial, os que lecionam as disciplinas de matemática, 
declarando que é papel desses docentes a busca por metodologias que motivem os 
alunos a aprender, declarando que: 

o docente deve buscar novos conhecimentos para aprimorar a sua formação, 
sobretudo dos recursos tecnológicos disponíveis em sua escola e assim criar 
métodos didáticos aplicáveis à sua disciplina, adequando à realidade dos 
discentes e fazendo-os perceber a Matemática de modo diferente. 

Nascimento (2012, p. 03) explana acerca da utilização dos recursos 
tecnológicos no ensino de geometria, manifestando que “a proposta do uso de 
softwares de geometria dinâmica5, no processo de ensino-aprendizagem em 
geometria pode contribuir em muitos fatores, especificamente no que tange à 
visualização geométrica”. 

Dentre os softwares de geometria dinâmica, o GeoGebra permite a exploração 
das propriedades gráficas e geométricas dos objetos matemáticos, permitindo assim 
o trabalho, com estudantes, das idéias intuitivas de conceitos de GD. (Grande, Nunes 
e Silva, 2015). 

Em consonância, Ferri, Calejon e Schimiguel (2013) defendem que o software 
tem a capacidade de aumentar o componente visual da matemática atribuindo um 
papel importante na assimilação de conceitos e tornando o ambiente de 
aprendizagem mais atrativo.  

Santos e Breda (2018, p.31) salientam que “o GeoGebra permite a manipulação 
de objetos no plano, no espaço e a representação de funções vetoriais reais uni ou 
bidimensionais de duas variáveis reais.” Meier e Da Silva (2015, p. 137) esclarecem 
que por meio dessa manipulação, com sua movimentação dos objetos contruídos na 
tela do computador, “os alunos observam os resultados obtidos, inicialmente de forma 
empírica, porém após determinado tempo é possível estimular o desenvolvimento da 
argumentação, que visa explicar as regularidades percebidas”.  

Devido a essas potencialidades da utilização do GeoGebra, propomos o 
emprego das propriedades visuais do software, para uma ressignificação de 
conceitos, o que exige conhecimentos matemáticos mais sofisticados, 

                                                      

5 Por Geometria Dinâmica pode-se entender como a geometria assistida por computador, em que os objetos 
matemáticos, como retas, ângulos e triângulos, podem ser movidos e manipulados, ao contrário da geometria em 
que os objetos são construídos com instrumentos euclidianos, como régua não graduada e compasso. (Grande, 
Nunes e Silva, 2015). 
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proporcionando diversas possibilidades no que diz respeito ao estudo de primeira 
forma quadrática. Dessa forma, na seção seguinte, apresentaremos algumas 
construções dinâmicas, cuja manipulada e exploração didática, estimulam a intuição 
geométrica auxiliando, dessa forma, na redução da abstração do conceito de primeira 
forma quadrática e facilita a aprendizagem relacionada ao mesmo. 

5. Uma proposta de construção dinâmica 

Apresentaremos uma proposta de utilização do GeoGebra baseado no ponto 
de vista de Alves (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) que defende a utilização 
do software GeoGebra de forma a contribuir para uma ressignificação de conceitos, 
estabelecendo o conjecturas e verificando geometricamente suas veracidades, 
propiciando assim um processo de exploração e investigação matemática.Em 
conssonância, com base e amparo na ED  , delinearemos questões (situações 
problema), formularemos determinadas hipóteses, que detém a possibilidade de 
serem investigadas, a posteriori, de modo empírico. 

Construção (1) :Considere a superficie  𝑋𝑋 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (sen𝑢𝑢, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑢𝑢, 𝑣𝑣), com −10 <
𝑢𝑢 < 10 , − 10 <  𝑣𝑣 <  10, que descreve um cilindro reto, sendo obtida por meio da 
rotação da reta 𝑥𝑥 = (1,0, 𝑣𝑣) em torno do eixo 𝑂𝑂𝑂𝑂 . 

Tomaremos o ponto A (0.75,−0.67, 0) para a análise e obtenção do 
coeficientes da primeira forma quadrática , para isso, inicialmente calcularemos a 
derivada da superficie 𝑋𝑋 em relação as variáveis 𝑢𝑢 e 𝑣𝑣 .Para isso, deveremos calcular 
as derivadas das coordenadas separadamente, denominado as funções coordenadas 
de 𝑓𝑓𝑛𝑛  em que 𝑠𝑠 designa a coordenada e as derivadas por 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2  as derivadas relativas 
a 𝑢𝑢  e 𝑔𝑔3 a derivada relativa a 𝑣𝑣 .  

Figura 3 – Construção do cilindro no software GeoGebra 
Fonte : Elaborado pelos autores 
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Note que não definimos a derivada da terceira coordenada da superficie em 
relação a 𝑢𝑢 , nem a derivada da primeira e segunda coordenada em relação a 𝑣𝑣 ,por 
assumirem valores nulos.  Assim calculamos no GeoGebra, apenas as derivadas 
diferentes de zero, encontrando 𝑋𝑋𝑢𝑢 = (cos(𝑢𝑢) ,−𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑢𝑢), 0), e em relação a segunda 
variável 𝑋𝑋𝑣𝑣 = (0,0,1). Na figura abaixo, se encontra o protocolo de construção para o 
cálculo de tais derivadas. 

Figura 4 – Protocolo de construção para o cálculo das derivadas parciais do cilindro 
Fonte : GeoGebra 

 
Ao analisarmos a derivada da superfície em relação a  𝑢𝑢 , constatamos que se 

trata de uma função que depende do ponto escolhido, no caso o ponto 𝐴𝐴, enquanto 
que a derivada em relação a 𝑣𝑣 , se trata de um vetor constante logo independe do 
ponto escolhido. Assim, com base nas ferramentas do software, calculamos os 
coeficientes da primeira forma quadrática no ponto 𝐴𝐴, obtendo  𝐸𝐸1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 1 , 
𝐹𝐹1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0 , 𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 1. Assim, como foi definido anteriormente, a primeira forma 
quadrática será dada por: 𝐼𝐼𝑞𝑞 (𝑤𝑤) =  𝑎𝑎2 +  𝑏𝑏2 , em que 𝑎𝑎 , 𝑏𝑏 ∈ ℝ . 

Veja que ao propor essa construção podemos, no GeoGebra, variar o ponto A  
e analisar o comportamento dos coeficientes da primeira forma quadrática. Por 
exemplo, variar  o valor do ponto  𝐴𝐴 , tomando um ponto 𝐵𝐵(−0.93,−0.37,0)  podemos 
observar na figura 4, por meio  dos cálculos dos produtos internos,  que os valores 
dos E, F e G não variam, ou seja, apesar da derivada em relação a  𝑢𝑢 não ser uma 
função constante ,os coeficientes da primeira forma quadrática são funções 
constantes,ou seja, independem do ponto escolhido.  
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Além disso, observa-se que os valores obtidos nos coeficientes da primeira 
forma quadrática do cilindro coincidem com os coeficientes da primeira forma 
quadrática do plano 𝑋𝑋(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  𝑝𝑝0 + 𝑢𝑢𝑤𝑤1 + 𝑣𝑣𝑤𝑤2 , (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈  ℝ2, onde 𝑝𝑝0  ∈  ℝ3 e 𝑤𝑤1 , 𝑤𝑤2 
são vetores ortonormais de ℝ3 . Apresentando as seguintes derivadas parciais 𝑋𝑋𝑢𝑢 =
 𝑤𝑤1 = (1,0,0)  e 𝑋𝑋𝑣𝑣 =  𝑤𝑤2 = (0,0,1). Se analisarmos as derivadas parciais desse plano, 
constatamos que se tratam de funções que independem do ponto escolhido, obtendo 
 𝐸𝐸 = 1 , 𝐹𝐹 = 0 , 𝐺𝐺 = 1. Veja na figura 5, um exemplo de tal plano. 

Utilizando o fato dos coeficientes da primeira forma quadrática do cilindro e o 
plano assumirem valores constantes e congruentes, concluímos que estas superfícies 
são isométricas. Intuitivamente, podemos pensar no plano como uma folha de papel 
plana que pode ser enrolada em um cilindro, sem deformação. 

 

 

Figura 5 – Exemplo de planos formado por um ponto e dois vetores 
ortogonais distintos 

Fonte : Elaborado pelos autores 

 

Figura 6 – Idéia intuitiva da transformação 
isométrica do plano em um cilindro  

Fonte : Nunes(2010,p.37) 
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Veja que por meio dessa construção, assumimos o ponto de vista de Valente 
(1993), oportunizando o desenvolvimento de uma construção do conhecimento, com 
o aprendiz no centro do processo educativo compreendendo conceitos e 
reconhecendo a sua aplicabilidade em situações por ele vivenciadas, defendendo a 
utilização do computador como ferramenta facilitadora nesse proceso por auxiliar na 
descrição, reflexão e depuração de ideias. 

Construção(2) : Proseguiremos, analizando a superficie obtida pela rotação da 
curva 𝑎𝑎 = (3 + 𝑟𝑟 cos𝑢𝑢 , 𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢, 0 ) em torno dos eixos xy, denominada de toro, cuja a 
aplicação é dada por: 𝑋𝑋 = ((3 + 𝑟𝑟 cos𝑢𝑢) cos 𝑣𝑣  , (3 + 𝑟𝑟 cos𝑢𝑢) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑣𝑣,𝑢𝑢 ) em que 
adotamos r = 1.8 e −2 𝜋𝜋 < 𝑢𝑢 < 2 𝜋𝜋 ,  −3 𝜋𝜋 < 𝑣𝑣 < 3 𝜋𝜋. 

Para o cálculo das derivadas parciais, devido ao fato das funções coordenadas 
possuirem duas variáveis, o protocolo de construção dessa superficie torna-se mais 
dificultoso, fazendo-se uso de uma interface do GeoGebra denominada Cálculo 
Simbólico, representada pelo símbolo abaixo: 

Veja que, essa função do GeoGebra assenta o pesamento de Almouloud et al. 
(2004, p.94), que atesta que os ambientes informáticos na educação proporcionam 
ao aluno condições favoráveis à aquisição de conhecimento e a superação das 
dificuldades na aprendizagem, por proporcionar o cálculo de operações complexas. 
Veja na figura 8, o uso da ferramenta CAS para o cálculo das derivadas parciais, vale 
lembrar que designamos as funções coordenadas de forma análoga a primeira 
construção. 

Figura 7 – Construção do toro no software GeoGebra 
Fonte : Elaborado pelos autores 

 

Figura 8 – Simbolização da função CAS no software 
GeoGebra 

Fonte : GeoGebra 
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Considerando os dados apresentados na figura 9, concluímos que  𝑋𝑋𝑢𝑢 =
�− 9

5
 cos 𝑣𝑣 sin𝑢𝑢 ,− 9

5
 sin𝑢𝑢 sin𝑣𝑣 ,− 9

5
 cos𝑢𝑢 sin𝑣𝑣 �,  e 𝑋𝑋𝑣𝑣 = (− 9

5
 sin𝑢𝑢 sin 𝑣𝑣 , 9

5
cos𝑢𝑢 cos 𝑣𝑣 +

3 cos 𝑣𝑣,− 9
5

 cos 𝑣𝑣 sin𝑢𝑢 ).  

Por meio dessas derivadas , calculamos  no GeoGebra,  os coeficientes da 
primeira forma quadrática desta parametrização obtendo: 𝐸𝐸(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �− 9

5
�
2

= (1.8)2 =
3.24,  𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0 e 𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (3 + 1.8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑢𝑢)2 =  (3 + 3.24 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑢𝑢)2 . Além disso, 
podemos definir a primeira forma como 𝐼𝐼𝑞𝑞 (𝑤𝑤) = 3.24 𝑎𝑎2 +  𝑏𝑏2(3 +
3.24 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑢𝑢)2.Observe que se variamos o ponto  𝐴𝐴 ,os coeficientes da primeira forma 
quadrática  variam seus valores, pois nem todos são funções constantes ,nesse caso  
o valor da primeira forma quadrática varia do ponto escolhido.  

Não detalharemos o cálculo desses coeficientes, pois ao realizarmos essa 
construção, temos como objetivo elencar outra potencialidade do software no ensino 
de primeira forma quadrática, que remete a visualização e um melhor entendimento 
de um dos conceitos integrantes do cálculo do referido conceito, a derivada parcial. 
Por esse motivo, na figura abaixo, exibimos o comportamento das derivadas do toro. 

Figura 9 – Utilização da função CAS do software GeoGebra para o cálculo 
das derivadas parciais do toro 

Fonte : Elaborado pelos autores 
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Note que o gráfico da derivada em relação a 𝑢𝑢 , se trata de uma esfera , 
enquanto que a derivada em relação a 𝑣𝑣 , se trata de uma curva planar. Segundo 
Guzmán (2002) por meio dessa construção dessa construção gráfica, no GeoGebra, 
podemos observar a continuidade das derivadas em um determinado ponto e explorar 
a noção do conceito. Entretanto vale ressaltar que para essa exploração, os alunos 
devem possuir uma boa fundamentação dos conceitos de domínio, imagem, raízes, 
pontos críticos, extremos, intervalos de crescimento e decrescimento, concavidade, 
pontos de inflexão, limites no infinito e assíntotas.  

Dessa forma, constatamos que, por meio do GeoGebra, podemos elaborar 
diversas abordagens, com diferentes viés em relação ao ensino de primeira forma 
quadrática. À vista disso, apresentaremos na construção a seguir, uma proposta 
relacionada ao conceito de primeira forma quadrática, priorizando as propriedades 
descritas por Teneblat (2008), no caso a propriedade referente ao cálculo da área da 
superfície. 

Construção(3):Considere a superficie denominada de sela, cujo a função que 

a descreve é dada por :  𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 1
2
�1
4

 (16 𝑢𝑢2 + 36)(16 𝑣𝑣2 + 9) − 144. Observe, na 

figura abaixo, a representação dessa superficie e o cálculo dos respectivos 
coeficientes da primeira forma quadrática. 

Figura 10 – Representação das derivadas parciais do toro no software GeoGebra 
Fonte : Elaborado pelos autores 
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Figura 12 – Representação do cálculo da expressão √𝑬𝑬𝑬𝑬 −  𝑭𝑭𝟐𝟐  dos 
coeficientes da superficie sela  

Fonte : Elaborado pelos autores 

 

 

À vista do que mencionamos anteriormente, a finalidade dessa construção é a 
utilização do software para o cálculo da área da superficie. Para isso, precisamos 
obter a expressão definida na propriedade 4: 

𝐴𝐴�𝑋𝑋(𝐷𝐷)� =  ��𝐸𝐸𝐺𝐺 −  𝐹𝐹2  𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑣𝑣 

Veja na figura abaixo, que utilizamos a janela CAS para o cálculo da expressão 
que deve ser integrada, e que além de nos fornecer a expressão, os comandos 
realizados nessa janela nos permitem obter os valores algébricos, como está exibido 
para o ponto (0.6 − 1.3). 

 

 

Figura 11 – Representação da superficie sela e os valores dos coeficientes da primeira 
forma quadrática 

Fonte : Elaborado pelos autores 
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Após o cálculo de tal função basta escolhermos o intervalo de integração para o 
cálculo da área da superficie. Conforme definido na propriedade4, por se tratar de 
uma integral dupla, e inexistir, no software, comando direto para o cálculo de tal 
operação, nos baseamos nos algoritmos definidos em Ávila e De Araújo (2012), para 
contornar tal obstáculo. 

Através dessa construção, pretendemos por meio da visualização e das 
operações desenvolvidas, incitar os conhecimentos intuitivos sobre a integral, e exibir 
uma das aplicações relacionadas ao conceito de primeira forma quadrática. 

Além disso, notamos que por meio dessa e das demais construções 
apresentadas, podemos mobilizar conhecimentos prévios(função, produto interno, 
derivada, etc),necessários para o entendimento do conceito em questão, e realizar  
uma articulação entre os conceitos álgebricos e suas respectivas configurações 
geométricas. 

6. Considerações finais  
 

Por meio desse estudo visamos sugerir uma proposta de ensino de um conceito 
de Geometria Diferencial, alicerçado por uma pesquisa fundamentada nos principios 
da Engenharia Didática. Inicialmente, constatamos que apesar da relevancia desse 
conceito, a quantidade pesquisas relacionadas ao ensino do mesmo é infima.  

Para a fundamentação da pesquisa embasamos o conceito primeira forma 
quadrática históricamente e matematicamente, para que entendessemos a forma 
como o mesmo se desenvolveu. Após essa fundamentação histórica/matemática 
notamos que as operações necessárias para o cálculo do conceito, requeriam o uso, 
de modo frequente, tanto do conhecimento matemático, bem como das nossas 
habilidades de visualização e percepção. Diante do exposto e da complexidade do 

Figura 13 –  Cálculo da área da superficie de sela 
Fonte : Elaborado pelos autores baseado em Ávila e de Araújo(2012) 
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conceito, concluímos que essas características poderia indicar uma 
dificuldade/entrave na aprendizagem do mesmo. Assim, tendo em vista essa 
problemática, buscamos meios que facilitassem a compreensão do conceito, 
empregando a sistematização da ED.  

Por essa razão decidimos utilizar um software que priorizasse a visualização do 
conceito em questão. Dessarte, norteados pelas investigações de Alves (2012; 
2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017), optamos pela a realização de uma breve análise 
acerca de que modo a utilização do software GeoGebra poderia colaborar com o 
ensino do conceito primeira forma quadrática, analizando as interfaces do software 
que melhor o elucidavam. 

Em seguida, elaboramos construções dinâmicas que proporcionassem um 
desenvolvimento intuitivo estabelecendo conexões com os conteúdos necessários 
para o entendimento do conceito de primeira forma quadrática, visto que, esses são 
complexos e abstratos. 

Dessa forma, concluímos que, por meio do GeoGebra priorizamos 
manipulações geométricas ao invés de execuções de natureza algébrico-analíticas, 
trazendo uma abordagem diferente dos livros que abordam esse conceito, que 
embora tragam noções intuitivas, requerem nas atividades apenas o cálculo dos 
conceitos sem a interpretação geométrica devida. Essa análise nos proporcionou a 
obtenção de elementos que nos permitem considerar primordial a utilização do 
GeoGebra na elaboração e desenvolvimento de atividades destinadas à 
compreensão dos significados do conceito primeira forma quadrática. 
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