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Abstrakt

U nékterych matematickych tloh nedokazeme nalézt reseni exaktné, ale pouze priblizné
metodami numerické matematiky. Klicovym konceptem je pak nahrazeni neboli aproximace.
Mezi nejcastéji pouzivané metody patii napriklad polynomialni interpolace, nicméné chyba
této metody miize byt v nékterych bodech intervalu velmi vysoka. Aproximace, ktera
v kazdém bodé daného intervalu minimalizuje maximum chyby, se nazyva nejlepsi stejno-
mérnd aproximace (best approximation). Obecné existuje pravé jedno feSeni ulohy nalezeni
nejlepsi polynomidlni aproximace, ale nelze ji vypocitat presné. K pribliznému reseni
se lze dopracovat naptiklad pouzitim Remezova algoritmu. Prekvapivé dobré (near-best
approximation) feseni ndm také nabizi interpolace v Cebysevovych uzlech. Cilem nasi prace
je zejména nastudovat a naimplementovat Remeziv algoritmus a otestovat jeho funkénost.
Remeziiv algoritmus nakonec porovname s Lagrangeovou interpolaci v Cebysevovych uzlech.

Klicova slova: Lagrangeova interpolace, Cebysevovy polynomy, CebySevova aproxi-
mace, chyba polynomialni interpolace, nejlepsi polynomidlni aproximace, polynom minimax,
Remeziv algoritmus

Abstract

For some mathematical problems we are not able to find solutions exactly, but only appro-
ximately by using methods of numerical mathematics. The key concept is then replacement
or in other words approximation. One of the most used methods is, for example, polynomial
interpolation, however at some points of the interval the error of this method might be
significant. The approximation which minimizes the maximum error at every point of
the interval is called the best approximation. Generally, there is a unique solution to the
problem of finding the best polynomial approximation, but it is not possible to calculate
it exactly. The approximate solution can be obtained, for example, by using the Remez
algorithm. The interpolation at Chebyshev nodes also yields surprisingly good results,
generally being near-best approximations. The goal of our thesis is namely to study and
implement the Remez algorithm and test its functionality. Finally, we compare the Remez
algorithm with Lagrange interpolation at Chebyshev nodes.

KeyWOI‘dS: Lagrange interpolation, Chebyshev polynomials, Chebyshev appro-
ximation, error of polynomial interpolation, best polynomial approximation, minimax
polynomial, Remez algorithm
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1 Uvod

Ulohy zabyvajici se nalezenim feseni diferenciglnich rovnic nebo vipoétem uréitého integralu
jsou v matematice velmi dulezité. V praxi se vsak muze stat, ze tyto tlohy nemtzeme
vyTesit presné, ale pouze priblizné pouzitim numerickych metod. Polynomialni aproximace
je jednou z mnoha metod numerické matematiky, ktera slouzi k nahrazeni napriklad
integrandu polynomem. Jednou z moznosti nalezeni polynomidlni aproximace je tiloha
polynomidlni interpolace. Metody, které resi primo tuto tlohu, obecné neminimalizuji
chybu v kazdém bodé intervalu, a proto se muze stat, ze v nékterych bodech bude chyba
velmi vysokda. Aproximace, kterd v kazdém bodé intervalu minimalizuje maximum chyby,
se nazyva tzv. nejlepsi aproximace. Je zndmo, zZe nejlepsi polynomialni aproximace existuje
jednoznacné, ale jeji nalezeni nelze vytesit exaktné. V této préaci si ukazeme, ze k pribliznému
feSeni se muzeme dopracovat napriklad pomoci tzv. Remezova algoritmu. Dobré feSeni
(near-best approximation) nabizi také interpolace v CebySevovych uzlech.

V ramci 2. kapitoly si stru¢né vysvétlime pojem polynomialni interpolace a ukazeme si
jeji tii metody: naivni pfistup pomoci Vandermondovy matice, Lagrangeovu interpolaci
a aproximaci CebySevovymy polynomy. Ve 3. kapitole se zaméiime na kvalitu polynomialni
interpolace. Vysvétlime si, co je to tzv. chyba polynomialni interpolace, a odvodime z ni
odhad pro nejvétsi absolutni chybu v intervalu. Provedeme také srovnani Lagrangeovy
interpolace v ekvidistatni siti uzli s Lagrangeovou interpolaci v Cebysevovych uzlech.
V posledni ¢ésti této kapitoly se vyjadiime ke konvergenci polynomidlni interpolace a shr-
neme vysledky, ke kterym jsme se dopracovali. Ve 4. kapitole si ukdzeme alternativni
pristup, ktery primo optimalizuje kvalitu aproximace. Nejdfive si definujeme tlohu nalezeni
tzv. aproximace typu minimax. Tuto tlohu pak priblizné fesi Remezuv algoritmus, ktery si
podrobné vysvétlime a naimplementujeme v programu Matlab (kéd je k nalezeni v apendixu
této prace). V posledni kapitole jsou prezentovany vysledky provedenych numerickych
experimenti. V celé praci jsme se snazili zlepsit ¢itelnost podtrzenim novych pojmi.



2  Uvod do polynomislni interpolace

Uvazujme mnozinu dat
{$¢,yi}, i:O,l,...,n.

Tato data muzeme ziskat napf. tak, ze v Case x; namérime hodnotu y; néjaké veli¢iny.
Hledame takovy polynom p,, € P,, aby platily tzv. interpola¢ni podminky:

(i) = i, 1=0,1,...,n. (1)
2.1 Vandermondova matice
Obecné miuzeme hledany polynom zapsat jako:
pn(x) = ag + ar1x + asx® 4 - + apz™.

Interpolac¢ni podminky tedy maji tvar (n + 1) rovnic, které muzeme zapsat nasledovné:

pn(ZUO) =0 : a0+a1$0+a2x3+...+anx8 = Yo,

pn($1) =Y : a0+a1$1+a2m%+...+anlﬂf:yh
(2)

pn(l‘n) =Yn: a0+a1xn+a2xi+...+anxz = yn.
Neznamymi hodnotami jsou pro nds koeficienty ao, a1, ..., an. Definujme si vektor a, ktery
bude obsahovat vSechny difve vypsané proménné, tj. a = [ag,a1,...,a,]T, a vektor vy,

ktery obsahuje zndmé hodnoty yo, y1, - - -, Yn, ti- ¥ = (Yo, Y1, - - -, yn|’ . Resime tedy soustavu
(n + 1) linedrnich rovnic o (n + 1) neznamych. Tuto soustavu je mozné zapsat pomoci
tzv. Vandermondovy matice

2
1 =z xg SRR 1
1 x $% ezt
V=|1l 22 x5 --- 2z

Je ziejmé, ze se jednd o (n+ 1) x (n+ 1) matici. Prvky i-tého fddku jsou cleny geometrické
posloupnosti b; =z, j =0,1,...,n. Prvky matice lze zapsat:

V] =2}, i,j=1,2,...,n+1.

Nase soustava je tedy ve tvaru
Va=y.

Vyhody a nevyhody pristupu s Vandermondovou matici

(+) vypocetné a konstruk¢éné nenaroc¢né,

(-)  ¢islo podminénosti matice V ma vysokou hodnotu (viz obr. [19) na str. [33)), proto se
tento pristup nepouziva, slouzi pouze jako prvni (naivni nebo seznamovaci) pristup pri
studiu polynomialni interpolace. Plati, Ze mala chyba zahrnuta v hodnotach vektoru y
miize vyvolat obrovskou chybu v feSeni soustavy.



2.2 Lagrangeova interpolace

Ukézeme si nyni dalsi metodu polynomidlni interpolace. Definujeme kardindlni funkce
lo, b1, ..., 4,, pro které plati:

1 pro =y, o
bi(x;) = 0; = ,j=0,1,...,n, 3
(z5) J {O pro i % j, %] n (3)
pomoci:
ﬁ R ) [ ) R e R T R Ut D

o @i~ (@ —zo) (@i — @) (@ — @im1) (@0 — Tign) o (20 — @)

J#
Je ziejmé, 7e (;(x;) = 1 a £;(x) = 0 pro k # i. Lagrangeuv interpola¢ni polynom je pak
definovan pomoci

pn(z) = Z Ci()ys. (5)

Diky je zrejmé, ze pro Lagrangeuv interpolacni polynom jsou splnény interpola¢ni
podminky .

Vyhody a nevyhody Lagrangeovy interpolace

(+) matematicky elegantni zpusob,

(+) oproti metodé, ktera vyuzivd Vandermondovu matici, muzeme pocitat s vyssim po-
¢tem dat,

(=) konstrukce kardinalnich funkeci je vypocetné naroc¢n4,

(=)  pridanim dalsiho bodu (méfeni, pozorovani) musime vypocitat vsechny kardindlni
funkce znovu.

Priklad 2.1. Sestavme Lagrangeuv interpolacni polynom 2. stupné pro ndsledujici zadand
data:

To = _17 Yo = 07
1 = 07 Y1 = 07
r2 =1, y2=0.

Reseni. Vyjdeme ze vztahu a vypocitame kardindlni funkce ¢;, ¢ =0,1,2 :

_ (@=0)(z-1) _1
(@) = 7=0) = 1—1)_5(932*:”)’
(z+1)(z—1)
fl(x)—( S OESY = (1),
(@+1)@—0) 1
L) = T a—o) 5(352“3)‘

Pokracujeme ddle ve vypoctu podle vztahu :

P2($):%($2—$)'0—($2—1>~0+%(ﬂs2+x>~020.



V tomto prikladé byly hodnoty y; zvoleny jako sin(wx;). Jednd se o umély priklad, ve
kterém ilustrujeme predevsim vytvdrent kardindlnich funkci. I bez vypoctu kardindlnich funkci
je jasné, Ze interpolacni polynom bude nulovy, protoZe funkcéni hodnoty funkce sin(mwx;)
vychdzi v nasem prikladu ve vsech uzlech 0. V ndsledujicim grafu je interpolacni polynom
zndzornén cervené a funkce f(x) = sin(mwz;) cerné v intervalu (—1,1). Hvézdicky predstavuji
uzly zvolené pro interpolaci, modrd kolecka zndzornuji prunik funkce f a interpolacniho
polynomu.
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Obréazek 1: Interpola¢ni polynom 2. stupné z prikladu

A
Nékolik numerickych experimenti pro Lagrangeovu interpolaci nalezneme v ptikladu
B-2| na str. [I6] v piikladu [3:3] na str. [I§ a také v kapitole [5.2] na str. [33]
2.3 CebySevovy polynomy

V této kapitole si ukazeme dalsi mozny pristup k polynomialni interpolaci, a to pomoci
Cebyéevovych polynomii. Definujeme CebySevovy polynomy T n, pro které plati:

T, (cos @) = cos(nh), n € NU{0}. (6)
Je ziejmé, ze

To(cosh) =1,
Ty (cosf) = cos .

S vyuzitim znamych vzorci z trigonometrie nalezneme dalsi CebySevovy polynomy:
T>(cosf) = cos(26) = 2cos? O — 1.
Postup pro nalezeni polynomu 3. fadu:

cos(30) = cos(26) cos  — sin(20) sinf = (2cos® — 1) cos§ — 2sin cos fsin =

=2c0s> 0 — cosf — 2cosb + 2cos® 0 = 4cos 0 — 3cos b,

tedy
T3(cos ) = 4 cos® 6 — 3 cosb.



A konecné:
cos(46) = cos(2 - 20) = 2(2cos?f — 1) — 1 = 8cos”  — 8cos H + 1,
tedy
Ti(cosf) = 8cos* § — 8cos? O + 1.
Nyni nalezneme zépis pro Cebyseviiv polynom (n + 1)-niho stupné:
Tnt1(cosf) = cos ((n+ 1)0) = cos(nd + ) = cos(nh) cos § — sin(nf) sin f =

= 2cos(nf) cos§ — cos(nf) cos§ — sin(nh) sinf =
= 2cos(nb) cosf — cos ((n — 1)0) = 2T,,(cos 0) cos§ — T;,_1(cos 9).

Odtud dostavame rekurentni vzorec:
Tht1(cosf) = 2T, (cos ) cos @ — T,,—1(cos ), n € IN.

Necht n > 1, pak vyraz cos(nf) muze byt zapsan jako polynom tvofeny mocninami
cos . Nyni dosadime z (z € (—1,1)) za cos@ do predeslych vztaht a dostaneme
To(x)
Ty(x)
To(z) = 222 — 1,
T3(z) = 42> — 3z,
Ty(x) = 8zt — 8% +1,

L,
xz,

Cebysevitv polynom (n + 1)-nfho stupné je dan rekurentnim vztahem:

Thi1(x) = 2T, (2)x — Th—1 (), n € IN. (7)
Prox € (—1,1) a 0 € (0,m) plati:
cos(f) = x < 0 = arccos(z).

Ze vztahu @ pak vyplyva, Ze pro = € (—1,1) mizeme CebySevovy polynomy zapisovat ve
tvaru:

T,(x) = cos (narccos(z)). (8)
2.3.1 Vlastnosti CebySevovych polynomi

7 rekurentniho vztahu vyplyva, ze stupeni Cebysevova polynomu T}, je roven n. Navic
vime, ze Cebysevovy polynomy jsou vzdy ve tvaru:

T, (z) = 2" 2™ + polynom s mocninami z nizsfmi nez n.
Vedouci koeficient polynomu 7T}, je tedy vzdy 2"~ L.
Tvrzeni 2.1. Cebyseviv polynom T, md praveé n kovent v intervalu (—1,1). Le#i v téchto

bodech:
2k —1

szcos( Tr>, k=12 n. ()

7



Dikaz. Vyjdeme ze vztahu , pak:

T,(&k) = cos (anQ; 17r> = cos ((Qk - 1) g) .

Miizeme si povsimnout, Ze po dpravdch bude v argumentu vZdy lichy ndsobek 5. To zpisobi,
Ze bude hodnota cosinu vZdy 0. |

Cebyseovy polynomy lze tedy zapsat pomoci sou¢inu
n
To(a) =2 ] (@ —&).
k=1

Tvrzeni 2.2. Polynom T,, md v intervalu (—1,1) prdvé (n + 1) extrémi. Nachdzi se

v ndsledujicich bodech:

k
nk:cos<7r), k=0,1,...,n.
n

Ddle plati, zZe
Dikaz. Vyjdéme opét ze vztahu , x € (—1,1), pak:

T, (x) = —sin (narccos(z))n (—\/11_7> :

Hledame staciondrni body polynomu T,, v (—1,1), tj. Tesime rovnici

sin (narccos(z)) =0

0

narccos(z) = km, k=1,2,...,n—1.

Staciondrni body oznacme

k
xizcos(ﬂ>, k=1,2,...,n—1.
n

Potom

k

T, (x},) = cos <n arccos <cos <7T)> > =cos(km), k=1,2,...,n— 1.
n

Je tedy zrejmé, Ze ve staciondrnich bodech jsme nalezli (n—1) extrémi, které budou nabyvat

hodnot —1, kdyz bude k liché, nebo hodnoty 1, kdyz bude k sudé. Nyni zbyvd zkontrolovat

krajni body intervalu (—1,1). Podle plati: T, (1) = cos(0) = 1, T,(—1) = cos(nm) = —1,

kdyz n nabyvd liché hodnoty, nebo 1, kdyz n nabjvd sudé hodnoty. |
Lze taky ukazat, ze CebySevovy polynomy jsou ortogonalni polynomy s vahou ¢1£7
na intervalu (—1,1):
0 proi=yj,
r=4% proi=j#0,
1 V1 —22 7
m proi=7=0.



Diskrétni ortogonalita je pak ve tvaru:

’ 0 proi#j,
S T L) = { & proi=j £0, (10)
k=1 n proit=j =0,

kde x3, (i,j <nak=1,...,n) jsou kofeny Cebysevova polynomu T,.
Cebysevovy polynomy vybranych stupii na intervalu (—1, 1) jsou pak zndzornény na
obr.

1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1
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06 1 06f 1
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02f 1 02f 1
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08 108 1

0.8

0.6
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021

-04

061

-0.8 [
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(¢) Tu() (d) Ts(x)

Obrézek 2: Cebysevovy polynomy vybranych stupitii na intervalu (—1,1)
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Obrazek 2: Cebysevovy polynomy vybranych stupiiii na intervalu (—1,1)

2.3.2 Aproximace CebySevovymi polynomy

Pii aproximaci funkce f na intervalu (—1,1) pomoci Cebysevovych polynomii hleddme
polynom p,_1 € P,_1 ve tvaru

Pn— 1 Zaz Z T e <_171> (11)

Interpolacni podminky maji tvar n rovnic, které zapiseme nasledujicim zpusobem:

n—1
k): Zalﬂ(gk)7 k:1727"'7na (12)
i=0
kde &, jsou kotfeny polynomu T}, které jsme si jiz odvodili v @D Koeficienty ag, a1, ..., Gn_1

jsou pro nas neznamymi hodnotami. Vztah ((12)) predstavuje n rovnic. Kazdou z técho rovnic
prendsobime Tj () a nasledné vsechny vysledné rovnice secteme. Resime tedy soustavu
n rovnic o n neznamych:

n n—1

zn:f(gk) ZZ &), j=0,1,...,n—1. (13)
k=1 k=1 i=0

Podivejme se nejdrive na levou stranu rovnic . Kdyz proménnd j nabyva hodnoty 0,
pak plati:

n

ZfskTofk > Of(

k=1 k=1
Kdyz je j # 0, vyuzijeme vztahu :

> FERTy (&) = Z (&) cos (j arccos(&x)).
k=1 k=1

Nyni se pfesuneme na pravou stranu soustavy rovnic ([13]). Provedeme jednoduchou tpravu:

Zn:ni: &) = ni ai Zn:Ti(fk)Tj(fk)-
k=1 i=0 =0 k=1

10



U druhé sumy vyuzijeme diskrétni ortogonalitu CebySevovych polynomu . Je tedy
zlejmé, ze prava strana soustavy rovnic mé pouze dva tvary:

agpn  pro j =0,

n .
aj5  Pro j # 0.

Vratime se opét k soustave a vyjadiime si proménné a;, 1 =0,1,...,n— 1. Pro j = 0:
> f(&) = aon
k=1
)
1 n
== > f&)
" k=1
{1 viz (9)
1 2k — 1
1 2k—1 14
ag an<Cos( on W))v (14)
pro j # 0:
n n
Z (&) cos (j arccos(&)) = a;—
2
k=1
)
2 & .
aj =" > f(&) cos (jarccos(&x))
k=1
$ viz @

2k — 2k —1
a; = an(cos( o ))cos(j ™ w), ji=12,....,n—1. (15)

Vzorce a nam tedy poskytuji navod, jak fesit soustavu a tim tedy i ziskat
aproximaci .

P¥iklad 2.2. Provedme aprozimaci Cebysevoviimi polynomy na funkci f(z) = sin(rx) na
intervalu (—1,1) pro 8 Cebysevovy uzly.

ReSeni. Mdme 3 uzly &, k = 1,2,3. VyuZijeme vztah @D k tomu, abychom vypocitali

pozici uzli & :
L V3
& = cos 6 =

27
&9 = cos (3 ) 0,

§3—cos<2 )z \ég

11



Pomoci vztahi a nalezneme hodnoty ag, a1 a as :

a6 = ;kz:f(fk) _ ;<sin (‘2%) 4 sin (0 - ) + sin (-é%)) 0,

a; = ;g:f(&k) & = §<Sin (?n) -\ég—i-sin(()-ﬂ)-() +
£ () tm()

4 = gkz::lf(gk)cos (2"73_ 17r> _ §<sin (‘2%) s (0 7) - (<1)+

(VB )1
+ sin (—27T> -2> =

Diky vztahu (11)) je uZ pak jednoduché vypocitat vysledny tvar aprorimace:

p2()

2

2
ZaiTi(x) =0-1+ g\/gsin (?ﬂ') cx+0- (23:2 - 1) =
i=0

2B (V3
= 3 S11 77’[' xZ.

Srovnejme jesté tento priklad s prikladem . V tomto pripadé je aproximace Cebysevovymi
polynomy vyhodnéjsi nezZ Lagrangeova aproximace na ekvidistantni siti 3 wzlu, protoze
nejvétsi absolutni chyba v intervalu (—1,1) (vice o této chybé v kapitole[3) je v prikladé[2.]]
vy$st nez v prikladé[2.3 Konkrétni hodnoty absolutnich chyb pro rizné stupné interpolacnich
polynomii jsou pak popsané v tabulkdch v prikladech[3.4 a[3.3 UkdzZeme si, Ze podstatnou
roli hraje vybér interpolacnich uzli (nikoliv vybér polynomai).

Ndsledujici graf zndzorriuje aprozimaci Cebysevovymi polynomy pro  funkci
f(z) = sin(rx). V intervalu (—1,1) je aproximace Cebysevovymi polynomy zndzornéna
cervené, funkce f(x) = sin(mwxz;) pak cerné. Hvézdicky predstavuji interpolacni uzly, modrd
kolecka zndzornuji priseciky funkce f s aproximact.
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Obrazek 3: Polynom 2. stupné z pifkladu na aproximaci CebySevovymi polynomy
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Numerické experimenty pro Cebysevovu aproximaci déle uvadime v kapitole na
str.
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3 Chyba polynomialni interpolace
Véta 3.1. UvazZujme mnozinu dat
{ziy,yi}, 1=0,1,...,n,
kde vsechna x; jsou ruznd. Potom existuje pravée jeden polynom p, € Py, pro ktery plati
pn(x)) =y i=0,1,...,n.
Diukaz. Dikaz nalezneme napr. v [1)]. [

Priklad 3.1. Uvasujme Cebysevovy uzly z prikladu a interpolujme funkci
f(x) = sin(wz) v téchto bodech. Pouzijme Lagrangeovu interpolaci.

Reseni. Viypocteme funkéni hodnoty funkce f(x) v uzlech z prikladu .

§o = \f, f(&) = sin (?W> ;

& =0, f(&) =sin(0m) =0,

§2= —\f, f(§2) = sin <—\g§7r> :

Vyjdeme ze vztahu a vypocteme kardindlni funkce by a by (€1 neni treba pocitat, jelikoZz
f(&)=0):

Pokracujme ddle ve vypoctu podle vztahu :

p2(x) = ; <x2 + ?w) - sin (?W) + g <x2 - ?m) - sin (—?W) =

_2V3 (ﬁ )x

sin [ —m
3 2

Vidime tedy, Ze interpolacni polynom vysel stejné jako v prikladu[2.3, kde jsme interpolovali
pomoci Cebysevovyjch polynomii. A

Uvazujme funkci f € C"*1({a,b)) a mnozinu bodt
{zi}, z; € (a,b), 1=0,1,...,n.
Daéle méjme polynom p,, € P, ktery spliuje interpola¢ni podminky
f(xi) = pn(xs), i=0,1,...,n.

Definujme funkci e, kterd urcuje chybu polynomidlni interpolace na (a,b) a je ddna pred-
pisem

e(z) = f(z) —pn(x), =z € {(a,b).

14



Véta 3.2. Bud f € C""1((a,b)) a polynom p, € P, necht interpoluje funkci f pro rizné
body xz; € {(a,b), i =0,1,...,n. Potom plati:

(n+1) () 7
e le-a. a9

=0

(Vo € (a,0))(3¢ € (a,b)) = f(x) —pnl(2) =

Dukaz. Dikaz nalezneme napriklad v [2] na str. 17 nebo v [3] na str. 184. [

7 véty vyuzijeme vzorec , abychom odvodili odhad pro nejvétsi absolutni chybu
v intervalu {a.b):

) "
_ < L — _ .
x?(%?é) |f($) pn(ZL‘)| - (ﬁrerzi,)g) (TL+ 1)' <xren<%?l{)) i:0|l‘ xl’) ’
tj.
£ oo .
o < ————— m I | — ;. 17
lefloo < (n+1)! xG(%?li)i:O‘I zil (17)

Nyni se nabizi otdzka, jak odhad (17)) udélat co nejmensi. Je jasné, ze mizeme zmen-
n

$it pouze Cast s maximem, tj. In<a)§)> [T |x — =], a to vhodnou volbou uzli. Pojdme si
re a, Z:0
nyni v nasledujicich kapitolach ukazat, jak to bude vypadat s odhadem pro interpolaci

v ekvidistantn{ siti uzl@ a pro interpolaci na Cebysevovych uzlech.

3.1 Uniformni déleni

Méjme interval I = (a,b), —oo < a < b < oo. Nyni rovnomérné rozlozime interval
na n stejnych podintervala I;, ¢ = 1,2,...,n. VSechny podintervaly maji dva hrani¢ni
body a je zfejmé, Ze interval I obsahuje (n + 1) téchto bodu. Nazveme je uzly intervalu I
a oznacime je x;, 1 =0,1,...,n.

Necht h = b;“, pak h nazveme délkou mezi dvéma vedlejsimi uzly intervalu I. Z toho

vyplyva, ze:
ri=a+th, 1=0,1,...,n.

Tvrzeni 3.1. Pro interpolaci v ekvidistanini siti uzlu plati, Ze

L 1
H |z — x| < Zh("ﬂ)n!.
i=0
Dikaz. Ze vztahu je zrejmé, Ze chyba bude nejvétsi, pokud bude x leZet na krajich

intervalu {(a,b). Bez ijmy na obecnosti mizZeme predpokladat, Ze x € (xg,x1). Potom
2

r1 — X0
(o = zo)a — )| < L0

ted
a tedy 2
(@ = z0) (@ — o1)] < -

Ddle vime, Ze

|z — x9| < 2h,
|z — 23] < 3h,
|x — 4] < 4h,

15



Vseobecné tedy muzeme rict, Ze proi = 2,3,...,n plati
|z — 2] < ih.

Proto )
L h
[T e — il < - (20)3) -+ (nh),
i=0
a tudiz
n 1
H |z — 2] < Zh"Hn!.

i=0
[
Odhad maximalni absolutni chyby u uniformniho rozdéleni intervalu je tedy:
£ Voo 1, i
< —h" !
lellee < T 2™
)
hn+1
< ———|If "o 18
lelle < gy 1 e (15)

Priklad 3.2. Mejme funkci f(x) = sin(wz). Provedme na ni Lagrangeovu interpolaci
v ekvidistantni siti uzli na intervalu (—1,1). Tabulka niZe zobrazuje odhad mazimdlni
absolutni chyby a vypoctenou nejuetsi absolutni chybu mezi funkci f a Lagrangeovym
polynomem stupné n v intervalu (—1,1).

| n llelloo odhad maz. chyby ‘
2 1 2,5839
4 0,1808 0,4782
8 1,2055-1073 3,1587 - 1073
16 6,6540-10~10 1,8472-107Y

Nalezeni odhadu mazimdlni absolutni chyby je casto ndrocné, protoze vypocet normy
||f(n+1)||oo muze byt velmi komplikovany. V nasem prikladé je vsak vypocet jednoduchy.
Pojdme se na nej zamerit. Nejdriv potrebujeme funkci nekolikrdt zderivovat:

f(2) = sin(ra),

f () = 7 cos(mz),

"

f (z) = —n?sin(nz),
7 (2) = =73 cos(mx),

B (z) = ntsin(rz),

Ndsledné hleddame n?alxn ‘f(”H)(x)‘. Vijpocet mazxima je ovsem prosty, protoze |cos(mz)]
rxe(—1,

nebo |sin(mz)| v intervalu (—1,1) miiZe mit nejoyssi hodnotu 1. Tedy | f™ D] o = 771,
V grafu na obr. |4l mame zndzornénou nejvétsi absolutni chybu Lagrangeovy interpolace

na uzlech dangch uniformnim délenim a odhad maximdlni chyby v intervalu (—1,1). Vo-

dorovnd osa v grafu predstavuje stupen interpolacniho polynomu (hodnotu stupné volime
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n=1,2,...,20). Svisld osa pak predstavuje vypoctenou nejvétsi absolutni chybu na da-
ném intervalu (oznaceno cervené) a odhad mazximdlni absolutni chyby dany vztahem
(oznaceno modre).

105

1010

1015 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obrazek 4: Nejvétsi absolutni chyba Lagrangeovy interpolace v ekvidistantni siti uzli
a odhad maximdlni absolutni chyby pro funkci f(x) = sin(7z) na (—1,1)

A
V uniformni siti se chyba kumuluje na krajich intervalu. Tento problém Tesi CebysSevovy
uzly, které chybu rovnomérné distribuuji do celého intervalu.
3.2 Déleni CebySevovymi uzly

Jak najit CebySevovy uzly pro interval (—1,1) jiz zndme ze vztahu @D:
2t —1
fi—cos( 7r), 1=1,2,...,n.
2n

Odtud lze odvodit, ze pro obecny interval (a,b) nalezneme CebySevovy uzly takto:

1 1 21— 1
§i—2(a+b)+2(b—a)cos( -

7r>, i=1,2,....,n. (19)

Tvrzeni 3.2. Pro interpolaci v Cebysevovijch uzlech & € (—1,1) plati, Ze
n n
max r—&|=2""< max T — T
ze(—1,1) g‘ &l T ze(-1,1) g)‘ il

kde {x;}} jsou libovolné jiné uzly v intervalu (—1,1).

Dikaz. Dikaz tohoto tvrzeni si ukdzZeme v ndsledujici kapitole, viz vztah na str. .
|

Z predchoziho tvrzeni je zrejmé, zZe odhad maximélni chyby u intervalu (—1,1) rozdéle-
ného pomoci Cebysevovych uzli je:

[

< - = 20

lello < Gre (20)

Lze ukazat, ze pro obecny interval (a,b) budou ve smyslu Tvrzeni optimalni stejné
uzly, jen vhodné posunuté a naskalované - viz ((19)).
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Priklad 3.3. Méjme funkci f(x) = sin(wz). Provedme na ni Lagrangeovu interpolaci na
Cebysevovyich uzlech na intervalu (—1,1). Tabulka niZe zobrazuje odhad mazimdlni absolutni
chyby a vypoctenou nejvetsi absolutni chybu mezi funkci f a Lagrangeovym polynomem
stupné n v intervalu (—1,1).

’ n llelloo odhad maz. chyby ‘
2 0,7754 1,2919
4 0,1156 0,1594
8 2,6115-1071 3,2088 - 107
16 1,0727-10~ 1 1,2134 - 1011

Graf na obr. [ zndzoriuje vypoctenou nejvétsi absolutni chybu Lagrangeovy interpolace na
Cebysevovyich uzlech a odhad mazimdini chyby v intervalu (—1,1). Vodorovnd osa v grafu
predstavuje stuper interpolacniho polynomu (hodnotu stupné volimen =1,2,...,20). Svisld
osa pak predstavuje nejvétsi absolutni chybu na daném intervalu (oznaceno cervené) a odhad
mazimalni chyby dany vztahem (oznaceno modre).

100 S =

10-10 L

105k . . . . . . ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obrazek 5: Nejvétsi absolutni chyba Lagrangeovy interpolace v CebySevovych uzlech
a odhad chyby pro funkci f(z) = sin(rz) na (—1,1)

3.3 Poznamka ke konvergenci polynomialni interpolace

V grafech na obr. ] a obr. [f] pozorujeme, ze pro n = 20 je v obou piikladech vypoétend
nejvétsi absolutni chyba vyssi nez odhad maximalni absolutni chyby. Nabizi se otazka, jak
je to obecné s konvergenci chyby. Mame obecné zajisténo, ze s pribyvajicim stupném n
bude vypoctend nejveétsi absolutni chyba na intervalu klesat k nule?

Piiklad 3.4. Méjme funkee f(x) = sin(rx), g(z) = e cos(2mw)sin(27z), h(z) = 23
Na tyto funkce provedme na intervalu (—1,1) Lagrangeovu interpolaci v ekvidistantni siti
uzlii a Lagrangeovu interpolaci na Cebysevovyjch uzlech. Hodnotu stupné polynomu volme
n=12,...,70. Do grafi opéet vynesme nejvetsi absolutni chybu u jednotlivych funkci.
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Obrazek 6: Nejvétsi absolutni chyba Lagrangeovy interpolace u funkci f, g, h

Grafy na obr. [0 zndzornuji nejvetsi absolutni chybu Lagrangeovy interpolace. Chyba je
zobrazena pro f cervené, pro g modre a pro h zelené. A

V predchozim prikladé muzeme pozorovat trend, kdy u interpolace v ekvidistantni siti
uzli méa nejdrive nejvétsi absolutni chyba tendenci klesat k nule a od urcitého stupné n se
za¢ne chyba vyznamné zhorsovat. U CebySevovych uzlil ziistava nejvétsi absolutni chyba
viceméné v pocitacové presnosti.

Obecné je obtizné pracovat s polynomy vysokych stupni. Déle plati, ze ¢im mensi je
puvodni interval, tim presnéjsi bude interpolace. Tyto myslenky vedou na polynomialni
interpolaci po ¢astech s pouzitim tzv. splinta. Vice napt. v [1,2].
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4 Aproximace typu minimax

V predchozich kapitolach jsme si vysvétlili zptisob, jak lze nahrazovat (komplikovanou)
funkci polynomem. Vybér interpolac¢nich uzlt byl pro néds pti tomto procesu klicovy. Nyni
se podivame na alternativni pristup, ktery pfimo optimalizuje kvalitu aproximace. Tu
budeme mérit pomoci maximalni absolutni chyby na daném intervalu. Definujme nejprve
tlohu nalezeni nejlepsi stejnomérné aproximace (tzv. aproximace typu minimax).

Definice 4.1 (Aproximace typu minimax). Bud f € C({a,b)). Najdéme polynom nejlepsi
stejnomerné aprozimace (v anglické literature polynom minimaz) p. € P, funkce f na
(a,b) tak, zZe

— po(z)] = mi - , 1
;Jél(%fi)'f(x) Pe ()] fé%ixgﬁf’éﬂf(x) p(z)] (21)

Pro g € C({a,b)) definujeme normu ||g||cc = max |g(z)|. Proto mizeme tlohu
zE

(a,b)
zapsat takto: Najdéme p, € P, tak, ze

— Dyllog = mi — Dl 922
|f — Pslloo prrel;jg\lf Plloo (22)

Priklad 4.1. Hledejme konstantu, kterd co nejlépe aprorimuje ve smyslu funkci \/x
na intervalu (0,1).

1

09 r
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0.7

06

05

04 r
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0.1

0 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Obrazek 7: y/z na intervalu (0, 1)

Reseni. Jeliko? je \/x monoténni funkce, tak musi hledand konstanta p(z) = c leZet mezi

VO a /1. Jingmi slovy plati 0 < ¢ < 1. ProtoZe je \/x monoténni funkce, tak je i /T — c

monotonni funkci. Maximdlni chyba m(z(a)oi> |v/z — ¢| je proto nabyta v jednom z krajnich
Te

)

bodi intervalu (0,1), tj.:

IVz = lloc = max { |V -],

T
V& = ¢lloo = max{c,1 - c}
|} viz obr.

i)

in max{c,1 - c} = =
min maxic,l —cj = =
c€(0,1) 2
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Obrézek 8: max{c, 1 — c}

Muzeme tedy rict, Ze nejlepsim konstantnim polynomem aprozimujicim /x na (0,1) je
polynom

p«(7) = 9

0.8 J

0.6 b

0.5

03 J

0.1 b

0 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Obrazek 9: Nejlepsi konstantni stejnomérnd aproximace /z na (0, 1)

Uc¢inme jesté ndsledujici pozorovdani: vynesme si do grafu chybu /x — p«(xz) pro
z € (0,1).
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Obrazek 10: Funkce \/x — p.(z) na intervalu (0, 1)

Vidime, Ze chyba je nejvétsi na okrajich intervalu a v absolutni hodnoté nabjvd stejné hod-
noty. Tuto wvlastnost budeme nazgvat jako mazimdlni chybu nabytou s alternujicim
znaménkem. Pro nalezeni nejlepsi stejnomerné aproximace je klicovd. A

Véta 4.1 (Cebysevova véta o alternaci/Alternacni véta/Equioscillation theorem). Po-
lynom p, € P, 7esi ilohu pravé tehdy, kdyz v intervalu (a,b) existuje (n + 2) bodi
xog <1 < - < Tpyy takovich, Ze plati

[f(x5) = pal@)| = |1 f = pilloo, 7=0,1,...,n+1,
a znaménko chyby aproximace v téchto bodech alternuje:
f(@j) = pulaj) = = (f(xj31) = pel@jt)), 7=0,1,....n.
Diukaz. Dikaz této véty mizeme nalézt napriklad v [2]. [ ]

Chyba f — p, tedy nabyva v bodech xg, z1, ..., xn4+1 stiidavé svého globalniho minima
a maxima na (a, b). Tato vlastnost se nazyva Cebysevova alternac¢ni vlastnost.

Véta 4.2 (Jednoznacnost feseni problému (22)). Polynom nejlepsi stejnomeérné aproximace
je urcen jednoznacné.

Diukaz. Dikaz nalezneme napriklad v [5]. [

Na alternac¢ni vété jsou zalozeny algoritmy hledajici polynom nejlepsi stejnomérné
aproximace. Iterativné upravuji aproximujici polynom, dokud nesplnuje alternac¢ni pod-
minku. Nejzndméjsim takovym algoritmem je Remeziv algoritmus. S nim se seznamime
v nasledujici kapitole.

Priklad 4.2. Hledejme linedrni funkci, kterd co nejlépe aproximuje ve smyslu funkci
Vz na intervalu (0,1).

Reseni. Hleddme p, € P;. Polynom p«() je tedy ve tvaru o+ Bx. JelikoZ je \/x konkduoni,
tak bude mazimdlni chyba 6 nabyta v koncovych bodech intervalu (0,1). To znamend, Ze
xo = 0,29 = 1. Nyni musime nalézt treti bod x1 € (0,1), ve kterém bude chyba nabyvat
hodnoty —9. Kdyz nalezneme takovy bod, tak potom podle alternacni véty dostaneme, Ze

prislusny polynom p, je resenim .

22



Tedy:

Vxo — ps(mo) =6 O—a—p-0=96 —a=4
V1 —pi(m1) == p = Va1 —a—fr1= -0 = /r1 —a— Sz = =0
VT3 — pelen) = 8 I—a-f=3s l—a-p=3

Nyni odecteme treti rovnici od proni:
—-14+p=0=p=1

Vsimnéme si, Ze kdyz zndme hodnotu B, tak uZ miZeme zjistit hodnotu x1. Hleddme totiz,
kde se machdzi extrém funkce \/xr — « — Bx. Jingmi slovy hleddme staciondrni bod této
funkce:

/ 1 1 1 1
—a— =0,z €(0,1) = —pB=0=——=1= == ==
(Vr —a— pz) (1) z1 € (0,1) 2\/1,—15 Nea VaIL=g ==
Nyni secteme pruni rovnici s druhou, abychom zjistili hodnotu «.
—a=0 = N :>1 2 ! 0= =
90— - = o= =
VIl —a—pPrp=-4 \/T_a_l.lz_(s 2 4 8
4 4
S nalezenim hodnoty proménné a je zrejmé, zZe § = —%. JelikoZ zndme hodnoty o a 3, tak
vime, Ze polynom p, je ve tvaru:
p(a) = <t

0.8

06

04

021

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 07 08 0.9 1

X

Obrazek 11: Nejlepsi linearn{ stejnomérnéd aproximace /z na (0, 1)

Obdobné jako v predchozim prikladé si vykreslime chybu \/x — % —z, x € (0,1).
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Obrazek 12: Funkce v/ — pi(x) na intervalu (0, 1)

4.1 Cebysevovy uzly pro optimalni aproximaci

Piipometime si odhad chyby interpolace funkce f € C"*({a,b)) polynomem p, € P, na

intervalu (a, b) (viz Vétu [3.2 na str. [15)):
(n+1) n
(Vz € (a,b)) (3 € (a,b)) : f(z) — pp(z) = f(é) H(x — ),

kde {z;}}_, jsou uzly interpolace. Odtud dostdvame odhad maximdlni absolutni chyby
1nterpolace na {(a,b):

1f = pulloo < W0 H\x_g;,
- ( +1 z€(a,b) J

PRy , .|| f(ntD) . ( oy o . .
Prvni ¢ast pravé strany nerovnosti % je dana a nemutzeme ji nijak ovlivnit.

7’L
Druhou cast n[1<a;~(> |z — x;| vSak ovlivnit 1ze. Tento ¢len chceme uéinit co nejmensim
z€(a,b ] =0

a toho docilime spravnou volbou interpolacnich uzli z;. Zabyvejme se tlohou:

min max H |z — ] (23)

Z0,%15--yTn z€(a,b)

n
Jinymi slovy hledame tzv. optimalni uzly zg,x1, ..., z, minimalizujici m(ax I |z — ;]
re(a

b) §=0
Plati:

n

H T — ;) z" - (),

kde 7, je polynom zavisly na 1nterpolacn1ch uzlech xg, x1,..., Ty, a lze si rozmyslet, Ze je
ve tvaru:

n
)= ij—x” 12 Z zjag + - — (=1)" T[] 25, o € Pa

=0 k=j+1 =0
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Priklad 4.3.

ri(x)

en=1: (z—20)(r— 1) =2>—2(v0+21) + 2120 = 2> — (2(T0 + 71) — T170)

en=2: (z—xo)(z—x1)(x—2x9) = (ac2 —x(xg + 1) + x120) (T — T2) =
=23 — zox? — 22 (xo + 1) + z(20 + T1)T2 + T1T0T — TeT T2 =

=23 - (302(330 + 21 + x2) — x(xox1 + ToT2 + T1T2) + TXT1T2)

ro(x)

Bud

Tedy:

uloha
(3

"t — rn(x)’

0

min_ [|2" ! =y o (24)
rn€Pn

min max ’
rn€Py, LE(ah)

Nyni proto hleddme polynom 7y, , € P, takovy, e

”xn+1 n+1

— Tnllo = min ||z — 7 lloo-

Tn E’Pn

Pro jednoduchost se nyni omezime na (a, b) = (—1, 1). Ozna¢me pomoci T),+1 normalizovany
Cebysevitv polynom stupné (n + 1) s vedoucim koeficientem, ktery je roven 1, tj.:

Tn+1 = 2_nTn+1 .

Proto

A

Tni1(z) = "t - n ()

pro dany polynom P, 3 r,(z) = 2"*! — Tn+1(a:). Polynom 7},,1 osciluje mezi 27" na
(=1,1). Dale diky Tvrzeni [2.2 vime, ze T}, 11 mé (n + 2) extrémi na (—1,1) v bodech
nj = Cos (n%rlﬂ), j=0,1,...,n+ 1. Tedy

A

Toir(ny) =it —ra(ny) = (=1)27", j=0,1,...,n+ L. (25)

Nasli jsme tudiz polynom r, € P, spolecné s (n + 2) uzly n; € (—1,1) takovy, ze

'U;H_l _rn(nj)’ - x€n<1—alxl> ‘anrl _ Tn(x)‘ =2"" j=0,1,...,n+1.

Znaménko funkéni hodnoty funkce x"+! — 7, (z) v téchto bodech alternuje (viz (25))).

7 ekvioscila¢ni véty tedy plyne, Ze r,, je polynomem nejlepsi stejnomérné aproximace "1
na (—1,1).
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Tvrzeni 4.1. Polynom nejlepsi stejnomérné aprovimace funkce "' na (—1,1) md tvar

Pps(r) = 2™ — 27T, (2) € P

n —
JelikoZ 1y, . (z) = 2™ — 27T, 4 (z) = 2™ — T[ (z — &), tak plati, Ze rp. € Pp C Py.
=0
Proto kofeny ¢&; Cebysevova polynomu T}, 1 jsou optimalnimi interpola¢nimi uzly (viz

ekvivalenci tiloh a ([24)). Navic

n n

a _gl=2"< oz, 2

Jaax ] e =&l < max ] o —al (26)
7=0 7=0

kde {z;}7_, jsou libovolné jiné interpolacnf uzly (jiné nez (?ebyéevovy) v intervalu (—1,1).

Timto jsme tedy dokézali Tvrzeni na str. Tedy pro Cebysevovy uzly dostavame pro

f € C"t1({—1,1)) odhad chyby interpolace na (—1,1):

£ oo

— < =
Hf anoo = 2n(n+ 1)!

4.2 Remeztv algoritmus

V roce 1853 rusky matematik Pafnutij Lvovi¢ Cebysev formuloval pro f € C({a, b)) problém:

Najdi p. € P, tak, aby [[px — flloo = ;Telgl P = flloo- (27)

e Vime, Ze ma jednozna¢né reseni (viz Vétu na str. [22)).
e Dile vime, 7e p, je plné charakterizovin CebySevovou alternac¢ni vlastnosti (tj. Ze
chyba f — p. nabyva v bodech xg,z1,...,Tp41 € (a,b), 9 < 21 < -+ < Tp41, stiidavé
svého globalniho minima a globalniho maxima na (a,b)) (viz Vétu na str. 22]).

Tyto poznatky lze déle zobecnit tak, ze P, nahradime (n + 1)-dimenziondlnim podpro-
storem C'((a, b))

Q = Lin{gOaglv s 7911}5

kde go, g1, - - -, gn jsou linedrné nezavislé funkce spojité na (a, b), které splnuji tzv. Haarovu
podminku:
go(xo)  g1(zo) gn(T0)
go(x1) 91(.331) gn(o1 # 0 pro libovolné rtzné zg, x1,...,z, € (a,b).  (28)
golen) gr(an) -+ gnlen)

n
Funkce Y c;g; € Q, ¢; € R, pak nazveme tzv. zobecnénymi polynomy.

i=0
Priklad 4.4. Lze ukdzat, Ze systém {1,x,...,z"} splnuje Haarovu podminku, jelikoZ

2

1 =z asg ez

1 o 2y -+ 2}
2 DY n

I zo a3 Lo | = H (a;, —l’j)

Do : : 0<j<i<n
2 n

1 z, =z T,

je dobre zndamy Vandermondiv determinant, ktery je zrejmé mnenulovy pro ruznd
TOyLlye-e,Tp- A
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Véta 4.3 (Zobecnéni CebysSevovy véty o alternaci). Bud

o {g;}7_1 systém spojitych funkci na (a,b) sphiujicich Haarovu podminku,
e X wuzavrend podmnozina (a,b) obsahujici alespori (n + 1) bodii,

e f spojitd na X,

o ()= f(z)— i cjgj(x), r nazgvdme reziduem.
Pak koeficienty cq, g,l. .., Cp, manimalizuji
max r(z)
prave tehdy, kdyz
r(zig1) = —r(z;) = iglg}({ |r(z)|, i=0,1,...,n—1
pro xg < x1 < -+ < Ty, Ty Tly---, Ty € X.
Diukaz. Dikaz je popsin napriklad v [4]. |

Jak tedy nalezneme polynom p,, abychom vytesili tilohu ? To znamena, jak najdeme
polynom nejlepsi stejnomérné aproximace funkce na intervalu (a,b)? V roce 1934 rusky
matematik Jevgenij Jakovlevi¢ Remez publikoval iteracni proceduru, kterd konverguje

k nejlepsi stejnomérné aproximaci dané funkce f € C'({(a, b)) pomoci zobecnénych polynomi
n
> ¢igi, kde systém {g1, g2, - . ., gn} spliuje Haarovu podminku. Tato procedura je zalozena

=1
na Vété

Zakladni schéma Remezova algoritmu:

Uvazujme néjakou pocatecni mnozinu (n + 1) uzld v (a,b) (tzv. referenci).
n

1)  vypoéteme ¢ = Y ¢;¢; minimalizujici maximum absolutni hodnoty rezidua na dané
i=1

mnoziné uzlu (vede na feseni SLR),

2)  ovéfime kvalitu nalezené aproximace ¢,

3) upravime danou referenci.

Z bodu 3) se opét vracime do bodu 1), dokud ¢ nebude ,,dost blizko* nejlepsi aproximaci.

Po vypoctu aproximace g v kroku 1) budeme muset vypocist na (a, b) lokalni extrémy
rezidua
r=f—gq.
Tento krok mize byt narocny, jelikoz téchto lokdlnich extrémua muze byt mnoho, pripadné
funkce rezidua nemusi byt na (a, b) diferencovatelna.

Nyni se ptejme, jak budeme realizovat prvni krok Remezova algoritmu. Napovi nam
nasledujici dusledek Véty [4.3]

Dusledek 4.1. Bud

o {ygj }?:1 systém. spojitych funkci na {(a,b) spliujici Haarovu podminku,

o feC({a,b)) aprorimovand funkce,

e (n+1) wuzli v{a,b), pro které plati a < zg < x1 < --- <z, < b (tzv. reference).
Pak koeficienty c1,ca, . .., ¢, minimalizujict

jnax ()|

<

ziskame jako Teseni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmijch:

¢j(gj(@i) = (=1)'gj(0)) = f(x:) = (1) f(zo), i =1,2,...,n. (29)

M-

1

J
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n
Dukaz. Oznacme q = Y c¢;g;. Aplikujeme Vétu s X ={xo,z1,...,Zn}:
j=1

f(@iv1) = q(@ip1) = —(f (i) — q(2:)), i=0,1,...,n—1,

tedy ‘
f(z5) — q(z;) = (_1)Z(f($0) - Q(l‘o))a 1=12,...,n.
Odtud . .
f(l‘l) - chgj(l'i) = (_1)Z(f(l'0) - chgj(:EO))’ 1=1,2,...,n,
j=1 j=1
a proto

Pred popisem Remezova algoritmu si jesté uvedme dvé jednoduché pozorovani.

Pozorovani 4.1. Predpoklidejme, Ze jsou splnény predpoklady Disledku [{.1. Pomoci
koeficientu c1,co, ..., cn, které 7esi danou SLR , definujeme reziduum

rw) = F@) =3 erg5(e).
j=1

Ze zobecnéné Cebysevovy véty o alternaci vime (aplikujeme s X = {xo,z1,...,7,}), Ze
r(xiy1) = —r(z;) =M, i=0,1,...,n — 1,

kdy M = |r(x;)| = konst. proi =0,1,...,n. Vsimneme si tedy, Ze r alternuje ve znaménku
na X. Z Darbouzrovy vlastnosti spojité funkce plyne, Ze funkce r md v kaZdém intervalu
(ziyxiy1), 1=0,1,...,n—1, koren.

Hledanim kofent rezidua v intervalu (z;, ;1) fesime druhy krok Remezova algoritmu,
ktery si blize popiseme pozdéji v této kapitole.

Pozorovani 4.2. Necht jsou opét splnény predpoklady Disledku[{.1 Navic oznacme:
e g* je nejlepsi aproxzimace funkce f z Q = Lin{g1,92,...,9n},
n
e q= ) cjgj, kdeci,ca,...,cp Tesi SLR (29)).
i=1

Zvolme nyni y € (a,b) takové, ze |r(y)| = In<a>l<7> |r(z)|. Lze ukdzat (viz napriklad [5]), Ze
z€{a,

If = dlloc < N1f = ¢"lloo + 0, kde & = |r(y)| = |r(xo)].

Tuto nerovnost pouzijeme jako ukoncovaci kritérium Remezova algoritmu. JelikoZ tedy
0<|If —dllc = If = ¢*lloc < 0, tak ukoncime iterovdni algoritmu v momenté, kdy je &
,dostatecné malé“ (tj. vime, Ze nase vypoctend aproximace q je ,blizko* nejlepsi aproximace
q).
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Remeztv algoritmus

Vstup:

e interval (a,b)

e feC({ab))

e systém funkei {g; "_1 spojitych na (a, b) spliujici Haarovu podminku
e pocatecni reference: a < xpg < x1 < - < xp <b

e konstanta ¢ > 0 pro ukoncujici podminku

e proménnd k € N, kterd urcuje pocet iteraci (vstupuje jako k = 1)

Krok 1 (Nalezeni k-té aproximace)
e vyresime SLR (29)) a ziskdme koeficienty ¢y, co, . .., ¢, minimalizujici vyraz

i=0,1,...n

max | f(z;) — f:l cjgj (i)
=

n
e definujeme reziduum r = f — 3 ¢;jg; s vySe uvedenymi koeficienty

J=1
C1,C2,...,Cp
Ukoncujici podminka
e najdeme y € (a,b) takové, ze |r(y)| = max |r(x)]

z€{a,b)

e ukoncime iterac¢ni proces, pokud

()] = Ir(zo) <4,

jinak pokracujeme krokem 2

Krok 2 (Nalezeni kofent rezidua)
e =a, Zpy1 =0
e najdeme kofen z; rezidua r v intervalu (x;—1,x;), i = 1,2,...,n (viz Pozorovani

i)

Krok 3 (Nalezeni nové reference)
o o, =sgn(r(z;))
e prokazdéi=0,1,...,n najdeme y; € (z;, zi+1) tak, ze v y; nabyva o;r(y) lokalniho
maxima a
oir(yi) > oir(z;)

e referenci {xg, z1,...,2,} nahradime referenci {yo,y1,...,yn}

Krok 4 (Mozné doplnéni nové reference o bod y)
Pro tcely otestovani ukoncovaci podminky mame vypocteno

y € (a,b) takové, ze |r(y)| = max |r(z)|.
z€(a,b)
e Pokud |r(y)] = max |r(y;)|, prejdeme na krok 1 s referenénimi uzly definovanymi
i

v kroku 3.
e Pokud |r(y)] > max |r(y;)|, zafadime y do referen¢ni mnoziny {yo,y1,...,Yn}
1= n

=U,1,...,

shyens

(na spravné misto). Nyni musime jeden z uzli y; odebrat tak, aby reziduum r stéle
alternovalo ve znaménku na vysledné referenéni mnoziné. Takto upravend mnozina je
novou referen¢ni mnozinou a pokracujeme krokem 1.

o k=k+1
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Poznamky

1) V druhé odréazce kroku 1 funkce znj ¢jgj predstavuje aproximaci vypoctenou v k-té
i=1

iteraci, dalsi kroky ovliviiuji uz pouze j(k + 1)-ni iteraci.

2)  Krok 3 implementujeme pomoci fminbnd(), tj. funkce zabudované v Matlabu pro

nalezeni lokélntho minima dané funkce na intervalu. Namisto o;r budeme na (z;, z;4+1) mini-

malizovat —o;r. Pokud fminbnd() nalezne takové lokalni maximum y;, ze o;r(y;) < oir(x;),

provedeme brute-force hledani maxima o;r(y) na (z;, zi+1). Pokud ani takto nalezeny bod

y; nesplnuje o;r(y;) > oyr(x;), pak y; = x;. Navic, pokud jsme na koncovych intervalech

(20,21) @ (2n, 2n+1) (20 = a & 2,41 = b nejsou obecné koteny rezidua):

e oir(y) <oir(a) =y = a,

b Unr(yn) < Unr(b) = Yn = .

3)  Strategie pro krok 4: Vime, Ze reziduum r alternuje ve znaménku na referenci

Yo < y1 < -+ < yn. Do této reference chceme zaclenit bod y € (a,b) takovy, ze

r(y)| = max [r(z)].
z€(a,b)
Zaclenme tedy y na spravné misto. Nyni musime néjaké y; odstranit, aby reziduum r stéle
alternovalo ve znaménku na vysledné referenci. RozliSujeme 3 pripady:

Piipad 1: Yo <Y < Yn

V prvnim ptipadé se bod y nachazi nékde mezi koncovymi body reference. V tomto pripadé
se rozhodujeme, ktery z vedlejsich uzlu od y odstranime, tj. zda odstranime prvni bod
nalevo nebo prvni bod napravo od y. Tyto body si pro nase ticely oznac¢ime jako y; a yit1.
Plati y; < y < y;+1 pro né&jaké ¢ € {0,1,...,n — 1}. Nyni se zaméfime na znaménko r
v téchto trech bodech. Mohou nastat pouze dvé moznosti.

Moznost 1: Reziduum r ma v uzlech y; a y stejné znaménko. Pri této moznosti odstranu-
jeme z puvodni reference bod y; a nahrazujeme ho bodem y. Tato situace je schématicky
zobrazena na obr. Plusy a minusy v koleckach symbolizuji hodnotu znaménka r v uzlech
Yi, Yis1 & Y, které jsou oznaceny hvézdickami. Cervena hvézdicka oznacuje uzel, ktery bude
nahrazen novym uzlem y.

Moznost 2: Reziduum r mé v uzlech y; a y rizné znaménko. Kdyz nastane tato moznost,
tak v ptuvodni referenci nahrazujeme bod y; 11 novym uzlem y. Situace je opét schématicky
zobrazena na obr. [[4l

000
cJo¥e
! O i

Yo Yi Y Vit Yn

Obrazek 13: Schéma zobrazujici 1. pripad a jeho 1. moznost

cJoJo
©@00
| ot |

Yo Yi Y Yi+1 Yn

Obrazek 14: Schéma zobrazujici 1. pripad a jeho 2. moznost
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Ptipad 2: a<y<yo

V druhém piipadé se bod y nachdzi v polouzavieném intervalu (a,yo). V tomto pfipadé
se rozhodujeme, zda odstranime z puvodni reference uzel yg nebo y,. Zamérime se na
znaménka rezidua r v bodech y a yy. Tak jako v prvnim pripadé, i zde mohou nastat pouze
dvé moznosti.

Moznost 1: Reziduum r ma v uzlech y a yo stejné znaménko. Pokud nastane tato moznost,
odstranujeme z puvodni reference bod ¥y a nahrazujeme ho bodem y.
Moznost 2: Reziduum r ma v uzlech y a yo rizné znaménko. Pfi této moznosti priddvame
do reference bod y a odebirdme bod y,.

Schémata k jednotlivym moznostem druhého pfipadu najdeme na obr. [I5] a obr. [I6]
Hvézdicky zna¢i body v, yo a yn. Cervena hvézdicka symbolizuje uzel, ktery se po p¥idani
uzlu y z reference vypusti.

00

©OJC,
- -
a vy Yo Yn

Obrazek 15: Schéma zobrazujici 2. pripad a jeho 1. moznost

®©0O

©JO,

P 4
a vy y Yn

Obrazek 16: Schéma zobrazujici 2. pripad a jeho 2. moznost

Pripad 3: Yn <y < b

V tfetim pripadé se bod y nachézi v polouzavieném intervalu (y,,b). V poslednim piipadé
odstranujeme z ptivodni reference bod yg nebo y,. Po odstranéni uzlu opét priddvame do
reference uzel y. V tomto pripadé nas zajimaji znaménka rezidua r u uzli y a y,. Tak jako
v predeslych pripadech, i zde mohou vzniknout pouze dvé moznosti.

Moznost 1: Reziduum r mé v uzlech y a y, stejné znaménko. Potom odebirdme z re-
ference bod ¥, a nasledné priddme bod y.
Moznost 2: Reziduum r mé v uzlech y a y, rizné znaménko. V této situaci odstranime
z reference bod gy a pridavame bod y.

Na obr. [I7)a obr. [I§ pak mizeme vidét schémata k tfetimu piipadu pro moznosti, které
muzou nastat. Hvézdicky opét symbolizuji uzly vy, yo a y,. Uzel, ktery je oznacen Cervenou
hvézdickou, bude v referenci vypustén.

00

©6
+ ot
Yo Yn ¥ b

Obrazek 17: Schéma zobrazujici 3. pripad a jeho 1. moznost
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Yn Y b

Obrazek 18: Schéma zobrazujici 3. pripad a jeho 2. moznost
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5 Numerické experimenty

Veskera implementace byla provedena v programu MATLAB.

5.1 Cislo podminénosti Vandermondovy matice

V kapitole [2] jsme se seznamili s polynomidlni interpolaci. Jako prvni pripad interpolace
jsme si uvedli interpolaci pomoci Vandermondovy matice V. Tento naivni ptistup se jevi
jako dost neefektivni z divodu vysokého ¢isla podminénosti matice V. S pribyvajicim
stupném polynomu vyrazné vzrustéd ¢islo podminénosti (V). Rist tohoto ¢isla v zavislosti
na stupni polynomu muzeme sledovat v nasledujici tabulce. Obr. [19 pak ukazuje zvySovani
hodnoty ¢isla podminénosti Vandermondovy matice. Vodorovné osa v grafu predstavuje
stupen polynomu n = 0,1, ...,15. Svisld osa pak zobrazuje hodnotu (V') pro polynomy
daného stupné n.

Stupen polynomu ‘ 1 2 3 6 10 15 21 28
k(V) |1 32 8 1898 14-10" 33-10° 25-10° 6,1-10"

107

0 5 10 15
Obrazek 19: Rust ¢isla podminénosti £(V') v zdvislosti na stupni n aproximacéniho polynomu
v logaritmickém méritku

5.2 Experimenty pro Lagrangeovu a CebySevovu interpolaci

V této kapitole si vykreslime dva zpusoby interpolaci na dvou nize zadanych funkcich.
Nejdrive nalezneme pro dany pocet interpolacnich bodu Lagrangeuv interpola¢ni polynom
pifslusného stupné na ekvidistanti siti a na siti dané CebySevovymi uzly. Nésledné vykres-
lime pro zadané funkce aproximaci CebySevovymi polynomy. Polynomy vytvofené touto
metodou budou stejného stupné jako polynomy ziskané Lagrangeovou interpolaci. Nakonec
porovname grafy zobrazujici nejvétsi absolutni chyby téchto interpolaci.

Méjme funkce f a g dané predpisy

f(x) = e"sin(mz) cos(mx), x € (—1,1),
1
)= ——,
9@ = 1355
V nésledujicich grafech jsou ¢erné vykresleny ptivodni funkce a interpola¢ni polynomy
pak cervené. Hvézdicky predstavuji interpolac¢ni uzly, modra kolecka znazornuji priseciky
puvodni funkce s interpola¢nim polynomem.

x € (—1,1) (kdlovand Rungeova funkce).
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(&) n=5 (b) n =10

Obréazek 20: Lagrangeova interpolace na uniformnim déleni intervalu funkce f

02 S 05 S S
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) n=>5 (b) n=10
Obrazek 21: Lagrangeova interpolace na uniformnim déleni intervalu funkce g
0.8 0.8

I . . . 12 I . .

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

(a) n=>5 (b) n =10

Obrazek 22: Lagrangeova interpolace na CebySevovych uzlech funkce f
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(a)m=5 (b) n=10

Obrézek 23: Lagrangeova interpolace na CebySevovych uzlech funkce ¢

0.8

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 0.8 1

(a) n=>5

Obrizek 24: Cebysevova aproximace funkce f

-0.2 0 0.2

(a)n:5 (b)nle

Obrazek 25: CebySevova aproximace funkce g
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U funkce f vypadaji vSechny druhy interpolaci dobfe. Muzeme pozorovat, ze kvalita
interpolace se zlepsila, kdyz jsme zvysili stupen polynomu z 5 na 10. U funkce g miuzeme
pozorovat, ze Lagrangeova interpolace v ekvidistantni siti nedosahuje stejnych kvalit jako
zbyvajici druhy interpolaci. U polynomu 10. stupné (viz obr. pak miZzeme sledovat
Rungetiv jev, ktery se projevuje na koncovych oblastech intervalu. Rungetv jev vznika
pri polynomidlni interpolaci v ekvidistantni siti uzld. Pri¢inou je, ze hodnota derivaci
interpolované funkce n-tého fadu rychle roste se zvysujicim se n. Od urcitého n pak
bude hodnota || f"*1 || vidy vyrazné vyssi nez hodnota (n + 1)!, coz zpiisobi, Ze nejvétsi
absolutni chyba nebude konvergovat k nule, ale naopak se zac¢ne rychle zvysovat. Vypocitané
hodnoty derivaci u Rungeovy funkce mizeme pripadné najit v [2] na str. 21.

Nyni si vykreslime grafy, které budou znazornovat chybu jednotlivych interpolaci funkci
f a g. Vodorovna osa v grafu predstavuje stupen interpolacniho polynomu. Hodnotu stupné
polynomu volime n = 1,2, ...,20. Pocet uzli je tedy pro dany stupen n polynomu roven
n + 1. Svisla osa pak predstavuje nejvétsi absolutni chybu, ktera je dana pomoci

n _h )
U () — h(z)]

kde h je dand interpolovana funkce (v nasem piipadé zadana funkce f nebo g).

102

102
101 L

100,
10-6,

108 . . . . . . \ \ \ 1071

Obrazek 26: Chyba pro Lagrangeovu interpolaci na uniformnim déleni intervalu
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Obrézek 27: Chyba pro Lagrangeovu interpolaci v Cebysevovych uzlech
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108 F

10710
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obréazek 28: Chyba pro Cebysevovu aproximaci

U grafti chyb si mizeme vSimnout, ze pro funkci f jsou vSechny tii zplisoby interpolaci
dobré, protoze chyby konverguji k nule. Dale pozorujeme, ze Lagrangeova interpolace na
ekvidistatni siti bodt ma témeér vzdy vyssi chybu nez zbyvajici zptsoby. U Rungeovy funkce
se Lagrangeova interpolace v ekvidistantni siti nevypldci, protoze chyba nekonverguje
k nule. U zbyvyjicich ptipadi ndm chyba opét konverguje k nule, a proto mtizeme Fict, ze
jsou tyto interpolace dobré. Je ziejmé, Ze obr. 22 a[24] jsou totozné, stejné jako obr. 23] a
a obr. [27] a Vyplyva to z jednoznacnosti interpolaéniho polynomu (viz Vétu [3.1)).

5.3 Experimenty pro Remezlv algoritmus

V této kapitole budeme vytvaret experimenty pro Remezuv algoritmus, ktery jsme si
naprogramovali v programu MATLAB (viz apendix . V celé kapitole pouzivame sys-
tém {1,z,22,...,2"} (proménnd n znaéi stupeni polynomialni aproximace), ktery spliuje
Haarovu podminku . Déle pro metodu brute-force volime 10000 bodu. V néasledujicich
experimentech jsme se ¢asto inspirovali praci [4].
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5.3.1 Srovnani Remezova algoritmu s analytickymi vysledky

Nejdrive srovname nejlepsi linedrni aproximace ziskané Remezovym algoritmem s linearnimi
nejlepsimi aproximacemi vypoctenymi analyticky. Experiment provadime pro t¥i funkce:
sin(37x),e” a \/z na intervalu (0,1), jak lze vidét v tabulce niZe. Proménnd k oznacuje
pocet iteraci Remezova algoritmu. Polynom p’ je nejlepsi linedrni aproximace ziskana
Remezovym algoritmem a polynom p¢ je analyticky vypocitand nejlepsi linedrni stejnomérna
aproximace. Zdroj pak uvadi misto, odkud Cerpame analyticky vypocet. Inicidlni referenci
jsme volili pro vsechny tii funkce uniformné.

V prvnich dvou pfipadech jsou hodnoty || f — il & ||f — P¢||co zcela totozné pro
dvanéct desetinnych mist. U tfeti funkce vznikl rozdil u téchto hodnot, ale je velmi nepatrny.
Muzeme tedy Tict, ze v téchto piipadech je kvalita nasi implementace Remezova algoritmu
ve srovnani s analyticky vypoctenou nejlepsi stejnomérnou aproximaci vynikajici. Grafy
pod tabulkou (viz obr. zobrazuji funkce rezidui. Hvézdicky symbolizuji body, kde
absolutni hodnota rezidua nabyva maximalni hodnoty. Modra kolecka pak znac¢i hodnotu
reziduua v danych bodech, tj. vzdalenost mezi hvézdickou a modrym koleckem na stejné
x-ové souradnici predstavuje hodnotu || f — pl||co-

| f(@) k ILf = pilloo Ilf — p¢lloo zdroj \
sin(3rz) 2 0,105256831176 0,105256831176 [6], str. 76
e” 2 0,105933416258 0,105933416258  [4], str. 16, pt. 3
Nz 2 0,124999999944 0,125 Piiklad
0.15 T T T T T T T T T 0.15

0.1053 0.1059

0.05 0.05

0%

0%

-0.05 -0.05

-0.1053 -0.1059
015 e 015 e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(a) Reziduum sin(37z) — p(z) (b) Reziduum €* — p (x)

Obrazek 29: Funkce rezidui na intervalu (0, 1)

38



0.15

0.125

0.05

0%

-0.05

-0.125

-0.15
0

(¢) Reziduum /z — p%(z)

Obrazek 29: Funkce rezidui na intervalu (0, 1)

5.3.2 Chovani Remezova algoritmu pro zvysujici se stupen aproximacniho
polynomu

Pro nasledujici numericky experiment jsme si vybrali funkci
f(z) = e” cos(4rx) sin(rz), =z € (0,1).

Pocéatecni reference byla zvolend uniformné. S nasi implementaci Remezova algoritmu jsme
ziskali aproximacni polynomy p. stupné n = 1,2,...,18 v intervalu (0, 1). V tabulce nize
mame opét zapsany pocet iteraci Remezova algoritmu. Pro polynomialni aproximace stupni
n =1,2,...,13 byl algoritmus zastaven pro § = 107°. Pro stupeii n = 14 jsme pouzili
jako ukoncovaci podminku ¢ = 107, U stupnti n = 15 a n = 16 byla ukoncujici podminka
zvolena jako 6 = 10~7. Zbyvajici stupné pak pouzivaji podminku zvolenou § = 1075.

’ n I|f — pslloo kln I|f — pslloo k ‘
1 1,447353590178816 310 2,4120189680773-10"2 5
2 1,344953656199910 4|11  1,2157227816527-10"2 5
3 1,287991029661326 3112 3,209394605699 - 103 5
4 0,984090480830460 5113 1,101413521487 - 1073 5
5 0,939110805629159 3|14 3,036285177537845-10~* 5
6 0,421470766362252 4 |15 7,041831581400260 - 10~ 6
7 0,393031382928451 416 2,121731103332802-10~° 5
8 0,124339481980745 5|17 3,309174955258565 - 10~¢ 6
9 8,8971218124033-102 5 | 18 1,133916152820658-10° 6

Grafy polynomialnich aproximaci stupné n = 1,2,...,6 si pak miizeme prohlédnout

v obr. Cernou barvou je vykreslend funkce f, ¢ervenou pak aproximace daného stupné
vytvorend Remezovym algoritmem. Svislé prerusované ¢ary pak oznacuji maximalni velikost
rezidui |7pqez|- Modra kolecka pak hodnoty aproximace ¢i funkce ve vysledné referenci,
a zaroven se jedna o krajni body usecek, které vyjadiuji vzdalenost rezidui.
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(e)n=5 f)n=6

Obrazek 30: Nejlepsi polynomidlni aproximace na funkci f(x) = e® cos(4nz) sin(mx) na
intervalu (0, 1)

5.3.3 Nejlepsi polynomialni aproximace 3. stupné pro vybrané funkce

V dalsim experimentu aplikujeme Remeziv algoritmus na Sest vybranych funkci, abychom
ziskali aproximacni polynom tfetiho stupné na intervalu (0,1). V tabulce nize pak srov-
navame aproximaci p} ziskanou pomoci Remezova algoritmu (vstupni reference zvolena
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pomoci CebySevovych uzlil) s Lagrangeovou interpolaci v Cebysevovych uzlech p’ a aproxi-
maci p ziskanou pomoci Remezova algoritmu po 1. iteraci, kde vstupni reference je rovna
Cebysevovym uzlim v (0, 1). Pro ukoncujici podminku volime konstantu ¢ = 10~

| f(z) 1f = p Nl 1S = pollo [
cos(2mz)e” 0,649081562484740  0,812537929854424  0,504551055557766
2z —1]+1 0,270498047727298  0,163719218383164 0,125000000000000
tg (2ra)e % |z — 1| 0,019914308741658 0,019975761455811 0,012132081717964

in (Tl 1
sm(2x 2)

0,219855433778437

0,136985493728641

0,103005200089895

logy (1,005 — x)

2,482016347671515

2,239172174714533

0,893358670386677

1 1

T —

[

0,016326984706599

0,019078356970635

0,013539969092923

Mizeme pozorovat, ze nase implementace Remezova algoritmu je pro ziskani polynomi-
alnich aproximaci u vSech vybranych funkeci, co se tyce kvality, vyhodnéjsi nez Lagrangeova
interpolace v Cebysevovych uzlech. Pomoci tfetiho a ¢tvrtého sloupecku tabulky srovhame,
jak Remeziiv algoritmus vylepsi pocatecni aproximaci. Pocet iteraci Remezova algoritmu
byl pro prvni ¢tyti funkce roven 3, pro 5. funkci byly provedeny 4 iterace a pro 6. funkci byly
provedeny 2 iterace. Na obr. pak miZzeme pozorovat jednotlivé funkce a polynomialni
aproximace tietiho stupné k nim vytvoiené. Cernou barvou je opét oznacené funkce, Gerve-
nou pak polynomidlni aproximace. Prerusované ¢ary znovu zobrazuji maximalni velikost
rezidul |7pqz|-

4

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) cos(2mx)e® (b) — |2z — 1] +1

Obrazek 31: Nejlepsi polynomidlni aproximace 3. stupné pro riizné zadané funkce
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0.06 - b
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(e) log, (1,005 — ) () |z — 3] |z — 3| |z — 3
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Obréazek 31: Nejlepsi polynomidlni aproximace 3. stupné pro ruzné zadané funkce

5.3.4 Srovnini Remezova algoritmu s Lagrangeovou interpolaci v CebySevo-
vych uzlech

Pro tento experiment uvazujme dvé funkce

2 1
f(z) =sin(2rz)e” a g(x) =tg (57T£U> e 2 | — 5 T€ (0,1).
Pomoci Remezova algoritmu ziskdme aproximacni polynomy p’ stupné n = 1,2,...,15

v intervalu (0, 1) a déle vytvoifme Lagrangeovy polynomy p’ v CebySevovych uzlech pro
stejné stupné na stejném intervalu. U Remezova algoritmu jsme volili vstupni referenci
jako Cebysevovy uzly. Hodnotu ¢ pro ukonéujici podminku jsme volili podobné jako
v kapitole Z pocétku je 6 = 1074 a postupné hodnotu § zmensujeme tak, aby byla
o dva Fady mensi nez hodnota chyby. V grafech na obr. 2] potom srovndvame chyby
Remezova algoritmu (modie) s Lagrangeovou interpolaci v Cebysevovych uzlech (éervend)
pro dané polynomy stupné n.
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Obrazek 32: Srovnani chyby pro Lagrangeovu interpolaci v CebySevovych uzlech s nejlepsi

polynomidlni aproximaci
Vidime, ze prestoze Remeztv algoritmus piiblizné pocita nejlepsi stejnomérnou apro-

ximaci dané funkce, pomérné dobie funguje i (Lagrangeova) interpolace v CebySevovych

uzlech.
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6 Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo seznamit se s tilohou nalezeni nejlepsi polynomidlni
aproximace. Nejdrive jsme si uvedli zptusob nalezeni polynomidlni aproximace pomoci
polynomiélni interpolace. Tento zpusob vSak obecné neminimalizuje chybu ve vSech bo-
dech intervalu. Ve 3. kapitole jsme si dokazali, ze vybér uzli je pro kvalitu interpolace
obecny interval (a, b) pak stejné uzly vhodné posunuté a naskdlované). Dulezitost vybéru
uzlii lze napiiklad sledovat u interpolovani Rungeovy funkce (viz kapitolu [5.2). V pri-
padé ekvidistantni sité uzlt vyrazné roste chyba interpolace se zvysujicim se stupném
polynomu. Obecné nelze presné vytesit ilohu nejlepsi aproximace. Reseni najdeme pouze
priblizné naptriklad pomoci Remezova algoritmu. Tento algoritmus se ndm povedlo naim-
plementovat v programu MATLAB. Nejdiive jsme provedli experiment, ve kterém jsme
srovnali analytické vysledky s Remezovym algoritmem. Ukézalo se, Ze médme algoritmus
naimplementovany spravné, protoze se nam vysledky shoduji. V dalsich experimentech
jsme si ukazali, ze se zvySujicim se stupném aproximacniho polynomu se snizuje vyslednéd
chyba. Nakonec jsme provedli experimenty, které porovnavaly chybu Remezova algoritmu
s Lagrangeovou interpolaci v CebySevovych uzlech. Na nami vybrangch funkeich se ukézalo,
7e je aproximace pomoci Remezova algoritmu kvalitnéjsi nez Lagrangeova interpolace v Ce-
bysevovych uzlech. U nékterych funkci stacil dokonce pouze jeden iteracni krok algoritmu
k tomu, aby byla vysledna aproximace lepsi.

Kv1li rozsahu préace jsme se jiz nevénovali nékterym témattum, které by mohly byt také
soucasti této prace. Jelikoz obecné je polynomialni interpolace polynomy vysokych stupnt
neefektivni, nabiz{ se polynomidlni interpolace po ¢astech s vyuzitim tzv. splina (vice
napiiklad v [142]). Pfi pouziti Remezova algoritmu jsme pouzivali systém funkei spojitych
na intervalu (a, b), ktery spliuje tzv. Haarovu podminku. V celé préci jsme se zabyvali
systémem, ktery je vytvoren pomoci monomiala. Priklady dalsich systému, které bychom
mohli v praci zahrnout, nalezneme napiiklad v [4] na str. 30. Ze se jednd o spravné volené
systémy je pak dale dokdzano v [7] na str. 297. Lloyd Nicholas Trefethen a jeho kolegové
z Oxfordské univerzity vytvorili bali¢ek funkei Chebfun (k nalezeni na strénce https:
//www.chebfun.org/) do programu Matlab. Chebfun obsahuje rizné metody, které se
zabyvaji feSenim polynomialni aproximace. V praci bychom mohli porovnat chybu nejlepesi
polynomidlni aproximace vytvorenou pomoci nasi implementace Remezova algoritmu
a metodou z balicku Chebfun. Vice o bali¢ku lze dale nalézt v knize [§].
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A Kbéd Remezova algoritmu v Matlabu

V této kapitole si popiSeme Remezuv algoritmus vytvoreny v programu Matlab. Algoritmus
spustime pomoci funkce Remez.m. Zadame ji funkci a interval, ve kterém bude program
zadanou funkci aproximovat, dale systém spojitych funkeci na intervalu splnujici Haarovu
podminku, poc¢atecni referenci a hodnotu delta, ktera bude slouzit jako ukoncujici pod-
minka. Néasledujicich Sest funkci ndm potom vytvori vsechno potiebné k tomu, aby mohla
funkce Remez.m vratit vytvorenou aproximaci, vypocitanou normu, pocet celkovych
iteraci a vektor nové reference, ktery obsahuje body, ve kterych je maximaln{ odchylka mezi
funkci a aproximaci. Nasledujici kody funkci jsou sefazeny tak, jak jsou postupné spoustény.

Spoustéci funkce Remez.m

function [Approx, Norm, Iterations, NewRef] = Remez(a, b, f,
Haar, reference , delta)

Condition = delta + 1;
Iterations = 0;

9KROK 1 + ukoncujici podminka :
while Condition > delta
[Condition, Residue, Approx, positionOfResidueMax, NewRef] =
RemezAlgorithm (a, b, f, Haar, reference);
reference = NewRef;
Iterations = Iterations + 1;
end

Norm = abs(Residue (positionOfResidueMax) ) ;
end

Spousténi algoritmu RemezAlgorithm.m

function [Condition, Residue, Approx, positionOfResidueMax ,
NewRef] = RemezAlgorithm(a, b, f, Haar, reference)

YKROK 1:

SLR = solutionOfSLR (f, Haar, reference);

Approx = @(x) Haar(x)=*SLR;
Residue = @Q(x) f(x) — Approx(x);

[ResidueMax , positionOfResidueMax]| = bruteForce(a, b, @Q(x) abs(
Residue(x)));

Condition = abs(ResidueMax — abs(Residue(reference(1))));

degree = length (reference) — 1;

YKROK 2:

rRoots = residueRoots(Residue, reference, degree, a, b);

YKROK 3:

NewRef = newReference(a, b, degree, rRoots, reference, Residue,
positionOfResidueMax ) ;

end
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Vyteseni SLR  solutionOfSLR.m

function SLR = solutionOfSLR (f, Haar,

degree = length (reference) — 1;

vector2 = Haar(reference(1));
vector3d = f(reference(1));
¢ = zeros(1,degree);

A = zeros(degree);

for i = 1:degree

c(i) = f(reference(i + 1)) — power(—1,i)*vector3;
A(i,:) = Haar(reference(i + 1)) — power(—1,i)*vector2;

end

SLR = A\c’;

end

reference)

Hledani maxima funkce pomoci brute-force bruteForce.m

function [value, positionOfValue| = bruteForce(a,b,f)

xx = linspace(a,b,10000) ’;

[value , position] = max(f(xx));
positionOfValue = xx(position);
end

Nalezeni korenu rezidua residueRoots.m

function rRoots = residueRoots(residue, reference, degree, a, b)
rRoots = zeros(1,degree + 2);

for i = 2:(degree + 1)
rRoots (i) = fzero(residue ,[reference(i — 1) reference(i)]);
end

rRoots (1) = a;
rRoots(degree + 2) = b;
end

Vytvoreni nové reference uzli newReference.m

function NewRef = newReference(a, b, degree, rRoots, reference,
Residue, positionOfResidueMax)

NewRef = zeros(1,degree + 1);
for i = 1:(degree + 1)
sigma = sign (Residue(reference(i)));

NewRef(i) = fmaxsigmar (sigma, Residue, rRoots(i), rRoots(i +
1), reference(i), a, b);

46



s end
s JKROK 4:
10 maxR = max(abs(Residue (NewRef’)));

11

12 if abs(Residue (positionOfResidueMax)) > maxR

13 if positionOfResidueMax < NewRef(1)
14 if sign(Residue(positionOfResidueMax)) ~= sign (Residue(
NewRef(1)))
15 NewRef (2: degree+1) = NewRef(1:degree);
16 end
17 NewRef (1) = positionOfResidueMax ;
18
19 elseif NewRef(degree + 1) < positionOfResidueMax
20 if sign(Residue(positionOfResidueMax)) ~= sign (Residue(
NewRef(degree + 1)))
21 NewRef (1:degree) = NewRef(2:degree + 1);
22 end
23 NewRef(degree + 1) = positionOfResidueMax;
24
25 else
26 for i = 2:degree+1
27 if NewRef(i — 1) < positionOfResidueMax &&
positionOfResidueMax < NewRef(1)
28 if sign (Residue(positionOfResidueMax)) == sign (
Residue (NewRef(i — 1)))
29 NewRef(i — 1) = positionOfResidueMax;
30 else
31 NewRef(i) = positionOfResidueMax;
32 end
33 break
34 end
35 end
36 end
37 end
38
39
10 end

Hledani lokalniho maxima mezi koreny rezidua fmaxsigmar.m

1 function positionOfMaxSigma = fmaxsigmar (sigma, Residue, lb, ub,
xi, a, b)

2

3 f =@(x) (—1)«sigmaxResidue(x);

4+ positionOfMaxSigma = fminbnd(f, 1b, ub);

5

6 if sigmaxResidue(xi) > sigma*xResidue(positionOfMaxSigma )

7 [maxSigma , positionOfMaxSigma] = bruteForce(lb, ub, Q(x)(

sigmaxResidue (x)));
end
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if sigmaxResidue(xi) > sigmaxResidue(positionOfMaxSigma )
positionOfMaxSigma = xi;
end

if 1b = a && sigmaxResidue(a) > sigmaxResidue(
positionOfMaxSigma)
positionOfMaxSigma = a;

end

if ub = b && sigmaxResidue(b) > sigmaxResidue(
positionOfMaxSigma)
positionOfMaxSigma = b;

end

end
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