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Abstrakt

Tato diplomova prace je zamérena na Mortar metodu a metodu Internodes pro linearni eliptické
okrajové tulohy ve 2D. Tyto metody se pouzivaji pro lepeni nekonformnich diskretizac¢nich siti
v metodach rozlozeni oblasti. Pochopenim a praktickou implementaci téchto metod muzeme
rozsitit funkcionalitu stdavajicich metod, které pouzivaji ,pékné* konformni sité. Obé metody
jsou zde popsany teoreticky i prakticky. Nakonec porovname a zhodnotime klicové vlastnosti

obou metod.

Klicova slova: Mortar metoda, Internodes, nesouhlasné sité, nekonformni sité, metody rozlozeni
oblasti

Abstract

This diploma thesis is focused on Mortar method and Internodes for linear elliptic boundary
problems in 2D. These methods are used for nonconforming domain coupling in domain decom-
position methods. After learning and implementing these methods, we can extend functionality
of existing methods for nonconforming cases. We will also review and compare each of these
methods at the end of this thesis.

Keywords: Mortar element method, Internodes, non-matching grids, non-conforming discretiza-

tion, domain decomposition methods
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1 Uvod

Prvnim krokem feseni kazdého problému matematické fyziky je vytvorit adekvatni matematicky
model. Ten miize byt vice ¢i méné dokonalym popisem daného jevu. Obvykle se zac¢ina s jed-
nodussim modelem, ktery nékteré jevy zanedbava. Poté co se tento jednoduchy model nauc¢ime
resit postupujeme k modeltm, které jsou schopny zachytit slozitéjsi jevy. Typickym prikladem
v mechanice kontinua tuhé faze je Lamého systém linedrni pruznosti, ktery dobte charakterizuje
chovani nékterych materidla za urcitych podminek.

Matematici a inzenyti zkoumaji jednotlivé modely z rtznych pohledii. Matematici se na
model divaji z pohledu kvalitativniho — fesitelnost, jednoznacnost feseni a jeho vlastnosti, napft.
spojitd zavislost FeSeni na vstupnich parametrech. Vyznamnym pfinosem matematiki v této
oblasti je vyuziti prostredku konvexni analyzy pro formulaci tloh a jejich nasledné numerické
reseni. Na druhé strané inzenyii se na model divaji z pohledu spiSe kvantitativniho neboli analyzu
numerickych vysledku pro konkrétni data a tim verifikaci a platnost daného modelu.

Velky pfinosem pro feseni jednotlivych modeli se stala metoda koneénych prvku [18], ktera
umoznila Tesit stale slozitéjsi a rozsahlejsi tlohy, a to nejen v linearni elasticité. V dnesni dobé
se setkavame s tlohami, které maji miliony az miliardy stupnt volnosti a bez paralelniho zpra-
covani a naslednych paralelnich vypocta se u téchto dloh jen tézko obejdeme. Existuje rada
zptisobli a metod, jak dané problémy fesit paralelné. Jeden z nich je pouziti metody na roz-
déleni na podoblasti. Muzeme si vybrat mezi prekryvajici metodou (Schwarzova metoda) nebo
neprekryvajici metodou (metody typu FETI [12]). V této praci jsme se zamérili na neptrekryvajici
metody a to prevazné z duvodu, ze na Katedfe aplikované matematiky se jiz témér dveé deseti-
leti touto metodou zabyvaji a také se ¢lenové katedry podileji na open-sourcovém programovém
baliku PERMON (http://permon.vsb.cz) [16, 17, 26], ktery vyuzivd metodu Total-FETI [9]
pro miliardy stupni volnosti.

PERMON je softwarovy balik, ktery se soustiedi na implementaci optimélnich fesi¢u dloh
kvadratického programovani pro masivné paralelni vypocty. Klicovou tlohou pro testovani algo-
ritmli je numerické feseni kontaktnich tloh linearni elasticity. Nicméné aktudlni stav implemen-
tace obsahuje pouze tlohy diskretizované na souhlasnych sitich, coz je velice omezujici. Zejména
proto, ze v pripadé souhlasnych siti maji jednotlivé objekty v odpovidajici optimalizacni dloze
piflis ,,pékny“ tvar. ReSeni tloh na nekonformnich sitich tedy predstavuje tlohy, kde numerické
chovani paralelnich algoritmu jesté nebylo podrobeno testovani. Nicméné pouze pochopeni cel-
kové problematiky sestavovani objektt v nové odpovidajici tiloze miize vést k odvozeni klicovych
vlastnosti ilohy a naslednou diskuzi nad ziskanymi vysledky. Moznosti, jak tyto omezeni odstra-
nit je pouziti metody Mortart, nebo metody Internodes, které umi resit lohy na nesouhlasnych
sitich a umozni rozsitit funkcionalitu softwaru PERMON na dalsi tiroven.

Puvodné se predpokladalo, Ze se dané metody naprogramuji a vyzkouseji v prostredi MATLAB
pro membrany, a pak se naprogramuji do PERMONu. S vedoucim prace jsme se ale dohodli, ze

implementace do PERMONu se zatim délat nebude a radéji se vyzkousi funkénost téchto metod
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také pro tlohy linearni elasticity, kterou PERMON umi také fesit. Vyslednd implementace do
PERMONu se provede pro membrany i linedrni elasticitu po odevzdani a obhédjeni magisterské

prace.
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2 Formulace dlohy

Na zacatek pripomeneme nékolik pojmu z funkcionalni analyzy, abychom problematice Mortar,

Internodes a varia¢ni formulaci 1épe porozumeéli. Nasledujici pojmy jsou prevzaty z [19].

Definice 1 (Prostor LP) Necht (X,A,u) je prostor s mirou a 1 < p < oo. Prostor LP(X)
obsahuje vsechny tridy ekvivalentnich meritelngch funkci f : X — R takovych, Ze

/ |fIPdp < oo,
X

kde dve méritelné funkce jsou ekvivalentni, pokud se rovnaji skoro vsude na X . Prislusnd norma

ol = ( [ 1P an)

Definice 2 (Soboleviiv prostor) Necht Q C R?, d € N je neprdzdnd oblast. Ddle necht

je definovina takto

k€ {0}UN a1l <p< oo. Poté Soboleviiv prostor WEP(Q) definujeme jako ziplnéni prostoru
C>(Q) vzhledem k normé

1/p

hp = Z /|DO‘ (z)[" dz ,

la| <k

[

kde a je tzv. multiindex a symbol D% oznacuje zobecnénou derivaci podle .

Poznamka 1 Pod oznacenim H* budeme rozumét Soboleviiv prostor W52,

Konkrétné nas bude zajimat Hilbertuv prostor
1 1,2 2 Ou 2 .
HY(Q) = WH(Q) = que L(Q): 5= € L*(Q), i =1,2,...,n ¢,

s prislusnym skalarnim soucinem

(u,v); = /Qu(ac)v(w) dZE—I—/QVU(ZL‘) -Vou(x)de

a indukovanou normou

1/2

/ dQ+/< <3m2 )>2)dx

Abychom mohli mluvit o hodnotédch funkce na hranici oblasti (oznac¢ujeme 0f2), potifebujeme

zavést pojem stopy funkce.
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Véta 1 (O stopach) NechtQ C R? je neprdzdnd omezend oblast s lipschitzovskou hranici. Pak
existuje prdvé jedno spojité linedrni zobrazeni T : WP (Q2) — LP(09)), tak, Ze

Vu e C*(Q) 1 Tu=u,,.

Prvek Tu € LP nazyvame stopou funkce u € whp) [19]. Pokud pro dvé funkce u,v € whp)
plati Tu = Tv fekneme, Ze u a v se rovnaji ve smyslu stop. Rovnost ve smyslu stop budeme
zapisovat © = v na J€2. Pokud méa dand oblast €2 lipschitzovskou hranici, pak tvori stopy funkci
u € H'(Q) prostor stop H/2(0Q), ktery je navic Hilbertiv prostor husty v L2(9Q) [3].

Definice 3 (prostor stop) Necht Q C R je neprazdnd omezend oblast s lipschitzovskou hra-
nici. Prostor HY/2(9Q) = {u=Twv : v € H'(Q)} nazveme prostorem stop prostoru H' ().

Déle v tomto textu budeme uvazovat prostor H Y/ 2(092), ktery budeme chépat jako dudlni

prostor k prostoru stop H1/2(8Q).

2.1 Variaéni formulace

Uvedeme velmi stru¢né variacni formulaci okrajové tlohy. Budeme zde uvazovat linearni elip-
tickou okrajovou tlohu. Specidlnimi pripady této tlohy jsou Laplaceova a Poissonova tloha.

Laplaceova tloha slouzi naptiklad k modelovani vedeni tepla, nebo prihybu membrany.

Necht ) # Q C R? je omezend oblast s lipschitzovskou hranici 99. Céasti hranice, kde budeme
vyzadovat splnéni okrajové podminky oznacime jako O€)p pro ¢ast s Dirichletovou okrajovou
podminkou a 92n pro ¢ast s Neumannovou okrajovou podminkou. Pro celou hranici oblasti plati
0Q = 0Qp U Ny, kde 0Qp a 00y jsou disjunktni ¢asti hranice. Jsou ddny funkce f € L2(€),
p,q € L®(Q), gp € H/2(0Qp) a gy € H-2(00).

=V (p(x)Vu) — g(z)u = f(z) naQ

ou (1)

u=gp(z) nadlp, P(w)% =gn(z) na dQy,

kde nq je jednotkovy vektor vnéjsi norméaly hranice oblasti 0€2. Definujeme néasledujici prostory
funkci
V={ucH(Q):u=0nadQp}, Vp={uec HY(Q):u=gpnadQp}.

Funkce u je slabym Fesenim tlohy (1) plati-li, ze u € Vp a

a(u,v) = f(v) Yo eV, (2)
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kde
a(u,v) = /Q(p(ac)Vqu + q(z)uv) dz

f) :/vadx—i—/émNgN(m)Tvds

Zobrazeni a(u,v) : V x V' — R je bilinearn{ forma a f(v) : V.— R je linedrni funkciondl. Pokud
je a(u,v) symetrickd forma, muZeme slabé feSeni ekvivalentné formulovat jako minimaliza¢ni
ulohu (napf. pomoci Ritzovy metody). Uvazujme energeticky (kvadraticky) funkcionél J(v) =

3a(v,v) — f(v). Pro slabé fesen{ u plati, Ze u € Vp a

u = min J(v). (3)

Obé formulace (2), (3) jsou za uvedenych predpokladi ekvivalentni [2]. Za pfedpokladu, ze
bilinedrni forma a(u,v) je spojitd a koercivni na V' a f(v) je spojity linedrni funkciondl existuje
pravé jedno slabé feseni splnujici (2). Existence a jednoznacnost slabého feseni plyne z Lax-
milgramova lemmatu. Vice o existenci a jednoznacnosti slabého feseni pojednava napriklad [19].
Dale se budeme vénovat pripadu, kdy mame oblast €2 rozlozenou na dvé podoblasti. Postup
bude podobny jako pro pripad jedné oblasti. Pro jednoduchost budeme uvazovat Poissonuv
problém s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou, coz je specidlnim pripadem vyse

popsané okrajové ulohy.

—Au=f na €

4
u=20 na 0 )

Rozdélme oblast £ na dvé neprazdné podoblasti Q; a Q9 tak, ze Q@ = Q1 U Qo, Q1 N Qs = 0.
Poznamenejme, zZe toto déleni je geometricky konformni a plati I'1o = I's; = I'. Pro feSeni na
celé oblasti € je tfeba pridat podminky, které vynuti hladkost feseni na rozhrani I' = Q; N Q.

Uloha pro dvé podoblasti mé tento tvar:

—Auk = fk na Qk, k= {1, 2} (5&)

u=0 na 0% (5b)

up —ug =0 na I’ (5¢)
8’&1 OUQ _

Oznaceni ug chapeme jako restrikci funkce u na € a ny jako jednotkovy vektor vnéjsi normély

k oblasti Q. Podminky (5¢), (5d) zarudi, Ze celkové feseni u véetné derivaci % bude na rozhrani

spojité. Budeme pokracovat slabou formulaci této tlohy. Reseni hleddme v prostoru

Vo = {u € L*(Q) : ulg, € H (), u=0na 9Q}.
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Z pohledu varia¢nich metod staci splnit pouze jednu z podminek na I'. Budeme-li pfredpokladat,
7e u € Vp a splije (5a), (5b), (5c), potom u € HE () a podminka (5d) je splnéna automaticky,
protoze z (5a) plyne Vu € H!(div; Q) [10].

Poznamka 2 Tento Soboleviv prostor se velmi Casto pouziva pri analyze smiSenych metod.

H(div;Q) = {u € HY(Q) : divu € H'(Q)}

Podminku (5¢) zaclenime do Feseni pomoci Lagrangeovych multiplikdtori. Slaba formulace tlohy

(5a), (5b) vEetné rovnostni vazby je potom nésledujici. Najit u € Vy a A € H-Y2(T') tak, ze
a(u,v) +b(v,\) = f(v), Yv eV

b(o,pu) =0,  VYue H YT, ©

kde
2
a(u,v) = kZ::l /Qk Vui Vg dx (7a)
b(v, \) = /F (01 — vp)Ads (7b)
bas ) = [ (= uapads (7c)

2
f@zgéﬁmm (7d)

Nyni se podrobnéji podivame na jednotlivé ¢asti (6). Integral (7a) vyjadiuje slabou formu rovnice
(5a) pres vSechny podoblasti Q. Vyrazy (7b), (7c¢) maji oba vyznam rovnostni podminky (5c¢).
7 definice (3) rozdil u; — ug na rozhrani T’ patii do H'/?(T). Lagrangeovy multiplikdtory X a
1 potom patii do prostoru H~1/2(I"). Otédzka existence, jednoznacénosti a odhadu chyby feseni
sedlobodové (smiSené) dlohy (6) souvisi s Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi podminkou, ktera je

popsana véetné dukazu v publikaci [11].

2.2 Sedlobodova tloha

Sedlobodova tloha je velmi oblibena v inzenyrské praxi a ma rfadu vyhod, které si postupné
popiseme. Uloha je definovéna pro funkcional L(u,v) dvou argumentt. Cilem je najit dvojici
(FeSeni) (&, \) tak, aby hodnota funkciondlu L byla viiéi prvnimu argumentu minimalizovina a

viéi druhému maximalizovdna, neboli

L(Z,\) < L(&,\) < L(z,\) Yz, A

“ 8
L(z,\) = supinf L(z, \). ®)
A xT

Tento typ uloh se vyskytuje u metod rozlozeni oblasti, kde metodu kone¢énych prvka chidpeme

jako minimalizac¢ni tlohu a zaroven pozadujeme splnéni vazebnich podminek pomoci Lagran-
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geovych multiplikdtoru. Méjme tedy minimalizac¢ni tlohu

. 1 T T _ ny . _
min o Ax —b z, Q={xcR": Bx =c}, 9)

kde A € R™*™ je matice tuhosti (obecné matice soustavy, kterou chceme fesit), b € R™ je
vektor pravé strany, B € R"™*™ (n; > ngy) je vazebni matice a ¢ € R" je vektor vazebnich
podminek. Matice B a vektor ¢ obsahuje Dirichletovy podminky na hranici oblasti a podminky
spojitosti na rozhrani podoblasti. Tyto rovnostni podminky jsou vynuceny Lagrangeovymi mul-

tiplikatory. Prislusny Lagrangian a Karush-Kuhn-Tuckerova podminka této tulohy je

1
L(xz,A\) = §:cTA:c — bz +AT(Bx - )
V.L(x,A\)=Az —b+ B A=0 (10)
ViaL(x,A\) = Bx —c=o.

Pro podrobnéjsi informace k (10) odkazujeme na text [23]. Uloha (9) je ekvivalentni se sedlo-

bodovou tilohou (8) [20] a zaroveri ekvivalentni s problémem najit (&, A) € R™ x R™ spliiujici

_ H | m

Nutné a postacujici podminka Fesitelnosti soustavy (11) je nasledujici [20]

A BT
B O

xr

A

ker BT = o,

(12)
ker A Nker B = o.

Primérni formulaci (11) lze prevést na dudlni formulaci, kterd je ¢asto lépe podminénd a ma

vvvvv

blize popiSeme matice v soustavé (11). Matice B obsahuje podminky spojitosti na I'; ; ve slabém

smyslu
/F (ui — uj)gijds =0 Vgi; € L*(Ty ) (13)

i

a Dirichletovu okrajovou podminku na 92
/ uigids = 0 Vg; € L*(9Q N 0Y)
00NN,

[21]. Velice vystiznd publikace shrnujici fakta o sedlobodové (smisené) formulaci je [11].

17



Ted se zamyslime nad podobou sedlobodové tilohy pro obecny pocet podoblasti. Rovnici (11)

rozepiseme takto

A, O O --- BY||w F1

(0 A2 (0] BT us f

K BT|[u| |f 2 2
- «— |0 O A3z -+ Bj| |uz| =|f3 (14)

B O] A c S . : :

B1 B2 Bg (0 A C

Matice A; predstavuje matici tuhosti podoblasti €2;, matice B; jsou matice vazebnich a Dirichle-
tovych okrajovych podminek souvisejici s podoblasti €2;. Blokové diagonalni matice obsahujici
matice tuhosti jednotlivych podoblasti se v literature oznacuje K. Matici B bez indexu budeme

znacit vSechny vazebni matice B;.

Nyni uvedeme konkrétni priklad. Budeme uvazovat pripad pro dvé podoblasti 21, €29. Predpo-
kladejme jednotné c¢islovani uzla diskretizace dekomponované oblasti. Soustava linedrnich rovnic

predstavujici tento pripad je

Ay O Bi||w J1
O A, Bl |ux| =|f,]. (15)
Bl Bg O A C

Jak jsme jiz popsali vyse matice A; jsou matice tuhosti. Protoze pracujeme jen s dvéma podob-
lastmi nemuze dojit ke geometrické nekonformité (vice o nekonformité v nasledujici podkapitole).
Navic budeme predpokladat souhlasné rozhrani mezi podoblastmi. Existuje mnoho zptsobt jak
svazat uzly na rozhrani podoblasti. UkdZeme jeden z nejjednodussich typii vazeb, které mtzeme
pfimo zakomponovat do matic B;. Konkrétné vyjdeme z rovnostni podminky (5¢). Podminku
budeme interpretovat na trovni uzli na rozhrani podoblasti. Oznaéme vektory neznamych !
a u). Potadi prvkii vektorit v obou vektorech je takové, aby na pozici i byly uzly, které si

geometricky odpovidaji. Diky souhlasnym sitim mutzeme primo napsat rovnostni vazbu
ul = ub. (16)

Pridanim (16) do soustavy (15) ndm pfibudou fadky v maticich B, Bs. Jednotlivé pfidané
radky budou nulové vektory, kde na pozici odpovidajici uzlu z ulf vlozime 1 a na pozici odpovi-
dajici uzlu z u} vlozime -1. Toto provedeme pro vSechny uzly na rozhrani. Publikace zabyvajici se
pouzitim ruznych typu vazeb mezi podoblastmi je napt. [13]. VyFeSenim této rozsifené soustavy

ziskame teseni, které je spojité na rozhrani.

18



2.3 Spolec¢na cast

Metoda Mortari spole¢né s Internodes patii mezi metody rozlozeni oblasti (domain decomposi-
tion methods), pfi kterych se oblast na které je uvazovana okrajova tloha rozdéli na N € N
podoblasti. V této praci se omezime pouze na polygonalni oblasti v roviné Q C R2. Pro kazdé
dvé ruzné podoblasti plati, Zze se navzajem neprekryvaji a sjednoceni jejich uzavéru je uzaveér

puvodni oblasti.

Q=

-

ﬁi, QiﬂQj:(b pro 1<i#j<N.

i=1

Toto déleni oblasti mize byt geometricky konformni, nebo nekonformni. Geometricky konformni
déleni je takové, kde pro kazdé dvé podoblasti plati, ze prinik jejich uzavéra je hrana, bod, nebo
prazdna mnozina. V opa¢ném pripadé jde o geometricky nekonformni déleni. Jak jde vidét na
Obrazku 1, geometricky nekonformni déleni na rozdil od konformniho dovoluje mnohem vétsi

volnost volby podoblasti.

0,
Q, Q, Q,

Obrazek 1: Piiklad geometricky konformniho (vlevo) a nekonformniho déleni (vpravo)

Timto rozdélenim vznikne kostra dekompozice, kterd muize byt pozdéji pouzitd na rozdéleni
hran a hledani shodnych vrcholi pro vytvoreni rovnostnich vazeb. Rozhrani I' definujeme jako
mnozinu bodu, které nélezi hranicim alespon dvou podoblasti. Definici mtzeme ekvivalentné
napsat:

n
r'=]Joa;\on.
i=1

Rozhranim mezi dvéma oblastmi 2;, 2; je poté:
Fi,j = ﬁz N Qj.

Po rozdéleni puvodni oblasti na podoblasti budeme pokracovat diskretizaci jednotlivych podob-
lasti. Diskretizace spociva v pokryti oblasti kone¢nymi prvky, v nasem pripadé trojuhelniky.
Jednou z vlastnosti diskretizovanych podoblasti je souhlasnost, nebo nesouhlasnost na rozhrani

dvou siti. Rekneme, Ze dvé sité jsou souhlasné, pokud se na jejich rozhrani uzly obou siti navza-
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jem prekryvaji. V opac¢ném pripadé jde o nesouhlasné sité, viz. Obrazek 2.

Ql Q2 Ql QQ

Obrazek 2: Priklad souhlasnych (vlevo) a nesouhlasnych siti (vpravo)

Uzly na souhlasném rozhrani dvou souhlasnych siti mizeme ,,slepit“ primo rovnostni vazbou

1 2 ) . Sy s s . , . ,
ugl ) = UEZ ), kde ug) predstavuje vektor odpovidajici posunuti na rozhrani oblasti 2;. Rovnostni
vazbu muzeme snadno zakomponovat do feSeni pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru a pohlizet

na problém jako na sedlobodovou tlohu (11), viz. podkapitola 2.2.

Tato price je zamérena na nesouhlasné sité, kde rovnost na rozhrani nelze vytesit takto jedno-
duse. Jednim z ptistupt vypoctu s nesouhlasnymi sitémi je pravé pouziti Mortaru [5, 24, 25, 29],
nebo Internodes [8, 14, 15].

Budeme pokracovat diskretizaci vypocetni oblasti. Cely proces triangularizace a déleni na podob-

lasti mize byt realizovano nékolika zptisoby:
1. Triangularizace celé ptivodni oblasti a nasledné déleni na podoblasti.
2. Déleni na podoblasti a souhlasnd triangularizace na rozhranich (FETI).
3. Déleni na podoblasti a nezavisla triangularizace jednotlivych podoblasti.

Vysledek prvniho a druhého zpiisobu je diskretizace, ktera je souhlasnd na rozhranich mezi
podoblastmi. Tento zptisob zpracovani ale probiha z velké ¢asti sériové. Kvili souhlasné tri-
angularizaci je nutnd komunikace pfi konstrukci siti na rozhrani, to snizuje miru paralelizace
procesu. V tfetim zptsobu lze naopak po rozdéleni na podoblasti triangulovat zcela nezdvisle,
coz je vhodné pro paralelni vypocty. Treti z uvedenych zptisobii je poté asymptoticky nejrych-
lejsi. Dovoluje snadno prizpusobit sit predpoklddanému feseni, nebo lokalné reseni zpresnit. To
miuze byt velmi vyhodné pri vypoctu ¢asové zavislych tloh, kde napriklad nemusi byt mozné

predpovédét vyvoj chovani modelu. Nevyhoda tohoto pfistupu jsou nesouhlasné sité a s tim

vvvvv
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Nesouhlasnost siti spolecné s geometrickou nekonformitou jsou jen nékteré specifické druhy ne-
konformity. Piivlastek nekonformni obecné zastresuje vsechny mozné druhy nekompatibility na

rozhrani v metodach rozlozeni oblasti. Nékteré z typti nekonformity jsou
1. nesouhlasnost konec¢nych prvki na rozhrani,
2. pouziti riaznych kone¢nych prvki (jiné stupné, nebo typy),
3. geometrickd nekonformnost,
4. nepriléhajici geometrie.

Nekonformita siti je ¢astd napt. u kontaktnich problémt, kde se predepisuji podminky nepro-
nikani téles. V této praci se vSak omezime pouze na rovnostni vazby na rozhrani, vhodné pro
metody rozlozeni oblasti. Nicméné i v pripadé kontaktii lze odpovidajici matice nepronikani
sestavit obdobnym zptisobem jako v pripadé lepeni. Na Obréazku 3 vlevo miizeme vidét pouziti
raznych koneénych prvki. Posledni ze zminénych typt nekonformity je zobrazen na Obrazku 3

vpravo, kde diskretizace podoblasti (rozliSené barvami) na sebe geometricky nepfiléhaji.

Obrézek 3: Piiklad pouziti ruznych koneénych prvku (vlevo), neptiléhajici rozhrani (vpravo)

Primarné se budeme zabyvat nesouhlasnymi sitémi a poté geometrickou nekonformitou. Z di-
vodu nesouhlasnych uzli na rozhrani nemuzeme vyzadovat bodovou spojitost. Misto toho mu-
sime zvolit jinou, pokud mozno ekvivalentni podminku na rozhrani podoblasti tak, abychom

dosli ke srovnatelnym vysledktim jako u souhlasnych siti.
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3 Mortar metoda konec¢nych prvki

V této kapitole uvedeme a popiseme metodu Mortari, véetné implementace. Metoda Mortaru
slouzi ke spojeni geometricky nekonformnich i nesouhlasnych siti napr. v metodé konecnych
prvki. Metoda muze navic slouzit ke spojeni riznych fyzikalnich modelt, nebo rtznych druhti
kone¢nych prvku. Ptavodné byla tato metoda poprvé popsana v préci [5] pro spektralni koneéné
prvky. Mortar metoda byla poté pouzita v rtuznych aplikacich, naptriklad na hp konecné prvky
[22], 3D spektralni prvky [1], nebo pro prekryvajici se dekompozice [6]. Jeden z novéjsich pristupt
tzv. ,new mortars“ jsou popsany v [28]. Metoda je stale aktudlnim tématem a stale se ji vénuje

rada praci.

3.1 Popis metody

Nez pristoupime k samotnému jadru metody, musime provést jesté nékolik pripravnych krokt.
Prvnim krokem je rozdéleni hran podoblasti. Abychom byli v této praci konzistentni v oznacovani
hran, zavedeme néasledujici oznaceni. Hrany, pfipadné strany budeme rozliSovat na master (¥idici)
a slave (podrizené). V literatufe vénujici se tématu Mortart (napf. [5, 24]) jsou hrany typu master
oznacovany jako mortar a hrany typu slave nonmortar.

Master hrany budeme oznacovat pismenem ( a slave hrany pismenem <. Na toto déleni
hran budeme klast nasledujici podminku. Pro rozdéleni hran plati, ze pokud je hrana master
resp. slave, tak poté protilehla hrana je slave resp. master. Pravidlo Ize intuitivné aplikovat na
konformni déleni podoblasti, viz. Obrazek 4, kde master hrany jsou zndzornény plnou ¢arou a

slave hrany prerusovanou ¢arou. Pro geometricky nekonformni déleni, postup popiseme. Nejdrive

Q,

N}

G

Q,

G

o

Obrazek 4: Piiklad geometricky konformniho déleni hran

poznamenejme, ze toto déleni hran obecné neni jednoznacné, ale vzdy existuje [24]. Protoze
déleni neni jednoznac¢né, muzeme dojit k nékolika platnym rozdélenim hran. Tento fakt nijak
neovliviiuje teorii Mortari. Pokud bychom vsak méli konkrétni ptiklad, mizeme najit rozdily ve
vysledcich, viz. kapitola 5 Numerické experimenty. Mozny postup je nésledujici.

Algoritmus zac¢ne s libovolnou hranou, kterou oznaci jako master, poté hleda vsechny protilehlé

hrany. Protilehlé hrany oznaci jako slave hrany a zaroven je vlozi do mnoziny zpracovavanych
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hran F. Déle se vybere hrana h z F a hledaji se k ni protilehlé neoznacené hrany, které se oznaci
opacné nez hrana h a vlozi se do mnoziny F. Poté se v cyklu prochézi mnozina zpracovavanych

hran dokud neni prazdna. Postup je shrnut v Algoritmu 1.

Algorithm 1 Rozdéleni hran

1: Zacit s libovolnou hranou h na rozhrani I' a oznacit ji jako master.
2: Najit vSechny protilehlé hrany k hrané h a ty oznacit jako slave a zaroven je vlozit do
mnoziny F.
while F # ) do
Vybrat libovolnou hranu h € F
Najit vSechny neoznacené protilehlé hrany k hrané h
Pokud byla ptuvodni hrana h master, oznacit protilehlé jako slave

Pokud byla ptuvodni hrana h slave, oznacit protilehlé jako master

Vlozit nové oznacené hrany do mnoziny F
9:  Odebrat hranu h z mnoziny F
10: end while

QQ 1
Ql Ql ; Qz

Obréazek 5: Nekonformni piiklad rozdéleni hran

Tento postup zajisti, aby proti sobé nelezeli konfigurace hran master-master, nebo slave-slave.
Po rozdéleni vzniknou dvé mnoziny hran ¢ a 4. Obé mnoziny tvori disjunktni rozdéleni rozhrani

I'. Prirozené plati, Ze sjednoceni jejich uzavéru pokryje celé rozhrani I'. Symbolicky zapsano

M

=g Gng=0pro 1<i#j<(],
=1
L

I'=Jv 7%nvy=0 pro 1<i#j<],
=1
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kde ‘6 ‘ je poéet prvki mnoziny ¢ a || je pocet prvki mnoziny 4. Nyni pfistoupime k jadru
mortar metody. Popiseme situaci na jedné hrané nélezici podoblasti, kterd patfi do rozhrani
I'. Za¢neme pozorovanim, ze kazdd master hrana i slave hrana nalezi pravé jedné podoblasti.
Protoze obé mnoziny ( i 7y rozdéluji celé rozhrani I', mizeme bez 1jmy na obecnosti zvolit slave
(k)

hrany. Zvolme tedy libovolnou slave hranu «;. Oznac¢me oblast, které nalezi hrana -, takto €,”.

Definujme I'y, jako sjednoceni vsech ¢asti mortar hran ka‘v které se geometricky shoduji s 7, tj.

Zavedené pojmy jsou znazornény na Obrazku 6, kde je zlutou barvou vyznacena hrana I'g, cer-
venou slave hrana a zelenou jsou vyznaceny vSechny ¢dsti master hran, které geometricky souvisi

se slave hranou.

Obrézek 6: Priklad hrany T’y

Pro kazdou slave hranu zavedeme prostor testovacich funkei W" (), coz je podprostor koneénych
prvki V7 (v;), ktery je restrikci Vh(ng)) na . Pokud je prostor Vh(QZ(k)) tvofen po ¢éstech
linedrnimi funkcemi, pak ¥"(v;) je dan restrikei Vh(QEk)) na v s podminkou, zZe tyto spojité
po castech linearni funkce jsou konstantni v prvnim a poslednim intervalu sité diskretizace na
7). [24]. Pouziti jinych bazovych funkei ke konstrukci prostoru W"(v;) je popsano v publikacich

[28, 25]. Na Obrazku 7 jsou zobrazeny klasické i nové bazové funkce popsané ve zminénych pra-

—\

cich.

//_

Obrazek 7: Vizualizace klasickych (vlevo) a novych (vpravo) bazovych funkei W"
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Pro splnéni podminky (17) na ~ potfebujeme popsat mortar projekci mg, 4,. Tato projekce
zobrazi funkci up € L2(T'}) na V"(v;) tak, ze pro dvé hodnoty qi,q2 se funkce my, 4, (ug) se
rovné témto hodnotdm na koncich ~y.

Pres kazdou slave stranu budeme vyzadovat splnéni podminky slabé spojitosti pro funkci wu.
Necht u., je restrikce u na 7, a ur, je analogicky restrikce u na I'y. Funkce u na v;, je poté ddna

tzv. mortar podminkou
[ = o) ds =0, Vi € W), (1)
Vi

Vnitin{ uzly slave stran nesouvisi se stupni volnosti kone¢né prvkového prostoru V", ale hodnoty
funkce u na jejich koncich ano. Kazda funkce u € V", je nulova ve viech bodech 02p a zaroven
restrikce na podoblast €2; je klasicka konecné prvkova funkce. Po funkci © budeme pozadovat,
aby splnila mortar podminku (17) pro kazdou slave hranu 7. Jinymi slovy mortar podminka
pozaduje, aby restrikce u na %, byla rovna projekci v na I'g, tj.

’UJ‘,

Tr = Tuy,up (ulr‘k )7

kde u4, up jsou hodnoty u v koncovych bodech A, B hrany 7. Pro vice informaci napft. o

stabilité mortar projekce odkazujeme na text [24].

3.2 Algebraicka formulace mortar podminky

Nez predstavime algebraickou podobu mortar podminky (17), zavedeme nésledujici oznaceni.
Necht v; je libovolnd slave hrana, w., je vektor hodnot vnitinich uzli na hrané «,. Déle necht
ur, je vektor hodnot na koncich ~; a také hodnot odpovidajicim mortar uzlim z master hrany
patficim do I'y. Potom muzeme w,, jednoznac¢né urcit podle ur, a mortar podminky (17).
Napsano v maticovém zapisu

Mu,, — Dur, = o, (18)

mizeme vyjadrit w.,
Uy, = M_lDqu = Pur,. (19)

Matice M a D nazyvame mortar matice. Kombinace mortar matic P = M ™! D ptedstavuje
diskrétni podobu mortar projekce. Mortar podminku zahrneme do sedlobodové formulace (14)
tak, ze priddme matice M a D do matice vazeb B. Pro ilustraci popiSeme opét situaci pro dvé

podoblasti. V tomto piipadé rozsitime matice By, Ba a vektory A, ¢ takto

B . B N A
! ’ 32: 2 y A= ) c= ©
M

B, =
—D n o

25



Vysledna soustava pro dvé podoblasti je

A, O BT MT| |u f s
! P ! A, 0 B||w| |f

O A, B, -D uz| | f2 —lo a4, BT |uwl=|f (20)

Bl 32 (0] O A C 2 2 2 2

B, L A
M -D O O i} o Bi B: O ©

Pokud budeme mit v dekompozici tii a vice podoblasti miize se vyskytnout kromé nesouhlasnych

siti i geometricka nekonformita.

3.3 Implementace

V této kapitole se dostavame k praktické ¢asti prace. Popiseme zde algoritmy, které byly imple-
mentovany v programovém prostfedi MATLAB a jsou soucasti prilohy této prace. Nésledujici
text vychazi z prace [29]. Splnéni mortar podminky (17) ekvivalentné vynutime pomoci mortar
matic D, M

D(i,j) = / N3 (6D (@) N; (€M) () ds (21a)

M(i k) = | Ni(€W (@) Ni(€® (x(x))) ds. (21D)

Yk
Oba integraly (21a), (21b) jsou definovany na slave hrané v = I'x. Z duvodu, Ze se v integralu
(21b) se vyskytuji vyrazy z obou stran hrany, musime oblast integrace rozdélit. Duvodem je
samoziejmé nekonformita na rozhrani siti. Zpusob déleni v musi byt takovy, aby prispévky z
obou stran byly hladké ve smyslu norméalovych sméra. Déleni musi tedy minimélné zahrnovat

body diskretizace z obou stran rozhrani. Toto déleni vede ke konstrukci tzv. segmenti.

3.3.1 Projekce a segmentace

Pod pojmem segment rozumime ¢tyrtuhelnikovou oblast s vrcholy v bodech &g, &gy, &mys Ems-

Priklad segmentu je na Obrazku 8 vyznacen Sedou barvou.

Esl. isQ

ml E'
m2

Obrézek 8: Segment

Zakladem konstrukce segmentt je projekce z master hrany na slave hranu a naopak. Pri tradiénim
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zpusobu segmentace se uzly na rozhrani projektuji na opa¢nou hranu tak, Ze se hledd nejkratsi

kolmice mezi uzlem a protéjsi hranou nebo bodem.

Obrazek 9: Tradi¢ni segmentace

Znacna nevyhoda tohoto zpusobu je, ze mize dojit k nerozhodnutelnym situacim. Na Obrazku 10
je mozno vidét, ze pokud budeme hledat projekci mezi uzly na rohu diskretizace, tak ji tradiénim
pristupem nenajdeme. Pri¢ina tohoto problému je nespojitost normal v uzlech diskretizace.

Dalsim problémem miize byt k¥izeni normaél.

Obrazek 10: Nedokonalost tradi¢ni segmentace

Poznamka 3 V nasledujicim textu pod pojmem element myslime hranu mezi uzly diskretizace

A, B, oznacujeme e 4p. Duvodem je rozliseni od pojmu hrana.

Ukézeme zde vice robustni segmenta¢ni metodu, kterd je popsana v praci [29]. Predpoklddejme,
ze mame diskrétni podobu mortar rozhrani. Vyberme hranu +; odpovidajici slave hrané. Geo-
metrie této diskrétni hrany méa obecné skokové zmény ve sméru vnéjsi normaly. Jak jsme vyse
ukéazali, tato vlastnost mize zpusobit béhem vyhledavani segmenti potize. Aby k tomu nedocha-
zelo musime zavést pojmy jako normalové sméry, které zvysi robustnost algoritmu vyhledavani
segmentl. Normalové sméry budou definovany v uzlech hrany ~. Protoze k samostatnému bodu
nelze priradit norméalu, budeme uzlovym bodtm prifazovat normélu podle elementt, které jsou
s timto bodem sousedi. Kazdy uzel w4 nélezi dvéma sousednim elementiim eps a eac, s vy-
jimkou koncovych uzll, které sousedi jen s jednim elementem. Z toho plyne, ze pro vnitrni uzly
mame obecné dva rizné norméalové sméry. Aby normalové sméry byly dany jednoznacné, bude
normala v bodé diskretizace definovana jako vazeny priumeér normaél prilehlych elementi tohoto

uzlu. Vytvoreni normalového sméru v bodé A je vizualizovano na Obrazku 11.
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Definice 4 (normalovy smér) Necht A je uzel diskretizace na mortar rozhrani. Potom defi-
nujeme normdlovy smér pro kazdy uzel takto:
N4
ng =~
[72all
kde 4 je
. |€1|nel+|€1|ne2 AEF\@F

nag= ’
Te, Aeor

kde |e;| je délka hrany e;.

C

B

n

Obrazek 11: Normalovy smér

Déle budeme definovat norméalové pole, které bude ,spojitym rozsitrenim* normalovych smért

na celou hranu .

Definice 5 (normalové pole)

N, (§) = Z Na(€)na,

A
kde n 4 je normdlovy smér a Ny je prislusnd tvarovd funkce uzlu A.

Nyni popiseme obé projekce nutné k segmentaci. Zacneme projekci ze slave na master hranu.
Projekce spociva ve vypoctu pruseciku primky vedené slave uzlem ve sméru vnéjsi normaly a

master elementem. K vypoctu pouzijeme rovnici
(N E) @, + No (€, — @] -1, = 0, (22)

kterou budeme Fesit pro nezndmou £, kterd md vyznam soufadnice projekce slave uzlu na
master element. Proménné x,,,, &, jsou vektory souradnic uzlii na master elementu, x, je
vektor souradnic uzlu na slave strané rozhrani. Funkce Nj, No jsou prislusné tvarové funkce

(shape functions) master uzli. Vektor ng je norméla prislusejici slave uzlu.

vvvvv

pole ze slave strany. Projekci hleddme analogicky mezi master uzlem a hranou mezi dvéma slave
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uzly. Smér této projekce bude z norméalového pole na slave strané. Resenfm rovnice
[NUED) @, + No(€M)g, = @] - [N1(ED )y, + No(€D)m,] = 0 (23)

vypocteme )| coz je soufadnice projekce master uzlu na slave elementu. Proménné x,, pred-
stavuje vektor souradnic master uzlu, xs,, x5, jsou souradnice uzli na slave elementu. Vektory
Ng,, Mg, jsou normdly v bodech x;,, s,. Funkce N, Na jsou tvarové funkce prislusejici slave

uzlim.

Poznamka 4 Pro linedrni koneéné prvky je (22) linearni rovnice a (23) je kvadratickd rovnice.
V pripadé Ze se normély ns, a mg, rovnaji, je i (23) linedrni rovnici. Konkrétné pro linedrni

prvky jsou tvarové funkce nasledujici

Ni(§) = ——=, N2§) = ——. (24)

Pokud proménnd £ ndlezi do intervalu (—1, 1), tak se projekce uzlu zobrazila na protilehly ele-
ment, nebo na jeho krajni uzly pro |{| = 1. V opa¢ném piipadé je absolutni hodnota [{| > 1 a
projekce zobrazila uzel mimo element. Vysledek robustni segmentace je na Obrazku 12, kde je
sedou barvou naznacena oblast jednoho segmentu. Zaroven muzeme vidét na Obrazku 13 jak se

tento pristup vyrovnal s nedokonalostmi tradi¢ni segmentace.

Obrazek 12: Vyslednd robustni segmentace

Obrézek 13: Robustni segmentace

Algoritmus, ktery se chystame popsat najde a zpracuje vSechny segmenty, které potom ulozi
do datové struktury. V této datové struktuie bude ulozen pod indexem slave elementu seznam

vSech prispévkil z master elementi, které se slave elementem souvisi. Protoze mortar integraly
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(21a), (21b) jsou pres hranu typu slave, je vhodné uvazovat makro segmenty, které budou obsaho-
vat segmenty, které maji spolec¢ny slave element. Makro segmenty chdpeme jako sjednoceni vice
segmentl. Vysledkem algoritmu bude datova struktura, ktera bude obsahovat informace o vsech
makro segmentech. Nyni pristoupime k samotnému algoritmu segmentace. Algoritmus potiebuje
na vstupu seznam vsSech elementi F, indexy master elementt I, a slave elementt I, normély
v bodech na rozhrani N. Procedury slave2master a master2slave predstavuji algoritmy resici
rovnice (22) a (23). Tyto procedury navic potfebuji na vstupu souradnice zadanych uzlia. Im-

plementace téchto procedur je ve stejnojmennych souborech slaveZ2master.m a master2slave.m.

Algorithm 2 Segmentace

Require: I, I, E,N

1: for i in Iy do

2:  s= E(i)

3: for jinI,, do

& m=E()

5 p1 = slave2master (s1,my, ma, N(s1))

6: p2 = slave2master (sg, my, ma, N(s1))

7 if p1 > 1 AND py > 1 then

8 next j

9 end if

10: if p1 < —1 AND ps < —1 then

11: next j

12: end if

13: p1 = master2slave (mq, s1, 82, N(s1), N(s2))
14: p2 = master2slave (ma, s1, 52, N(s1), N(s2))
15: p1 = limitize(py)

16: p2 = limitize(p2)

17: if ||p1 - pQH < ¢ then

18: next j

19: end if

20: push(S(i), [j; p1; p2])

21: end for
22: end for

Algoritmus mé dva vnorené cykly; vnéjsi pres slave elementy a vnitini pfes master elementy.
Ve vnitinim cyklu se spocte projekce z uzli aktualniho slave elementu s na aktualni mortar
element m. Podle vysledku p;, ps se urci, jestli se projekce ze slave elementu s zobrazila na
néjaké casti mortar elementu m. Pokud ano, tak se spocte zpétna projekce z uzli aktudlniho

master elementu m na slave element s. Pokud hodnota néjakého vysledku zpétné projekce bude
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v absolutni hodnoté vetsi nez 1, tak se nastavi na p; = sgn(p;) (funkce limitize.m). Pro piipad,
ze by rozdil hodnot zpétnych projekei byl témér nulovy, tak se prispévek neulozi (oblast nulové
miry). V opa¢ném pripadé se do datové struktury S pod indexem slave elementu i ulozi spolu
s indexem master elementu j hodnoty zpétné projekce p1, p2. Pokud se najde dalsi prispévek
souvisejici s tim samym slave elementem s, je pridan k predchozim. Takto se najdou vsechny
prispévky z mortar elementi na vybrany slave element. Struktura S ve vysledku obsahuje ke
kazdému slave elementu seznam vsSech master prispévki, které se slave elementem souvisi. Tato

struktura obsahuje informace potiebné k uréeni makro segment.

3.3.2 Scitani prispévku ze segmenta

Jak jsme jiz zminili vyse, integraly (21a), (21b) vypoc¢teme jako soucet integralu pres jednotlivé

segmenty, nebo ekvivalentné pres makro segmenty

D= DiF=% [ NiW(@)N;(W (@) ds, (25a)
seg seg Y Vg s
M=% MF=3" | NV ()N (x(x)) ds. (25b)
seg seg Y Vi

Diky segmentaci jiz nemusime pouzit mapovani y. K vypoctu je potieba jesté zavést paramet-
rizaci segmentu. Proménna 1 bude v rozmezich —1 az 1 v rdmci kazdého segmentu. Abychom

dali do souvislosti souradnice mezi body segmentu a parametrizaci 1, zavedeme interpolaci

h_ =m0  1+n @
&0 = — e + — e,

Nyni muzeme formalné napsat tvar prispévki k mortar integralim (25a),(25b) za segment

, 1 o oM
seg _ (1) e Pe
D;; = /_ i (5 (n)) N; (5 (77))Hag<1) o dn, (26a)
1 ) ot
5°8 — (e ) Pe
= [ N (€W m)) N (¢ (77))H 507 | o (26b)
Nahradime-li integraci numerickou kvadraturou, vyjdou ndm néasledujici aproximace
q ) X
Dij =~ lerNi (€D mg)) N; (¢Mmy)) 7, (27a)
g:
q
M58 Y weN; (€0 (ng)) Ne (6P (ng)) (27b)

g=1
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kde 7, jsou souradnice kvadraturnich bodi, w, jsou prislusné vihy a J je jakobijan segmentu

oo || [lapt) || ae®

7= on || ||ogD | on -

V nasi konkrétni implementaci pro linearni prvky je jakobidn roven

_ s, — s, |
5 :

J

V implementaci numerického vypoctu mortar integralu (25a), (25b) pouzivame tiibodovou kvad-
raturu. Vypocet integrali na segmentech je implementovan v souboru calc__mortar__matrices.m.
Nyni zbyva jen vlozit vypoctené hodnoty mortar integralt pres vSechny segmenty do matic D
a M. Programova funkce realizujici vsechny kroky potrebné k vygenerovani mortar matic je

ulozena v souboru mortar.m.
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4 Metoda Internodes

V této kapitole popiseme metodu Internodes [8, 14, 15] a jeji implementaci. Internodes je zkratka
pro interpolation for nonconforming decompositions®, v prekladu jde o interpolaci pro nekon-
formni dekompozice. Metoda Internodes byla publikovana v préci [8] pro nekonformni numerické
feseni eliptickych okrajovych tloh druhého stupné. Jeji aplikace byly rozsiteny naptiklad na
Navier-Stokesovi rovnice. Internodes byvaji oznacovany za alternativu k vysSe popsané Mortar
metodé. Podobé jako u Mortart dokéaze tato metoda preklenout vice typt nekonformity.

Opét se v této kapitole primarné zamérime na nesouhlasné sité, a poté na geometrickou
nekonformitu. Hlavni myslenkou zde bude, vytvorit zpusob, ktery zprostfedkuje komunikaci
mezi nekonformnimi sitémi. Klicem k této komunikaci bude interpolace, ktera je prirozenou

volbou pro preklenuti nekompatibility siti.

4.1 Popis metody

Nésledujici text vychdzi z publikovanych praci [8, 14, 15]. V této podkapitole struéné popiseme
diskrétni podobu okrajové tlohy (1). Rovnou budeme uvazovat déleni vypocetni oblasti na dvé
neprekryvajici se podoblasti 21 a €.

Uvazujme mnozinu T p, , kterd pfedstavuje diskretizacni sit (triangulaci) podoblasti Qj s
kladnym parametrem sité hy. Diskretizaci celé oblasti {2 znacime T, = U, Tin- Pfedpokldddme,
7e diskretizace Ty, je afinni, regularni a kvazi-uniformni®. Je$té bychom méli uvést prostor P,
polynomu stupné nejvyse p. Pro nase cely se v této praci omezime na linearni trojuhelnikové

prvky, tedy P;. Uvazujme prostor diskretizace oblasti
Xk,h = {U € Co(m) S S ]P)l,VT c 77€7hk}, (28)

ktery obsahuje spojité funkce na €, jejichZ restrikce na prvcich diskretizace je linedrni funkei.

Déle piedstavime konecné prvkové podprostory Vi p a Vk?h prostoru Vi, = V()
Vi = Xin NVie, Vo ={v € Vip 1 v =0} (29)
Pokracujeme definici prostora stop
Mep={A=v.:0€Xpn}, Alp={NEMNpn: A =0} C A (30)
Oznac¢me dimenze téchto prostoru

Nk = dim(Ak,h), NIS = dim(A%h), Nk = dim(Vk,h). (31)

!Tyto vlastnosti jsou popsany v [7]
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(k)

Bazové funkce prostoru Vjj, piislusejici uzlim diskretizace x;"' € 7Ty, oznacime jako {cpgk)},
i=1,..., Ny Bazové funkce prostoru Ay j, oznacime jako {cbl(-k)}, 1 =1,..., Ng. Poznamenejme,
Ze prostor A% p, na rozdil od Ay j, je definovan tak, aby nezahrnoval uzly souvisejici s Dirichletovou
okrajovou podminkou. Divodem je, ze tyto uzly jiz nejsou stupni volnosti, protoze jsou na nich
hodnoty reseni a-priori dany. Pokud jsou nékteré uzly z rozhrani I" souc¢asné i uzly hranice oblasti
0} a pat¥i vSechny tyto uzly do 0Qy, tak prostory Ay a Ag’h jsou totozné. V opacném pripadé
jsou v mnoziné I'NIN uzly, které nalezi také 92p a nejsou zahrnuty v prostoru A% h» 1épe feceno
A%h neobsahuje bézové funkce souvisejici s uzly I' N 9Qp. To také znamena, ze NP < Nj. Pro
usnadnéni znaceni budeme predpokladat, ze NV ,? bazovych funkci Ak », se shoduji s prvnimi N, ,8

bézovymi funkcemi Ay .

4.2 Interpolace

Budeme pokracovat popisem dvou nezavislych interpolacnich operatoru, které jsou zakladnim

kamenem této metody. Operatory
Hig: Aoy — Avpy Hor : Ay — Agp (32)

budou slouzit k vyméné informaci mezi nezavisle diskretizovanymi podoblastmi na I'. Tyto
operatory muzeme chapat jako klasické Lagrangeovy interpolac¢ni operatory, které nyni popiseme.
Necht \; p, je funkei z prostoru Ay p, rozepisme ji vzhledem k bézi {gﬁz@)} prostoru Ay,
Ak r 2
(M hia) (@) = 3 (M dia) (o] )6 (@), Vo € T, (33)

=1

Funkci déle rozepiseme vzhledem k jeji vlastni bazi

Ny
Ap(z) = A1,h(x§F1))¢§»1), Vo e Ty. (34)
j=1
Pak pro kazdé x € T’y
Ny [ Ny X ,
Madin)(@) =3 | 2 Morgf) (™) | 6 (@). (35)

=1 =

Analogickou tivahu pouzijeme i pro operdtor Il1s. Interpolacni matice Ro1 resp. Rio souvisejici

s operatory Ilo; resp. Ilo jsou definovany takto

(Rzl)i,j = (H21¢§1))(x2('r2))7 1= ]-7 o 7N27 j = 17 cee 7N17 (36)
(R12)i,j = (H12¢§2))(x2('rl))7 1= ]-7 o 7N17 j = 17 cee 7N2' (37)
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V situaci, kdy je rozhrani mezi podoblastmi priléhajici (viz. podkapitola 2.3), pouZzijeme jiz zmi-
néné Lagrangeovy interpola¢ni operatory. Pro nepfiléhajici geometrie pouzijeme radidlni bazové
funkce a s nimi souvisejici interpolacni operatory. Konkrétné popiseme Rescaled Localized Ra-

dial Basis Functions, zkrdcené RL-RBF, kterym se vénuje publikace [4]. Uvedme zde nejdiive
(T'k)

Wendlandovy [27] radialni bazové funkce s kompaktnim nosicem se stfedem v uzlech x; " s
polomérem r > 0
4
_ T — xz(rk) 4|z — :L‘Erk)
&P () =max {0, [1- 14— (38)
r r

kde ||-]| je eukleidovskd norma. Bazova funkce je vykreslena na Obrézku 14. Tyto bézové funkce
jsou pouzity pti konstrukci RL-RBF operatorti. Nyni rovnou prejdeme k operatorim interpolace
generované RL-RBF Ilp; @ Ayj — Agjp a Ilip @ Agp — Ay p. Operdtory jsou definovany pro
kazdou A, € Ajp a Xop, € Aoy

P =1, N, (39)
My =1, N, (40)

(H21)\1,h)(55z('r2)) = (ng—RBF)‘Lh)(x

(
(Mioho ) (@) = (12) o ppdon) (!

Rovnice pro interpola¢ni matice souvisejici s RL-RBF jsou

uhmj:ab@®xﬂmhzigﬁﬁﬂi,i:anm,j:anNl (41)

’ S (2197,'1):)

P q)*l)..
Rio)ii = (T90% (F1)2M7 =1,....Ny, j=1,...,No, 49
(Ri2)i; = (heo;” ) (z; ) (®1,®,11),) 1, ] 2 (42)

kde 1 je sloupcovy vektor jedni¢ek a matice

®)ij = oV (@), kle{1,2}, i=1,... Ny, j=1,...,N, 43
( kl)Zj d)] (.TZ )7 ) 6{7 }7 1 yoo ey dVEy ] goee e g4V ( )

K vypoctu matic Rs; a Ris jsou potreba jen soufadnice bodl z obou hran rozhrani. Postup
odvozeni je uveden napiiklad v [15]. Poznamenejme, Ze pro oba prfipady interpolace plati, ze
pro konformni ptripad jsou obé interpola¢ni matice Ro1, Ris Ctvercové a jsou rovny jednotkové
matici R21 = R12 =1.

Obrézek 14 ilustruje tvar jedné radidlni bazové funkce ve 2D. Na Obrazku 15 miizeme vidét
aplikaci RBF na uzly neptiléhajicich diskretizaci, kde ¢ervenou a zelenou barvou jsou rozliseny
hrany podoblasti na rozhrani I', které je naznac¢enou cernou carou a sedé je zndzornéné sjednoceni
nosich RBF. Zaroven miizeme pozorovat, ze volba poloméru r bude zaviset na geometrii rozhrani.
Optimalné by polomér mél byt co nejmensi, protoze ¢im vice ma RBF mensi nosi¢ tak, tim jsou

interpolacni matice vice fidké. Na druhou stranu by polomér mél byt dostatecné velky, aby
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zahrnoval alespon dva uzly z protéjsi hrany. Vice o optimélni volbé poloméru v [4].

Obrazek 15: Interpolace uzla siti pomoci RBF

4.3 Formulace

Pro obé podoblasti definujeme diskrétni spojity linedarni operator
EL: Ay — Xk,h tak, ze (Ek)\h)|F = Ap- (44)

Operator Ej, rozsituje stopu Ay, na Vy j, tak, Ze funkce Ejp Ay, je nulova ve vSech uzlech diskretizace
Tk,n- Napriklad pro kazdou bazovou funkci ng-k) prostoru Ay, 5, predstavuje Ek¢§~k) bazovou funkci
prostoru Xy, j, jejichz restrikce na I'y je totozna s pivodni ¢§~k).

Diskrétni slaba formulace pro Internodes tlohy (5a), (5b), (5c), (5d) je: Najit upp € Xpp
spliujici uy , = gpn na Qp, k tak, ze

ap (U p, v ) = fropn), Yop, € Vil k=12 (45)
Moyuyp —ugp =0, naly (46)
(ru)1,n + i (ry)2,n = 0, mna Ty, (47)
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kde znacenim wy, p, je mysleno Upjg, > & (rw)k,n € A p jsou diskrétni rezidua na rozhrani I'y, které

jsou definovany
(ruk))z - ak(uk,hv Ek¢£k)) - fk(Ek¢z(k))7 1= 17 ceey NK7 (48)

(zék))J = Z(MIT:)ﬂ(Tuk))lv Jj=1,...,Ng, (49)
(rades = (=)0, (50)

kde M, je matice hmotnosti na rozhrani I'y. Poznamenejme, ze rovnice (47) je ekvivalentni

[14] s podminkou na rovnost derivaci na rozhrani (5d). Pro vice podrobnosti odkazujeme na [15].

4.4 Algebraicka formulace

Pro vypocetni podoblasti definujeme sadu indexovych mnozin

Ig, ={L.....Ni},
I, ={i€Iy 2 € U\ (0Qpx UTk)},
Ip, ={i € I, 2 € Mp i},

Ir, ={i € Ig, €Tw},

Ir, ={i € Ig, @ €T\ 0p},

Irp ={i € I, : @ €T NIND L}

Je aiejmé, 7e pokud 92p NI =0, tak Irp = Ir,. Méjme standardné definovanou matici tuhosti
i
k k) (k .

Daéle ozna¢me nésledujici podmatice matice AK)

Ap, = AW(T, 1)),
Apr, = AW(T, Tp,),
R T _A(k)(z-k’l-fk),
Ar i, = AW (Tr Ty,
ron = AP Th),
Ar, r, = AN (T Tr),
Ap 5 = A) (Zg, . Tr, )-
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Podobné definujeme vektor neznamych a pravé strany

u® = fuen@], FO = o), i eIy, (52)

a s nimi souvisejici ,,podvektory“, které vzniknou podobé jako podmatice AK)

fr = *(T), fr, = £®(Ir,), fro= FO ().

U = u(k) (Ik>= ur, = u(k) (IFk)7 Uy, = u(k) (Il"k)-

k

Nakonec uvedeme ,,podvektory* pro reziduum a funkci gp

T, = [(rgk))z]a (RS ZFk, Tfk = [(7“1(]{:))@], 1€ Ifk’
g, = lop@")], i € In,, grp = (gp(@™)], i € Zpp.

Konec¢né se dostavame k maticové formulaci Internodes. Pro porovnani nejdrive uvedeme sou-

stavu pro konformni pfipad a potom ji zobecnime.

A O Air, uy f1—A1p,9gp,
O Ay Ao, uy | = fa—A2p,9p, (53)
Ar,1 Ar,2 Arr, +Ap, | |ur, >k=12(fr, — Ar,.p,9p,)

Na rozdil oproti metodé Mortart, kde maticovou podobu sedlobodové tlohy ,jen rozsirime* a
neménime zdsadné jeji kompozici, zde matici soustavy (53) sestavujeme po podoblastech. Navic
se v této soustavé nevyskytuje stopa ur,, protoze je shodna se stopou ur,. Z definice rezidua
(48) muzeme posledni fadek (53) napsat jako rp, + rr, = 0. Tento fadek souvisi s podminkou
(5d).

Poznamka 5 Pro piipad kdy plati 9Q N T # () musime modifikovat definici rezidua (48) (viz.

[15] rovnice (46)). Tato modifikace spo&iva v pri¢teni matice C*), ktera je definovana,
cyz_/ oW e®, i€ T, j eIy, (54)
Ok . .

kde Or, je normalova derivace a L je diferencidlni operator souvisejici s feSenou tlohou. V
pripadé linedrni eliptické ulohy (1) je Lu = —V - (p(x)Vu) —q(z)u a dpu = p(m)(ﬁz—“ﬂ. Modifikace
rezidua se projevi tak, ze Afk,G = Ath +CF, ¢ kde G € {Dy, Tk, T, k}. Celd tato modifikace
je popsana v [15].

Nyni pfistoupime k nekonformni maticové formulaci (45), (46), (47). Definujeme matice

Q31 = Ra1, Qi3 = Mr,RioMp), (55)
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kde Mr, je matice hmotnosti na rozhrani I';, definovana takto

(Ml—‘k)ij = (@Z)Ek)a@bgk))?v i,j=1,..., Ng. (56)

Matice Q4; a Q5 pouzijeme pro ,komunikaci“ mezi uzly na rozhrani I'. Algebraické podoba
podminky (46) je Q2 up, — up, = 0. Podobé algebraické podoba podminka na rovnost derivaci
(47) je T+ Q1o7E, = 0. Zavedené pojmy nyn{ pouzijeme v maticové formulaci Internodes pro

nekonformni sité

A (0 A, uy fi
(@) Az Arr, QY9 uy | = f2 -G,  (57)
Ar,1 QV,Ar,» Arr, +Q%Ar,r,Q% | |ur, fr, + QW% fr,

kde
G A1p.gp,
G=|G;y| = As.p,9p, (58)
Gr, Ar,,p.9p, + Q(1)2(AFZ,D29D2 + Agf, 1, Qh9p,),

kde Q) = Q1 (Z5,, Ir,), QY2 = Qio(Tr,, Ip) & Q3) = Q:1(Zry, Ipp). Matice G predstavuje
zacClenéni nehomogenni Dirichletovy okrajové podminky. V pripadé homogenni Dirichletovy okra-
jové podminky je matice G nulova. Poznamenejme, ze pokud budeme uvazovat konformni tlohu,
budou matice Q5 a @, rovny jednotkové matici. Z toho plyne, Ze soustava (57) prejde zpatky

na soustavu (53).

4.5 Implementace

Protoze jsme stézejni pojmy jiz popsali v predchozich podkapitolidch, uvedeme zde pouze algo-
ritmus, ktery jsme naimplementovali v programovém prostiedi MATLAB a jsou souc¢ésti prilohy
této prace.

Procedura sestavujici matice Ro1, R12 je v ptiloze pod nézvem inter.m. Procedura sestaveni
matice hmotnosti M je v souboru MKPM.m. Sestaveni matic Q,; a Q5 je implementovano

vzdy v konkretnim souboru s prikladem, kde je také implementovan cely Algoritmus 3.
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Algorithm 3 Internodes

1: sestav globalni matici tuhosti A
2: for k=1,2 do
3:  urci indexové mnoziny 7y, Ir, , Ifk’ Ip,, IFE a X
sestav potfebné podmatice matice Ak
if 0Qp NT # () then
sestav matici C®) a modifikuj Afk, X
end if
sestav vektory f(k), 9p, 2 grp

sestav matici hmotnosti M,
10: end for

11: sestav matice Ro1 a Rqo

12: sestav matice Q9 a Q19

13: sestav a vytes soustavu (57)
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Obrazek 16: Experiment 1; Mortar (vlevo), Internodes (vpravo)

o v

metody lepi podoblasti k sobé. Navic na tomto experimentu mizeme pozorovat, ze implemen-
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tované metody splnuji podminku spojitosti feseni i derivace feseni na hranici. Zvolili jsme tento
experiment, abychom demonstrovali funkcionalitu obou pristupt. Protoze, kdyby jedna z metod
naptiklad nesplnila spojitost derivace, tak by feseni na hranici objevil ,zlom“. V pripadé nespl-
néni rovnostni podminky na rozhrani by vysledek byl nespojity i v feseni. Timto experimentem

jsem ukézali, Ze obé metody jsou funkéni. Vysledky jsou v obou pripadech prakticky shodné.

5.1.2 Experiment 2

Necht = (0,4) x (0,4) C R? uvazujme déleni na Q; = (0,2) x (0,4) a Qs = (2,4) x (0,4).
Dirichletova hranice je 9Q0p = 0f). Funkce zatiZeni je f = 1. Tento experiment se zaméruje na
aproximaci na hranici podoblasti a rozdily ve volbé master a slave hrany. V tomto experimentu
jsou podoblasti 21 a Q9 diskretizovany na 128 a 256 trojuhelnikt s 81 a 153 uzly. Hrany, které

jsou lepeny maji 9 a 17 uzlt.

0.4 ?ﬁi‘&\\ “{ii?ﬁi‘&\

Obrazek 17: Experiment 2: metoda Mortari pro rizné nastaveni kombinace master-slave hran
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Obréazek 18: Experiment 2: metoda Internodes pro rtizné nastaveni kombinace master-slave hran

42



Na Obréazku 17 vlevo je master hrana na hrubsi siti, mizeme vidét ze, uzly ze slave hrany se
presné prizpusobuji master elementim. Na Obrazku 17 vpravo je master hrana na jemnéjsi siti,
muzeme vidét zZe, se uzly z obou stran snazi prizpiisobit pomyslenému priméru mezi sitémi,

nedochézi k tésnému kopirovani hodnot jako v pripadé vlevo.

Na Obrazku 18 vlevo je master hrana na hrubsi siti, mizeme vidét Ze, uzly ze slave hrany
nepriléhaji v blizkosti hranice rozhrani. Na Obrazku 18 vpravo je master hrana na jemnéjsi siti,
muzeme vidét zZe, se uzly z obou stran snazi prizptsobit pomyslenému primeéru mezi sitémi,
nedochézi k tésnému kopirovani hodnot jako v pripadé vlevo. VSechny experimenty vSak az na

18 vlevo splnuji podminky spojitosti na hranici.

5.2 Linearni elasticita

Implementaci modelu linedrni elasticity jsem provedli podle knihy [18] (kapitola 9). Uvazovany
model predpoklada izotropni material popsany Lamého konstantami. Konkretni hodnoty pro

vSechny experimenty jsou dany A = % a = ﬁ, kde E = 2900 a v = 0.32.

5.2.1 Experiment 3

25 25

205 L L L L L L L ) 05

Obréazek 19: Experiment 3

7 Obréazku 19 mazeme vidét, ze i v pripadé linearni elasticity jsou implementace obou metod
funkéni. V tomto experimentu je obdélnikovéa oblast 2 = (0,4) x (0,2) tla¢ena objemovou silou
f(z,y) = (—200,0) proti hrané vlevo s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou v obou
smérech. Oblast je rozdélena na Q1 = (0,2) x (0,2) a Qs = (2,4) x (0,2). V tomto experimentu
jsou podoblasti €21 a €29 diskretizovany na 800 a 200 trojihelnikti s 441 a 121 uzly. Hrany,
které jsou lepeny maji 21 a 11 uzli. Dale mizeme v obou pripadech vidét ocekavanou symetrii
vysledku podle osy prochazejici bodem [0, 1] rovnobézné s vodorovnou souradnicovou osou. V

obou piipadech jsou splnény podminky na rozhrani podoblasti.
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5.2.2 Experiment 4

Obréazek 20: Experiment 4: metoda Mortart

Obrazek 21: Experiment 4: metoda Internodes

Posledni experiment méa simulovat ohyb tycového objektu Q = (0,10) x (0,1), ktery je
rozdéleny na ¢tyri podoblasti, tak ze se stiidaji dva parametry siti hy = h, ho = 3h, kde h = 0.1.
Oblast je rozdélena na ©Q; = (0,2.5) x (0,1), Q2 = (2.5,5) x (0,1), Q3 = (5,7.5) x (0,1) a
Qy = (7.5,10) x (0,1). V tomto experimentu jsou podoblasti ©; a 3 diskretizoviany na 810
trojuhelnicich s 441 uzly. Podoblasti €25 a €4 jsou diskretizovany na 94 trojtihelnicich s 61 uzly.
Objekt je ukotven hranou vlevo. Pusobenim objemové sily f(x,y) = (0, —0.2) je objekt ohyban
smérem dolt. Na Obrazku 20 je ukazan vysledek metody Mortart a na Obrazku 21 vysledek
metody Internodes. Experiment znova potvrzuje funkcionalitu nasi implementace. Oba vysledky

jsou prakticky totozné a splnuji podminky na vsSech trech rozhranich.
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6 Zavér

Téma této diplomové prace byla implementace metody Mortarii a Internodes. Obé metody byly
teoreticky popséany a doplnény o praktické implementace v prostiedi MATLAB. Kromé samot-
nych metod byly implementovany procedury pro generovani MKP soustav pro model membrany
a linedrni elasticity. Funkcionalita téchto metod lepeni byla experimentalné otestovina na zmi-
nénych modelech.

Nyni shrneme poznatky ziskané studiem obou metod. Za¢neme metodou Mortari. Metoda je z
pohledu implementace rozsahlejsi, nez metoda Internodes. Je tfeba Fict, ze tato metoda spociva
v programové konstrukci projekce z jedné hrany rozhrani na druhou. Samotné feseni projekce a
segmentace je programoveé trochu zdlouhavé, ale pri dostateéném pochopeni dané problematiky
neni v principu slozité. Protoze PERMON pocitd se sedlobodovou formulaci zpracovavaného
problému, nebylo by zaclenéni metody Mortartu do softwareového balicku po prepsani imple-
mentace z MATLABu slozité. Vysledkem metody Mortara jsou matice D a M, které se do
soustavy pridaji zaclenénim do vazebni matice sedlobodové tlohy.

Metoda Internodes ma z programatorského pohledu, kratsi implementaci, ktera je vSak zaroven
také zpét. Oproti Mortarim Internodes pouzivd dva operatory, pro vytvoreni vazeb na rozhrani
siti. Slabina metody je podle mého nazoru programové slozitd implementace sestavovani glo-
balni soustavy a pouziti mnoha riznych indexaci. Na druhou stranu ¢ast metody vénujici se
interpolaci neni implementac¢né slozita. Z hlediska zaclenéni do softwareového baliku PERMON
je metoda Internodes méné vhodna.

Dostupna literatura pro metodu Mortart je mnohem rozsahlejsi, nez pro metodu Internodes.
Dtvodem miize byt, Ze Internodes je pomérné nova metoda. Z uvedenych duvodu je Mortar
metoda pro implementaci do PERMONu vhodnéjsi, nez Internodes.

Kvili soucasnému stavu ve svété jsme se dohodli s vedoucim prace na provedeni implementace
pro PERMON po odevzdani této prace. Navazujici prace by poté mohla pokracovat paralelni

implementaci obou metod, poptipadé rozsitenim pro 3D tlohy.
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