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A estabilidade do equilibrio em
mercados maultiplos

Tacito Augusto Farias*

Resumo: Este artigo focaliza as contribuigdes principais a teoria da estabili-
dade do equilibrio competitivo em mercados miltiplos. Discute-se aqui os
principais resultados estabelecidos pelos autores pertinentes a literatura so-
bre a teoria da estabilidade do equilibrio walrasiano. Enunciamos e demons-
tramos alguns dos principais teoremas e realizamos exemplos numéricos
esclarecedores quando pertinentes.
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Equilibrium stability in multiple markets

Abstract: This article brings together the main contributions to competitive
equilibrium stability theory on multiple markets. It discusses the Walrasian
equilibrium stability theory in its main theorems through numerical examples.
Key-words: equilibrium; stability; expectative elasticity.
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Introducao

Nos anos 1930, alguns eventos institucionais marcaram a decolagem ao
sucesso na esteira do conhecimento da teoria econémica revelada em
moldes mateméticos: a teoria do equilibrio competitivo walrasiano.

Primeiro, a fundacdo da Econometric Society, em Cleveland, nos Esta-
dos Unidos, em dezembro de 1930, por um grupo de economistas: Irving
Fisher, Charles Roos, Ragnar Frisch e outros. A finalidade da Econometric
Society era divulgar o conhecimento da teoria econdémica por meio de
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seus segmentos quantitativos: econometria e economia matematica. E
para tal divulgacao se utilizava da organizacao de encontros na forma
de congressos, simpodsios e palestras que consagraram a discussido do
que de melhor era elaborado na comunidade académica sobre métodos
quantitativos aplicados & economia.

Segundo, a constituicdo da Comissdo Cowles para a Pesquisa Econdmi-
ca, em 1932, sob a tutela de Alfred Cowles, cuja finalidade era fomentar
o uso da Logica, da Matematica e de métodos estatisticos na analise
econOmica, além de divulgar os resultados através de livros, artigos e
promocio de encontros formais da comunidade para discussdo do de-
senvolvimento da aplicacdo dos métodos quantitativos a teoria econd-
mica.

Terceiro, a criacdo da revista Econometrica, em 1933, sob o manto da
Econometric Society, que se revelava como o instrumento da publica-
¢do de estudos originais em economia pura e aplicada.

Quarto, publicacoes de estudos econométricos valiosos elaborados por
Frisch (1934), Schultz (1938) e Tinbergen (1939).

Quinto, o Coloéquio de Viena nos anos 1920 e 1930 representava um
ambiente cultural e intelectual de intensa atividade em matematica, fi-
losofia e economia. Representantes da nata da matemaética do século
XX, tais como Kurt Godel, Karl Menger, Banach, Kuratowski, Shauder,
Borsuk, Mazur, Tarski, Steinhaus, Kac Lomnicki, S. M. Ulam, John von
Neumann, Abraham Wald, citados em Struick (1997), Boyer (1996), Eves
(1997) e Garding (1981); representantes da filosofia, tais como Ernst
Mach, Otto Neurath, Rudolph Carnap, Friedrich Waisman, Hans
Reichenbach, Richard von Mises e Carl Hempes; representantes da esfe-
ra economica tais como Karl Schlesinger, Oskar Morgenstern, Friedrich
von Hayek promoveram a movimentacdo constante de encontros entre
cientistas de diversas especialidades, que resultaram em contribuicdes
importantes para o desenvolvimento da economia pura. Destaques para
publicacOes de artigos em teoria do equilibrio geral que foram elabora-
dos por Hicks (1934) e Wald (1933-34, 1934-35, 1936), os ultimos com
a primeira formulacdo e demonstracao formal da existéncia do equili-
brio economico de troca e produc¢io na versdo walrasiana juntamente
com o livro de Cassel 19322, que apresentava uma versao simplificada
do modelo de equilibrio geral walrasiano, enquanto que Schlesinger
(1933—34) estabeleceu um modelo de equilibrio geral em versdo néo-
walrasiana (Weintraub 1983).

2 Traducdo do original de 1918 (Weintraub 1983).
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A constituicdo do edificio matematico no periodo 1870 - 1939 foi de
extrema importancia para a conducido da pesquisa econémica em lin-
guagem simboélica. Precisdo e sintese representavam o esteio da lingua-
gem matematica formal. Observava-se ao apagar das luzes do século
XIX, ultimo quartel, que a matematica estava passando por um estagio
muito importante: formalizacdo da analise matematica, construcdo do
edificio da &lgebra pura e sedimentacio das geometrias ndo-euclideanas.
Anteriormente, o desenvolvimento da matematica, em grande parte,
estava atrelado aos interesses da fisica tebrica. Portanto, o conheci-
mento matematico alcancava sua libertacdo e passava a andar sobre
suas proprias pernas e, disso se utilizaram os economistas de inclinacdo
quantitativista, tais como Irving Fisher, Leon Walras, Carl Menger,
Edgeworth, Bowley, Marshall e Wicksell para desenvolverem suas pes-
quisas na area da economia pura e aplicada. De posse dos conhecimen-
tos de analise matematica (calculo diferencial e integral) e geometria
analitica plana e no espaco construiram modelos econdmicos que man-
tiveram elementos importantes como unidade de anélise: equilibrio e
otimizacdo sob condi¢do de diferenciabilidade das func¢des objetivo
(Simon & Blume 1994). Aplicaram esses principios para construirem as
teorias do consumidor, produgio, custos e sobre estruturas de merca-
do (produto e fator), destacando-se Walras (1874), Edgeworth (1881),
J. Bertrand (1883), Marshall (1898), Pareto (1910), Wicksell, Cassel
(1918), Karl Schlesinger (1932), Joan Robinson (1933), Edward
Chamberlain (1933), Stalkelberg (1933) e Wald (1934).

Problemas institucionais de natureza politica, tais como o advento do
totalitarismo russo influenciando e dominando o leste europeu, a corti-
na de ferro, constituida pela Polénia, Hungria, Tchecoeslovaquia,
Romeénia, Bulgaria e Albania; o surgimento das ditaduras de direita, fas-
cismo (Italia) e nazismo (Alemanha), deslocaram o centro das ativida-
des académico-cientificas do mundo europeu para a emergente potén-
cia mundial, os Estados Unidos da América receberam de bom grado os
principais cérebros europeus, valorizando cada vez mais o ensino e a
pesquisa em ciéncia pura e tecnologia, nos institutos e universidades
americanas. Matematicos importantes, do quilate de John Von Neumann
e Paul Halmos (Hungria), Richard Courant e Emmy Noether (Alema-
nha), Jean Diedonnée e André Weil (Franca), se estabeleceram nos Esta-
dos Unidos, traduzindo essa permanéncia em construcdo e desenvolvi-
mento das linhas de pesquisas que favoreceram diretamente a forma-
¢do intelectual em métodos quantitativos dos principais agentes pro-
motores futuros da literatura econémica do equilibrio geral, em toda a
sua problematica: existéncia, unicidade e estabilidade. Entre aqueles,
diretamente favorecidos, destacavam-se Paul Anthony Samuelson
(1941, 1942, 1947), Lloyd Metzler (1945), Oskar Lange (1944), Kenneth
Arrow (1958, 1959, 1960, 1971), Gerard Debreu, Tjailling Koopmans,
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Lionel Mckenzie, Wassily Leontief, Leonid Hurwics, Maurice Allais e
Haalvelmo, para citar apenas aqueles que estavam envolvidos com a
pesquisa e desenvolvimento da teoria do equilibrio geral. Pegaram ca-
rona, em face do deslocamento do centro de pesquisa e desenvolvimen-
to, os economistas japoneses que estavam atrelados as novas linhas de
pesquisas na teoria do equilibrio competitivo: Negishi, Uzawa,
Morishima e Nikaid6. Do mesmo modo, cientistas ingleses de renome
foram envolvidos pela éxtase do desenvolvimento cientifico-tecnologico
que se alastrou no periodo 1930-50: Hicks, R.G.D Allen e Frank Hahn.

O tipo de matematica utilizada pelos economistas na pesquisa centrada
na construcao dos modelos de equilibrio geral, no periodo 1930 - 1950,
tinha como ntucleo, o calculo diferencial e integral avancado, os siste-
mas de equacdes diferenciais e a diferencas e a algebra matricial, con-
forme Struik (1997) e Eves (1990).

Como material analitico de apoio ao supra descrito, apresenta-se em
detalhe as contribui¢des dos principais economistas no periodo 1939-
58, focalizando os conceitos e proposicoes estabelecidos e suas demons-
tragoes, exercicios numéricos realizados em detalhes para facilitar a
compreensdo dos conceitos e do enunciado das principais proposicoes
e encerramos cada secao com alguns comentarios pertinentes. Os auto-
res aqui estudados sdo John Richard Hicks (1939), Paul Anthony
Samuelson (1941, 1942, 1947), Lloyd Metzler (1945) e Kenneth Arrow
(1956) e seus colaboradores.

1. Conceitos basicos

No estudo da teoria do equilibrio configuram-se dois processos de ajus-
tamento de precos : Tantonnement e Non-Tantonnement (Takayama
1996).

Tantonnement é o mecanismo de ajustamento explicito que comanda a
maneira pela qual precos e quantidades demandadas e ofertadas mudam
no tempo em resposta a uma perturbacgio do equilibrio. Sua caracteristi-
ca principal é que a troca toma lugar somente quando um vetor de pregos
de equilibrio é anunciado e a dotacao inicial dos individuos permanece a
mesma durante o periodo de ajustamento do sistema econémico. Esse é o
mecanismo de ajustamento que remontava a Walras (1954, 1996) e foi
utilizado por Hicks (1939), Samuelson (1941, 1942, 1947), Lange (1944),
Metzler (1945), Arrow et al. (1956, 1958, 1959, 1960), e 0s economistas
matematicos japoneses Uzawa (apud Takayama 1996) e Negishi (1962),
antes da contestacdo realizada por Scarf e Gale (apud Negishi 1962).
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Non-Tantonnement é o mecanismo de ajustamento explicito no qual a
troca ocorre em cada valor anunciado do vetor de preco e que a dota-
¢do dos individuos participantes do mercado mudam continuamente
ao longo do processo de ajustamento do sistema. Destacam-se trés pro-
cessos de ajustamento do sistema de precos na versio Non-
Tantonnement: Processo de Uzawa & Hahn, de Negishi & Hahn, e de
Green (apud Takayama 1996). Em nosso artigo, utilizamos exclusiva-
mente o Tantonnement.

Estabilidade walrasiana e estabilidade marshalliana podem ser
distinguidas do seguinte modo. Se partirmos de um diagrama tradicio-
nal de oferta e demanda e considerarmos inicialmente que o mercado
estd em equilibrio — oferta igual a demanda — e que ocorre um afasta-
mento do preco da posicdo de equilibrio inicial e, porém, observarmos
que forcas reguladoras do mercado fazem com que o preco retorne ao
ponto de equilibrio inicial, estamos nos referindo ao equilibrio estavel
walrasiano; enquanto que se partirmos de um diagrama tradicional de
oferta e demanda e, considerarmos inicialmente que o mercado esta em
equilibrio — oferta igual & demanda — e que ocorre um afastamento da
quantidade da posicdo de equilibrio inicial e, porém, observarmos que
forgas reguladoras do mercado fazem com a quantidade retorne ao pon-
to de equilibrio inicial, estamos nos referindo ao equilibrio estavel
marshalliano (Takayama 1996).

Um resultado formal distingue formalmente os equilibrios walrasiano e
marshalliano:

Proposicao 1: Sejam dadas curvas lineares de demanda e de oferta. Se
a equacao da demanda é

D=a+b.P

e a equacao da oferta é
S=c+d.P
entao
[1] estabilidade walrasiana existe se 1/b < 1/d e,
[2] estabilidade marshalliana existe se b < d.

Em nosso artigo, ndo discutiremos a estabilidade marshalliana, pois
concentraremos nossos esforcos na versdo de estabilidade walrasiana.

Revista de Economia, v. 33, n.2 (ano 31), p. 65-90, jul./dez. 2007. Editora UFPR 69



FARIAS, T. A. A estabilidade do equilibrio em mercados multiplos

2. John Richard Hicks

Hicks (1939) tratava o problema da estabilidade em mercado competi-
tivo multiplo num sentido muito restrito, a estabilidade local. Desse
modo, ndo levava em consideracido a necessidade de explicar que qual-
quer que seja o estado inicial da economia, ela tendera ao equilibrio, ou
seja, prevalecerdo consideragdes estaticas. O conceito de estabilidade
estatica walrasiana é generalizado para o caso de mercados multiplos,
ou seja, para situagoes de equilibrio por Hicks em Value and Capital
(1939).

No caso do mercado tnico, sabe-se que a estabilidade walrasiana ocor-
re se, a precos acima do preco de equilibrio, o excesso da demanda é
negativo (oferta excede demanda) e, a precos abaixo do prego do equi-
librio, o excesso da demanda é positivo (demanda excede oferta). E com
o aparato da funcdo excesso de demanda, Walras obteve sucesso na
explicacdo da estabilidade do sistema econ6mico em mercado tnico:

1. excesso de demanda igual a zero significava que o mercado tnico
estava em equilibrio;

2. excesso de demanda superior a zero significava que a demanda era
superior a oferta e disparava o mecanismo de ajustamento de precos
que retornava ao equilibrio inicial;

3. excesso de demanda inferior a zero significava que a demanda era
inferior a oferta e disparava o mecanismo de ajustamento de precos que
conduzia o sistema econdémico de volta ao equilibrio inicial.

A realizacdo da tarefa de estabelecer as condigdes para a estabilidade
em mercados multiplos coube a geracdo seguinte de cientistas tendo
como marco o trabalho elaborado pelo professor John Richard Hicks

(1939).

Para Hicks (1939), no caso de mercados miltiplos, os efeitos de uma
mudanca de preco de uma mercadoria sobre os pregos de outras merca-
dorias na situacdo de equilibrio geral sdo levados em consideracdo. As-
sim sendo, com o propdsito de desenvolver o contetido analitico sobre
a estabilidade em mercados multiplos em Hicks (1939), procede-se de
modo a definir alguns instrumentos de analise considerados fundamen-
tais para a compreensdo das condicoes de estabilidade.

Primeiro, um mercado é definido como imperfeitamente estavel se uma
queda no preco de uma mercadoria particular gera um excesso da de-
manda para aquela mercadoria, depois que todos os outros pregos tém
se ajustado eles mesmos de modo que oferta é novamente igual a de-
manda em todos os mercados, exceto para aquele da mercadoria parti-
cular (Hicks 1939:62). Formalmente,
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dE(P) J 0 |
= <
ap. o , eq. (1)

onde J é o determinante jacobiano do sistema completo e J. € co-fator

de b,. Uma aplicacio direta facilita a compreensao do conceito. Supo-
nha que exista uma economia cuja representacdo é dada pelas equacoes
abaixo:

{Eg=3pg+4p3- 17

E,=P,+P;-5
3 +4
1 +1
dEz = = 3-4 :—( l) = -1<0
dp, +1 +1 1
3 +4
1 +1
dE; _ _ 3-4 _ (-1) _ 1 <0
dP; +3 3 3 3

Segundo, um mercado é definido como perfeitamente estavel se uma
queda no preco abaixo do preco de equilibrio gera um excesso da de-
manda depois que qualquer dado subconjunto de precos em outros
mercados for ajustado, de modo que a oferta novamente iguala a de-
manda com todos os outros pregos restantes mantidos constantes (Hicks

1939: 62). Formalmente,
T b <0 2)

— = Lo s eq.

dp, i q

onde bjj sao coeficientes do sistema completo. Introduz-se um exemplo
numérico. Imagine uma economia que possui trés mercadorias representada
pelas fungdes excesso da demanda descrita a seguir:

E2:‘P2+3P}'5
E3:P3-P3-1
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OE,

=-1<0
0P,
P,

=.1<0
oP;

Dando seqiiéncia ao procedimento acima ¢ estabelecido o resultado
fundamental:

Proposi¢ao 2: O sistema econdmico ¢ considerado perfeitamente estavel
se, e somente se, 0s menores principais da matriz [ E,_ ] alternam em sinal
(apresenta-se abaixo as condi¢des referentes a uma economia com trés

mercadorias, onde uma delas ¢ o numerario: sistema normalizado).
(.'E: fﬁ'El

by ——<o0 ba" ——<0
P 7 P
E; E;
OP3 Py
>0
E;3 CE;3
P P

Demonstragao: Assumimos que 0s pregos p,, p,, ..., p, variam quando
p, varia, mantendo p_, , ..., p, fixos. A escolha dos precos p,,...,p, como
aqueles que variam nao representa restricoes, desde que por uma
reemuneracao de indicadores, qualquer conjunto arbitrario de merca-
dorias pode néo ser coberto pelo argumento. O mesmo argumento vale
quando da escolha de p, e E como as varidveis consideradas na deriva-
cdo das condigoOes para o estabilidade perfeita hicksiana. Com efeito,

dp.-1l=_____ﬂ:0
dp, dp,
dE, __dE, _,
dp, dp,
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e escrevendo em notacdo matricial temos:

dk b
L [ d
dp, j;%
p El] 12 se e s }
L ]
. = EZT EZZ se e EZ;- . []-]
" Esl 52 see Ess *
]
0 | dp,
- L dp, |
€
dp, |
B dp
EZl dpl
E 3
.3] E22 Eza cee Ez_,- dpl
i =—|E,, B ivie By ® [2]
. E.\Q 4&3 s Es.s' *
_E.rl _ dp
_dp,

dp,

Resolvendo-se (2| para ~, , temos:
2] p dp,
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L 3
dp e

; EZI
aps 4
dpl l Azz A23 see sz "
o f=-—{An Ay... A,

A 23 33 s3 .

. AZ&' ‘A3,\' e Ass .
a
ﬂ _Esl ]
ﬁdpl J

onde A * é o determinante das matrizes £, | para i€ B3l e AT
r =3 5] eA_¢o co-fator associado.

Em seguida, fagamos:

dp; 1 < .

a =% ; ALE,;, i€ {2,3,...s}
A medida que:

dE, ¢ dp,

— :Z E, ——

dp, = dp,

temos

dE 1 2

K =E, - Z ;Eu ; E, A,

Resolvendo [1], temos:
N =E A+ Y EL Ay
r=2
onde A* é o determinante das matrizes |F., | para;e ba.slere 3 5|
e A*_¢é o co-fator associado.

Em particular, se expandirmos cada um dos A* ao longo da primeira
coluna de cada determinante, temos:
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X =5 Y EYE,
r=2 i=2

Portanto,

dE, A" dB A’
L2 e g2 <o

dp; A dp; A

Os menores principais da matriz [£,.] alternam de sinal:

a) os menores principais de ordem par devem ser positivos;

b) os menores principais de ordem impar devem ser negativos.
c.qd

Para o professor Hicks (1939), no sistema econ6mico abstrato a tinica
fonte possivel de instabilidade no mecanismo competitivo é a ocorrén-
cia do efeito-renda assimétrico. Com efeito, prova o teorema seguinte:

Proposicdo 3: Os menores principais da matriz [E, ] i, re {1, ..,n}
alternam em sinal se efeitos-renda sdo simétricos em relacdo aos consu-
midores.

Demonstracao: Suponhamos que:

By pys Dy 2, E’JU(I Dis Daseviosns pP.)- D”]—Z i (Lepi P T
i |
Vie{ll,....,n
e seja
OE, ¥&oD; Loy
E,= — =
! ap, ; ap, ;: ap,

:'ELLZ.......H] 3 f‘E[|.2.3.,..,....H]

Neste ponto, fazendo uso da Equacao de Slutzky:

) ; aD,
= (DH‘D:"Z‘ }
Onde:
0D,
" op, representa o termo de substitui¢cdo para j-ésimo

consumidor com relacdo as mercadorias ier;
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oD

ij

/' representa a mudanca em D; quando a renda muda, mantendo
todos os precos constantes.

Assumimos que os efeitos-renda sdo simétricos em relagdo aos consu-
midores e representados por

)l Al ~

oD, B oD, _ oD,

o A
ol , al, ol

Portanto, podemos escrever

Yi,g je{l,2,....m} qge{l2....n}

!

m ) (‘“}-D m 5 i . (?.V "
Er’r = Z Sr: - E‘.]I Z (D:_'j - Dr_'.r ) - Z § 4 'yr!\' - Z :
j=1 J k=1

=
j=1 k=1 (}p".

Contudo, em equilibrio, quando todos os lucros sdo distribuidos para os
consumidores, representamos da seguinte maneira:

i[(.-’)” —D )—er:.s'k"_r,.& } =0 vreP,L2,....,n}
k=1

i=1

Desse modo, para cada consumidor, a matriz de termos de substituicdo é simétrica

e definida negativa, de posto n, o que significa que os menores principais de cada
uma das matrizes individuais de substitui¢do alternam em sinal.

Com efeito, a matriz agregada Z g w tem menores principais que alternam

! Shy
oy,

em sinal também. Do mesmo modo, em um maximo regular de lucros, | — Z =
= Opr

o

amatriz {_ ?1} ¢ definida negativa; portanto, a matriz agregada
ap,

tem menores principais que alternam em sinal.

Concluimos que os menores principais da matriz [£, ], ie{1,2,..,n}
alternam em sinal se os efeitos-renda sdo simétricos em relagao aos
consumidores (c.q.d). O trabalho do professor Hicks (1939) sobre a es-
tabilidade do equilibrio competitivo forneceu valiosas contribui¢des
ao conteddo analitico, destacando-se a integracdo da teoria dinamica
com o método da estatica comparativa, o que significava dizer que esta-
tica comparativa nao tinha significincia em teoria econémica a menos
que o sistema econdomico fosse dinamicamente estavel. Por conseguin-
te, a inovacao fundamental devida ao professor Hicks consistira na deri-
vacao das propriedades do sistema de equilibrio a partir das condicoes
de estabilidade de um sistema dinamico correspondente. Primeiro, as
condicGes de estabilidade hicksiana forneciam um conjunto de condi-
¢oes de estabilidade que eram independentes da velocidade de resposta

76 Revista de Economia, v. 33, n. 2 (ano 31), p. 65-90, jul./dez. 2007. Editora UFPR



FARIAS, T. A. A estabilidade do equilibrio em mercados miultiplos

dos precos individuais a diferengas entre oferta e demanda. Segundo,
em uma certa classe de sistemas de mercados, estabilidade perfeita
hicksiana era a condi¢do necessaria e suficiente para estabilidade dina-
mica verdadeira, ou seja, estabilidade dindmica de primeira espécie.
Ilustra-se o resultado por meio de um exercicio numérico.

Suponha uma economia constituida por fun¢ées excesso da demanda
para trés mercadorias:

E,=-4P,-6P,-24 e E,=8P,-16P -64

1 b 4<0 2 -4 -6
- - - ) =112=0
b;;=-16<0 8 -6

Satisfeitas as duas condigdes para estabilidade perfeita hicksiana, afir-
ma-se que o sistema possui estabilidade dindmica verdadeira.

Os principais trabalhos escritos de Hicks sobre equilibrio geral (1934,
1939) se referiram principalmente a uma avaliacdo da obra Elements of
Pure Economics de Walras (1934), e seu livro Value and Capital (1939)
que nos capitulos de IV a VIII discutiu sobre o problema do equilibrio,
dando énfase ao problema da estabilidade do equilibrio competitivo
criando alguns conceitos: estabilidade perfeita e imperfeita para uma
economia em mercados multiplos. Realizando sua exposi¢do por meio
da linguagem geométrica bidimensional no texto principal e, no apéndi-
ce, traduziu todo material descritivo em formalismo matematico.

Apesar de sua formacdo universitaria na graduacio ter sido em mate-
matica, Hicks ndo usou os conhecimentos avancados para elaborar uma
teoria estruturada sobre o problema da estabilidade do equilibrio geral,
pois tal realizacdo exigia conhecimento além daqueles encontrados em
Value and Capital. Contudo, Hicks detinha os conhecimentos béasicos
em teoria das matrizes, determinantes e o cilculo diferencial e integral
de funcoes reais a varias variaveis reais, o que facilitou a sua leitura do
livro de Walras, assim como para construir o modelo para mercados
miltiplos, porém, ndo usou o conhecimento de sistemas dinamicos, ne-
cessario para avancar na elaboragdo de uma teoria do equilibrio geral
onde o problema da estabilidade teria tido melhor avaliagdo, teérica e
aplicada, como o fizeram Samuelson (1941, 1942, 1947), Lange (1944) e
Metzler (1945), na década de 1940.
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3. Paul Anthony Samuelson

A contribuicdo ao estudo da teoria da estabilidade do equilibrio compe-
titivo devida ao professor Samuelson (1947) repousava na idéia funda-
mental de que existia uma relacdo de dependéncia formal intima entre
estatica comparativa e dinamica. A essa relacio de dependéncia ele de-
nominou principio de correspondéncia. Isso significava dizer que
(Samuelson 1947:7): “A investigacdo da estabilidade dindmica de um
sistema pode fornecer teoremas fecundos para a analise estatica, como
é possivel utilizarmos propriedades conhecidas de um sistema estatico
comparativo para se obter informacdes a respeito das propriedades di-
namicas de um sistema.”

Samuelson (1941, 1942, 1947) interferiu no problema relativo a estabi-
lidade do equilibrio competitivo exposto pelo professor Hicks, estabe-
lecendo duas proposi¢des fundamentais.

Proposicao 4: Um sistema pode ser estavel, mas nio ser perfeita nem
imperfeitamente estavel.

Para verificar a aplicacdo da assertiva, apresenta-se um exemplo que é
desenvolvido analiticamente. Suponha uma economia cujo sistema di-
namico representativo é:

E,=-2P,+4P, ¢ E,=-P +P,
Estuda-se entdo o problema da estabilidade, estabilidade perfeita e imperfeita.

1 - Condicdo de estabilidade

HEE

aTra=-1<0

[2 4

b [A|= & i

=2-(-4)=-2+4=2>0

Conclusdo: O sistema ¢é estavél.

2 - Condigdo de estabilidade perfeita
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OE,
—=-2<0 12 condicdo ->satisfeita
oP»
OEs
=1>0 22 condi¢do >nao satisfeita
0P3

Conclusao: O sistema nido é perfeitamente estavel.

3 - Condicao de estabilidade imperfeita
2 4 ‘
. a1 . o - . .
i S D T 12 condi¢do »ndo satisfeita
dPs 1 1
2 4
& s g . 22 condicao ->satisfeita
2 = = L - ,] < ”
dp (-2) (-2)

Conclusao: O sistema ndo é imperfeitamente estavel.

Proposicao 5: Um sistema é imperfeitamente estavel, mas se afasta
cada vez mais do equilibrio.

E; =P, +P;
Eg = 2[’1 T Pg
1- Condicao de estabilidade

11

A=
|
nao satisfeita
a trA=1+1=2>0
-1 1 - Lo
b |A]= |, l SRSy Ao satisfeita
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2- Imperfeitamente estavel

2 1
a dE; = = (-l) = -1<0
dP, 1 1
L Satisfeitas
2 1
de3= (-1) = .1<0
dP; 1

Diferentemente de Leon Walras e John Hicks, Samuelson tinha (e tem)
uma formacao cultural e académica mais abrangente, principalmente,
no que se refere a matematica universitaria superior avancada: calculo
diferencial e integral de funcGes reais de uma variavel real, de funcgoes
reais de duas ou mais variaveis reais, calculo vetorial, calculo matricial,
teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias e parciais, siste-
mas dindmicos e equacbes a diferencas, geometria métrica plana e espa-
cial, geometria analitica plana e espacial, trigonometria plana e esféri-
ca. Portanto, Samuelson conhecia todos os instrumentos necessarios
para realizar com autoridade os dois artigos (1941, 1942) e sua inclusao
no livro Foundations of Economics Analysis (1947) em capitulos que
tratavam exclusivamente sobre a teoria da estabilidade na configura-
cdo do equilibrio geral e topicos paralelos (teoria keynesiana, teoria
malthusiana e ciclo de negbcios).

A formacdo de Samuelson, sobre equacgoes diferenciais e sistemas dina-
micos, estava diretamente ligada aos textos classicos de Picard (Cours
d’Analyse) e Birkoff (Dynamical Systems), além de sua afinidade de
estudos com E.B. Wilson e Gilberto Bliss, matematicos a quem ele
referenciava. Ambos considerados eminentes matematicos na década
de 1940.

Porém, Samuelson nido deu seguimento ao estudo sobre a teoria da esta-
bilidade do equilibrio competitivo ou mesmo sobre teorias paralelas.
Uma forte razao para tal fato era, e é, a enorme inquietacdo que
Samuelson demonstra(va) para rapidamente absorver novos elemen-
tos em economia, influéncia de seus eminentes professores, tais como
Alvin Hansen, Wassily Leontief, Joseph Schumpeter, Jacob Viner e Aaron
Director, e matemaética e a partir dai elaborar novas teorias econdémicas
ou reformulando algumas ja conhecidas em todas as areas da economia:

teoria da troca no comércio internacional, teorema da equalizacdo

80 Revista de Economia, v. 33, n. 2 (ano 31), p. 65-90, jul./dez. 2007. Editora UFPR



FARIAS, T. A. A estabilidade do equilibrio em mercados miultiplos

dos precos dos fatores, teorema de Stolper-Samuelson, que usava in-
tensivamente geometria métrica, analitica e algebra; teoria do compor-
tamento do consumidor e da firma, que usava conhecimentos de calcu-
lo diferencial e integral elementar; e outras areas importantes da teoria
econdmica pura.

4. Lloyd Metzler

O professor Metzler (1945) contribuiu significativamente a obra
hicksiana, estabelecendo dois teoremas fundamentais que melhor es-
clareceram os pontos de vista do pesquisador no que se referisse a teo-
ria da estabilidade do equilibrio competitivo.

Proposicao 6: Estabilidade perfeita hicksiana é condigdo necessaria
para estabilidade de primeira espécie se o sistema de mercado tende a
ser estavel para todos os conjuntos de velocidades de ajustamento

(ki), i€ {1,2,..,n}
Suponha uma economia cujo sistema representativo é

D, =-P +200 e S =-02P + 100

1- Determinagdo do preco de equilibrio P, = P,

-P_+200 = - 0,2P_+ 100

-P_+0,2P_= 100 - 200

- 0,8P, = - 100
Pe= 100
0,8
P =125

2- Determinacgdo da funcdo excesso da demanda defasada de um perio-
do

E (Pt-l) =D (Pt-l) -S (Pt-l)

E (Pt-l) = _Pt-1 +200 - ('0,2Pt_1 + 100)
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E(P,_)=-0,8P_ +100

3- Determinacao da equacao de comportamento do modelo

Pi-Pi=KE(P.) K = 12 (velocidade de ajustamento)
P -Pio1 =12 (-0.8P,.; + 100)
P, =P, +(-9.6P,.; + 1200)

P, =-8.6P,.; + 1200 para P (0) =Py

4- Solucao
Py=(Po-Po) [1 +K (a-A)]' +Pe

P, = (P, - 125)[-0,86] + 125

5- Condicdo de estabilidade: -1 <1+ K(a-A)<1
1+12(-1+02)+1+12.(-0,8)=1-9,6= -8,6

-8,6<-1

Conclui-se que o mercado ndo é estavel e, portanto, exibira oscilacoes
explosivas.

Duas consideracoes relativas ao significado econémico da proposicao
melhor esclarecem seu valor aplicacional & teoria do equilibrio, mais
especificamente, a estabilidade do equilibrio competitivo.

Primeira, o grau ao qual a estabilidade de um grupo de mercados depen-
de das velocidades de ajustamento. Dois casos se apresentam: (1) aque-
le no qual a inflexibilidade de certos precos é considerada um fator
estabilizador e; (2) aquele no qual os mercados sdo estaveis mesmo se
todos os precos forem respostas para diferencas entre oferta e deman-
da. Como denominador comum de ambos os casos, a medida que as
condigOes de estabilidade perfeita hicksiana nao sdo satisfeitas, a esta-
bilidade do sistema depende de uma inflexibilidade relativa de certos
precos.

Segunda, as condi¢bes que comandam as respostas de precos sdo muito
menos claras que as condi¢cées de demanda e oferta em mercados indi-
viduais. Significa dizer que, enquanto velocidade de ajustamento, sao
resultantes de fatores institucionais, tais como disponibilidade ou habi-
lidade de compradores ou vendedores no sentido de manter ou reduzir
estoques; as condicOes estaticas de demanda e oferta em mercados indi-
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viduais dependem das condic6es de maximizacido de lucros de produto-
res e consumidores. Consequentemente, os economistas matematicos
acreditam com mais propriedade em seu conhecimento acerca das con-
di¢cbes de demanda e oferta do que seu conhecimento sobre tais fatores
dinamicos, como velocidade de ajustamento do ponto de vista analitico
sistemas de mercado que sejam despidos de velocidade de ajustamen-
tos.

O passo seguinte, contributivo a estabilidade de equilibrio competitivo
devido ao professor Metzler, consistiu na prova de que em uma certa
classe de sistemas de mercado, estabilidade perfeita hicksiana era con-
dicdo necesséria e suficiente para estabilidade dinamica de primeira
espécie, definicdo estabelecida por Samuelson (1941, 1942). Contudo,
ele desenvolveu todo o seu esquema supondo que todas as mercadorias
existentes naquele sistema de mercado eram substitutos brutos (de-
manda marshalliana), diferentemente do que fizera Hicks (1939), que
utilizou o conceito de substituto liquido (demanda hicksiana). Proce-
deu-se a definicdo: todas as mercadorias sdo substitutos brutos quando
um aumento no preco da i-ésima mercadoria mantém inalterado todos
os outros precos, reduz-se o excesso da demanda para aquela mercado-
ria e aumenta o excesso da demanda para as demais. Formalmente,

OF,

W)‘O’ vV P j#k

Apo6s a definicdo de substituto bruto, o professor Metzler conduziu a sua
analise por meio do uso do teorema fundamental:

Proposicao 7: Se todas as mercadorias num sistema de mercado sdo
substitutos brutos, as condi¢des para estabilidade dindmica de primei-
ra espécie sdo idénticas as condicdes para estabilidade perfeita hicksiana.

O valor aplicacional da proposicao 7 é visualizado num exemplo numé-
rico estabelecido como elemento de apoio a compreensao teoérica. Su-
ponha uma economia constituida por duas mercadorias, cujas funcées
excesso da demanda estdo descritas abaixo:

E,=-2P,+P;+4
E:_3P| —3P:—3

cujo vetor de precos de equilibrio é P = (3, 2). Descreve-se:

1- a condicdo de substitutos brutos
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JE, o
. =2< 0 CE, — 41> 0
bl P,

o
FEEﬂ 2
oE, S oEz =435 0
0P oP;

2 - a condicdo para estabilidade

E=
3
aTrE=-2-3 . TrE=-5<0.
-2 I - -
BIE|= |, 4 |[E|= 6-3 - |E| =3>0.

3 - a condic¢do para estabilidade perfeita hicksiana.

21
- 3 3 -
O, = —CEl =-1<0
0P (-3) 0P+

2201
o 3 -3 -
-5 B % --1,5<0
oP, (-2) oP,

De onde se conclui que todas as condi¢des da proposicdo sdo satisfeitas.

5. O modelo de expectativas adaptativas

O artigo “A Theorem on Expectations and the Stability of
Equilibrium” de Kenneth Arrow e Alain Enthoven (1956) foi o pri-
meiro passo, do ponto de vista do rigor cientifico, na busca da rela-
cdo entre estabilidade dindmica e expectativa, ou seja, um sistema
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estavel dindmico que pode absorver efeitos de alguma extrapolacao
de movimentos de precos e, ainda assim, permanecer estavel.

Face a linha de raciocinio sugerida naquele artigo, e numa maneira
de estender e intensificar o estudo sobre a tema, Arrow-Nerlove
(1958) estabeleceram a relagdo entre estabillidade dindmica e uma
funcdo expectativa melhor elaborada, sugerida pela definicdo de
expectativas apresentada pelo professor Hicks em Value and Capi-
tal.

Uma hipétese basica de trabalho consistia em que mudancas no pre-
¢o esperado da i-ésima mercadoria em face das alteracdes nos pre-
¢os correntes eram comandadas pela relacdo: equacdo diferencial
linear de primeira ordem,

s %
P’ =P +n P, P. >0 eq. (1*)
onde
P’. & preco corrente da i-ésima mercadoria; P.> preco esperado

futuro da i-ésima mercadoria;

L]
P. > derivada do preco corrente da i-ésima mercadoria com respei-
to ao tempo;

n, > elasticidade de expectativas.

P’ -Pi - n P dbi _ P’i-Pi
dt dt n;
dP; Pi-Pi . dP; P’; P,
dt n; ~8 a " m  tTawm 0
dp; 1 P’ .
nsinit I = Pi — 1 i *
o + 7 S eq. (2%)

cuja solucdo é estabelecida como segue:
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1dt 1dt 1dt
g ; n; _| ni
J- ' Lj j o P dt +Py(0).e '[
n;

-1t 1t -1t

n; n;
Pi=e o Ic o Pli dt + Py(0). e
n;

-1t

Pi=e . Pie +  P(p).e ™

Pi=P’;+P,(0).e eq. (3%)

Realizam-se, entdo, algumas consideracoes relativas as informacoes dis-
poniveis concernentes a eq. (3*) quando utilizada a valoracdo de n.. Isso
significa dizer que:

[1] para n, =0, os precos correntes sdo esperados persistir e, desse modo,
afirma-se que as expectativas sdo estaticas, n, =0 > P =P’

[2] para n, > 0, algum multiplo da mudanca em precos foi adicionada ao
preco corrente de modo a atingir o preco esperado futuro e, por conse-
guinte, afirma-se que as expectativas sdo extrapolativas,

-1t

n=2->P=P+P(0).e 2

[3] para n, < o, os precos esperados ndo mudam tanto como os pregos
correntes.

n=-1 2P =P +P (0).e™"

Analiticamente, considera-se nao a idéia de expectativas de precos fu-
turos particulares, mas expectativas do nivel médio sobre o qual precos
futuros sdo esperados flutuar. Com efeito, o nivel médio sobre o qual
precos futuros sdao esperados denomina-se Preco Esperado Normal.

Em vista do paragrafo anterior, acredita-se que a influéncia de precos
mais recentes sobre expectativas deve ser maior do que a influéncia de
precos menos recentes, ou seja, P, exerce maior influéncia sobre o pre-
co esperado futuro do que P_. Significa dizer que o Preco Esperado
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Normal é uma média ponderada dos precos passados, em que os pesos
declinam a medida que o tempo passado é mais remoto.

Cumpre, neste momento, consagrar-se aquilo que Hicks (1939) chamou
de elasticidade de expectativas: coeficiente que mede a variacdo no
preco futuro resultante de variacdo no preco corrente de determinada
mercadoria. O campo de defini¢do plausivel para a elasticidade de ex-
pectativa é o intervalo (o0, 1). Significa que um preco particular passa-
do pode ter alguma influéncia, contudo, nao significa que quanto mais
remoto o preco considerado implica em levar as pessoas a pensar que o
preco normal prevalecerd. Com efeito, expressa o preco corrente como
um desvio do preco normal, ou seja, aquele preco prévio esperado pe-
los individuos e ndo como desvio de precos passados. Portanto, expres-
sa de forma matematica a elasticidade de expectativa como segue:

Pi()-Pi(t-1)
Pit- 1)=Pi (t-1)

= Bi eq. (4%)

quando assume que a variavel tempo é descontinua. Nesse caso, os pre-
cos sdao expressos em logaritmos e f, é a elasticidade de expectativa do
preco da i-ésima mercadoria, a qual é admitida constante. Considera-

¢Oes sdo feitas para retirar as informacoes disponiveis na eq. (4*):

1- para 3, = 0, alteracOes no preco corrente nao produziriam efeito sobre
o preco esperado normal;

2- para 3, = 1,0 preco corrente foi projetado em direcdo as expectativas
do nivel de pregos futuros pensado (idealizado) pelos individuos.

Quando utilizada a variavel tempo em termos continuos a eq. (4*) tor-
na-se uma equacdo diferencial linear de primeira ordem,

P'i=pBi (Pi-P) Bi=0 eq. (5%)
Pu=BiP - BiP - Pi+BPy=PBiP -
dP’ + BiP’i=PBiPi eq. (6%)

dt

Revista de Economia, v. 33, n.2 (ano 31), p. 65-90, jul./dez. 2007. Editora UFPR 87



FARIAS, T. A. A estabilidade do equilibrio em mercados multiplos

cuja solugdo é: P, (‘[)Ze'midt .Iefﬁidt . (BiPi) dt+P’ (0).e—JBidt
P’ ()=e Bt Jefit B Pdt+P (0), e b

P’ ()=e-Ft (P efit) +P° (0), e P

P ()=P(t)+P (0),c " eq.(7%)

onde P, (0) é o valor inicial do preco esperado normal.
Consideracoes feitas em eq. (7*) produzem:

1- para f, = 0, alteracOes em preco corrente nio afeta o preco esperado
normal;

B=0>P () =P, (t)+P° (0) .. P’(t)- P’ (0)=P (1)

2- para Bi = + oo, precos correntes sao esperados a persistir e, diz-se que,
as expectativas sdo estaticas.

Bi= too 2> P’ (t)= P. (t).

Conclui-se que o modelo de formacgdo de expectativas sugerido pela
definicdo de elasticidade de expectativas de Hicks (1939) fornece uma
representacdo razoavel do preco esperado normal em termos de precos
passados. Isso se confirma em vista das consideracoes levadas a efeito a
partir da eq. (1*), pois os resultados finais obtidos em eq. (5) sdo compa-
tiveis com aqueles gerados por eq. (1*). Ademais, as expectativas gera-
das pela eq. (7*) sdo chamadas expectativas adaptativas.

6. Consideracoes finais

No artigo fizemos uso dos panoramas histérico-institucional, historia
do pensamento econdmico, histéria da matematica e experiéncia vivi-
da pelos autores na construgdo de suas contribui¢ées. Dividimos o con-
texto analitico sobre a teoria da estabilidade em trés periodos: [1] raizes
da teoria da estabilidade em mercados competitivos — mercado tinico
(1870 a 1939); [2] teoria da estabilidade em mercados competitivos —
mercados multiplos — a exploracdo do uso de sistemas dinamicos ele-
mentares (1939 a 1958); [3] teoria da estabilidade em mercados compe-
titivos — mercados multiplos — a intensificacdo do uso de sistemas dina-
micos avancados (1958 a ...).
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No que se seguiu, descrevemos e discutimos somente o segundo mo-
mento da divisdo supra-estabelecida, a Teoria da Estabilidade em Mer-
cado Miltiplo no Periodo 1939-58: do modelo estatico simples de Hicks
(1939), de estabilidade em mercado tinico, passando pelos modelos de
establidade em mercados maultiplos de Hicks, Samuelson e Metzler, fe-
chando o periodo com o modelo dindmico simples de Nerlove (1958)
sobre expectativas adaptativas. Esse é o periodo considerado na litera-
tura sobre teoria da estabilidade como de alicerce para o desenvolvi-
mento de modelos mais sofisticados estabelecidos no terceiro periodo,
que inclui o processo non-tGntonnement e estabilidade global: 1958
adiante. Porém, isso é outra histéria, que pretendo discutir em novo
artigo que se encontra em elaboracdo, sempre na esteira dos grandes
doutos da literatura (Arrow, 1958, 1959, 1971; Eatwell et al 1990; Ingrao
1990; Walker 1987; dentre outros).
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