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Teoria da estabilidade do equilibrio
competitivo em mercado miultiplo
numa economia Arrow & Debreu
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Resumo: Este artigo tem por objetivo expor o debate contemporaneo sobre as
contribui¢des principais a teoria da estabilidade do equilibrio competitivo em
uma economia submetida a processos diversos de ajustamento: Tdatonnement e
NonTatonnement. Discutimos os principais resultados estabelecidos pelos autores
pertinentes a literatura sobre a teoria da estabilidade do equilibrio walrasiano.
Enunciamos e discutimos alguns dos principais teoremas. E primando pela didatica
realizamos exemplos numéricos, quando pertinentes, alguns nao estabelecidos nos
artigos originais e mesmo nos textos didaticos. Realizamos comentarios pertinentes
aos modelos apresentados, extraidos da literatura original.
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Abstract: This article focuses the principal contributions to competitive equilibrium
stability theory on Arrow- Debreu Economy. Discuss on walrasian equilibrium
stability theory: theorem principals and basic numerical examples. This article
also focuses Tatonnement e NonTatonnemen adjustment mechanisms.
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FARIAS. A. Teoria da estabilidade do equilibrio competitivo...

Introducao

A literatura especializada referente a teoria da estabilidade do equilibrio
competitivo esta dispersa em artigos e livros especializados (por exemplo,
Arrow-Hahn 1971) o que dificulta ao leitor nao versado na literatura mate-
matica avancada — analise funcional , topologia diferencial, geometria dife-
rencial e sistema dindmico — al¢ar voo na compreensao dos textos e mesmo
na questdo metodologica que 14 est4 por tras. Com o propésito de traduzir
para uma linguagem mais acessivel e introduzindo o leitor ao método na
configuracao do equilibrio geral, acredito estar contribuindo para a divulga-
¢ao e gosto pelo estudo da literatura especializada (Debreu 1959, 1976, 1984;
Menezes 1993).

Nosso artigo esté configurado conforme a construcao de sequéncia de modelos:
[1] primeiro,focalizamos a metodologia utilizada na elaboracao do edificio de
equilibrio geral;[2] segundo,fixamos o cenério analitico construindo um mo-
delo preliminar utilizando a metodologia adequada e neste topico destacamos
a solucdo analitica de exercicios — que motiva ao leitor acessar a literatura
original sobre a configuracao do equilibrio geral;[3] terceiro, fixado o alicer-
ce reconstruimos os modelos de configuracao da estabilidade do equilibrio
competitivo dispersos na literatura sob a 6tica de sequéncia encaixante das
ideias e proposicoes principais;[4] encerramos o artigo carregando o leitor na
direcdo dos principais programas de pesquisa em aberto, sendo que alguns
correspondem a continuidade do modelo Arrow-Debreu com adi¢oes de novas
ideias, a medida que outros seguem em direcdo oposta operacionalizando
modelos de equilibrio em concorréncia imperfeita, jogos e crescimento eco-
nomico, todos tendo como foco a teoria matemaética de estabilidade (Farias
1987,1999, 2007).Este artigo é uma continuacio da pesquisa publicada por
Farias (2007) na medida que focalizamos o periodo (1958-1990) que utiliza
intensivamente técnicas analiticas fundamentadas nos sistemas dinamicos
para a construcao da teoria da estabilidade do equilibrio competitivo.

1. Cenario analitico

O tratamento analitico da teoria do equilibrio geral sob contetido axiomaético
teve inicio nos anos 50, mais precisamente a partir dos estudos realizados
pela equipe de pesquisadores da Comissao Cowles. A conduta de pesquisa
baseava-se na construcao e solucdo de modelos econémicos puros e aplicados
no campo da teoria do equilibrio geral, focalizando a existéncia, unicidade
e estabilidade, concomitantes estudos sobre problemas econométricos. O
contetdo do conhecimento matematico utilizado para construir os mode-
los econémicos ja estava consolidado: topologia geral, sistemas dinamicos,
programacao matematica deterministica e estocastica, analise convexa e
topologia diferencial.
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Padroes da axiomatica formal sdo estabelecidos (Eves 1990). Primeiro, o dis-
curso contém um conjunto de termos técnicos, tais como: elementos, relagoes
entre os elementos, operagoes a serem realizadas sobre os elementos, que sdo
deliberadamente escolhidos como termos indefinidos e sdo denominados os
termos primitivos do discurso.

Segundo, o discurso contém um conjunto de proposicoes sobre os termos
primitivos que s2o livremente escolhidas como proposicoes indemonstraveis
e sdo denominados os postulados (ou axiomas), P, do discurso (Eves 1990).

Terceiro, todos os outros termos técnicos do discurso sao definidos por meio
dos termos anteriormente introduzidos.

Quarto, todas as outras proposicoes do discurso sao logicamente deduzidas
das proposi¢Oes anteriormente aceitas ou estabelecidas e sio denominadas
os teoremas do discurso.

Quinto, para cada teorema do discurso s6 uma proposicao correspondente, que
pode ou néo ser formalmente estabelecida, existe que afirma que o teorema
particular é logicamente derivado dos postulados.

Sexto, o postulado P implica o teorema T. E fica estabelecida a forma de rea-
lizacao do edificio da teoria do equilibrio geral quando da passagem das eco-
nomias na versao Walras-Hicks-Samuelson—Metzler (1945) —Lange (1944),
para a economia Arrow & Debreu nos anos 50 (Hahn 1958,1961; Negishi 1958,
1961, 1962 ; Walker 1987; Mukherji 1973, 1995.).

Estabelecida a formalizagdo axiomatica realizamos a discussao dos conceitos
e proposicoes elementares relativos aos problemas de existéncia e unicidade e
construimos a Economia Arrow & Debreu com o propoésito de tratar a teoria
da estabilidade no periodo 1958 - 1960 até o instante do rompimento anali-
tico produzido pelo trabalho de Scarf (1960), descartando o Tatonnement
sob a condicdo principal de substitutibilidade das mercadorias presentes no
sistema econdmico.

Debreu, em 1952 (apud 1995 : 50-58), escreveu um artigo que tratava da
prova da existéncia de um equilibrio para um sistema mais geral composto
de agentes econdmicos. Dois anos mais tarde, Arrow & Debreu (1954) escre-
veram um artigo mais contundente que tratou da prova da existéncia de um
equilibrio em um modelo integrado de producao e consumo.

Na verdade, para a prova da existéncia de um equilibrio geral podem ser uti-
lizadas técnicas diversas: (1) aplicacoes do teorema do ponto fixo de Brouwer
(Diewert 1974) e teorema do ponto fixo de Kakutani (Arrow & Debreu 1954);
(2) algoritmos combinatorios para a computac¢ao do equilibrio geral aproxi-
mado (Scarf 1960); (3) processos diferenciais convergindo para o equilibrio
geral denominado anélise global (Smale 1976a e 1976b); (4) a teoria do indice
do ponto fixo de um mapeamento (Dierker 1972).

Revista de Economia, v. 36, n. 1 (ano 34), p. 67-100, jan./abr. 2010. Editora UFPR 69



FARIAS. A. Teoria da estabilidade do equilibrio competitivo...

Em equilibrio geral, precos de equilibrio sdo interpretados como aqueles
precos que coordenam os planos de compra e venda de todos os agentes na
economia. Walras (1874) estabeleceu apenas um tratamento superficial sobre
o problema da unicidade do equilibrio, enquanto que Wald (1951) apresentou
um tratamento sistemético sobre o problema da unicidade sugerindo cami-
nhos de prova de natureza analitica.

Com o proposito de elaborar proposi¢des que revelam a natureza formal do
problema da unicidade do equilibrio (problema intrinsecamente ligado ao
problema de estabilidade) é fundamental que se introduzam as propriedades
da funcao excesso da demanda: Homogeneidade, Lei de Walras, Desejabili-
dade e Diferenciabilidade.

Duas proposi¢oes importantes sdo enunciadas e motivamos seu entendimento
através de exercicios numéricos.

Proposicao 1: O sistema de preco é um sistema de equilibrio se E(P) = 0
(Allingham 1990: 324-327) .

Exemplo 1. Seja uma economia que possua duas mercadorias e é representada
pelo sistema (E1 e E2 denominamos as funcoes excesso de demanda para as
mercadorias 1 e 2, P1 e P2 chamamos precos das mercadorias 1 e 2),

E1='P1+2P2'4
E2= P1‘P2 +1 (Eq .1)

cujo vetor de preco solucao é P = (2,3)

Proposicido 2: Se P € £ conjunto de precos, entaiot P € & ¥t > o,
de modo que admite-se que o vetor de preco de equilibrio P seja tnico se
q € € implica a q = t*P, V't > o (Allingham 1990: 324-327) .

Exemplo 2: Fixemos & ={(2,3);(4,6) }.SejaP = (2,3) e estabeleca t = 2. Dai,
faca que q = (4,6) .q =2 * (2, 3) ..q = t*P.Logo, P € vetor tnico de equilibrio
porque o seu multiplo nao é solucao.

A economia é dita regular se E(P) é de posto completo V P € & O ntimero
de equilibrios em uma economia regular é finito, cuja prova é realizada pelo
uso do teorema do indice de Poincaré — Hopf (Allingham 1990: 324-327;
Dierker 1990: 261-268).

Do resultado acima derivamos dois corolarios importantes.
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Corolario 1 : O nimero de equilibrios em uma economia regular é impar

(Dierker 1990: 261-268).

Corolario 2 : Se E (P) é negativo para todo P € €, entio o equilibrio é tini-
co

(Dierker 1990: 261-268).

Exemplo 3. Suponha que existe uma economia com duas mercadorias cuja
representacdo € realizada através do sistema ndo normalizado : E e E,
denominam-se as funcdes excesso de demanda para as mercadorias1e2, P,
e P, sdo os precos das mercadorias 1 e 2, dai,

E1= 'P1+ 2P2'3

E2=P1'P2—1 (Eq .2)
cujo vetor de prego de equilibrio € P=(2,3) quando E, =0 e E, = 0.
Dai, calcula-se

dE,  GE,
Py 8P

[E(P) = dE; Bz
P &P,

EFR)|= : f E(P) [= -1 =D

O que implica que P = (2,3) é Ginico.

Uma defini¢io de extrema importancia para o desenvolvimento da teoria da
estabilidade é descrita como segue: uma economia com funcio excesso da
demanda E tem a propriedade de preferéncia revelada se P. E(q) > 0 sempre
que PE Eeq¢& €.

Exemplo 4: Suponha uma economia que possua duas mercadorias, que é
representada pelo sistema (E e E, denominados funcdes excesso de demanda
para as mercadorias 1 e 2 ,q, e q , chamados precos das mercadorias 1 e 2 ),
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dai,

E (q,9,) =-q,+2q9,—-3

E,(q,q,) =q, -q,+1 (Eq.3)

e faca g = (2,5) um novo conjunto de precos e que

E (2,5)=5 e E,(2,5) =-2.Dai, P.E(q)=(1,2).(5,-2) ..

P.E(qQ) =15+ 2.(-2) .. PE(Q=5-4 -

P.E(q) = 1>0

Uma observacdo importante é que se todos os agentes sdo idénticos (pre-
feréncias e dotacoes iguais) a economia tem a propriedade de preferéncia
revelada. De fato, a razdo essencial pela qual a propriedade mantém-se é
que, se todos os agentes sao idénticos néo existe troca no equilibrio. Este
resultado ¢ utilizado por Arrow e outros em teoremas nos artigos de 1958:
Arrow-Hurwics (1958) , Arrow-Macmanus (1958) , Arrow-Nerlove (1958); e
Arrow , Block e Hurwics (1959).

Propriedades importantes para a construcao dos modelos de equilibrio geral
sdo estabelecidas. Na primeira, uma economia com funcio excesso da de-
manda E tem a propriedade de substituto bruto forte se P, > gi e P, = g, para
cada i # jimplicando que E, (P) > E. (q) Vi=#j. Na segunda uma economia
com funcao excesso da demanda E tem a propriedade de substituto bruto
fraco se P, > q,e P, = g, para cada i #j implicando que E(P)> E (q),Vi #]
(Mckenme 1960; Hotaka 1971).

Duas proposic¢oes fundamentais sao derivadas das propriedades acima. Pri-
meiramente, a propriedade de substitutibilidade bruta implica a propriedade
de preferéncia revelada. Em segundo lugar, a propriedade de substitutibilidade
bruta implica unicidade do equilibrio. E salienta-se que as propriedades de
preferéncia revelada e substitutos brutos (forte e fraco) nao dependem da
diferenciabilidade.

Finalmente, deve-se observar que o estudo sobre a estabilidade global do
equilibrio competitivo esta diretamente ligado ao método direto de Lyapunov
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que depende do uso da func¢do Lyapunov. Diz-se que V é uma funcao Lyapunov
se atende a trés condicoes:

1 V(P) > o, P#P, 2 V(Pe) = o
3V(P) < o, P#P.

E a partir da defini¢do da fun¢ao Lyapunov € possivel estabelecer um resul-
tado importante: se V> o sempre que P #P_, o equilibrio € dito globalmente
estavel. Este resultado é amplamente utilizado na construcao dos modelos de
equilibrio geral quando do tratamento na teoria da estabilidade em economias
com vetor de precos globalmente estavel e pressupde que o equilibrio é tinico
e que este ndo é o caso geral da economia Arrow—Debreu.

3. Fundamentos da teoria da estabilidade do equilibrio
competitivo - O processo de ajustamento de precos no
sistema econdémico: Tatonnement

Tatonnement (Nikaido 1960; Arrow & Hahn 1971; Walker 1987) é um meca-
nismo de ajustamento explicito que comanda a maneira pela qual precos e
quantidades demandadas e ofertadas mudam no tempo em resposta a uma
perturbacio do equilibrio. Sua caracteristica principal é que a troca toma lugar
somente quando um vetor de precos de equilibrio é anunciado e a dotacgao
inicial dos individuos permanece a mesma durante o periodo de ajustamento
do sistema econdmico. Este é o mecanismo de ajustamento de precos cuja ori-
gem remonta a Walras e utilizou Hicks (1939), Samuelson (1941, 1942 ,1947),
Lange (1944), Metzler (1945) e Arrow e outros (1956, 1958, 1959, 1960), € 0S
economistas matemaéticos japoneses Uzawa e Negishi, antes da contestacio
realizada no inicio dos anos 60 por Scarf (1960) e Gale (1960).

O estudo da teoria da estabilidade do equilibrio competitivo baseado numa
estrutura da economia Arrow & Debreu tem seu inicio com os artigos de
Arrow & Hurwicks (1958), Arrow, Block e Hurwics (1959).

No primeiro artigo (1958) os autores priorizam o problema da estabilidade
dindmica de um mercado perfeitamente competitivo que possui um me-
canismo de ajustamento de precos proporcional ao excesso da demanda.
Formalmente,

dP.= K . E(P) (Eq. 4)

dt
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Elabora-se o artigo iniciando-o com a apresentacao dos conceitos dinamicos
fundamentais a compreensao do problema da estabilidade dindmica de um
mercado perfeitamente competitivo: ponto de equilibrio, equacoes do meca-
nismo de ajustamento dos precos, estabilidade local e estabilidade global.

Estabelecidos os conceitos fundamentais, Arrow & Hurwicks (1958) descrevem
os processos de ajustamento de precos que sao utilizados como meio para es-
tudar o problema da estabilidade no mercado competitivo multiplo: processo
de ajustamento instantaneo e processo de ajustamento defasado.

Exemplo 5. Suponha uma economia comandada pelo processo de ajusta-
mento de precos

dP =k.E(P) (Eqg.5)
dt

cujas funcdes de oferta (S) e demanda (D, ) sdo descritas abaixo,

D, = aP +b

t

S, =AP,+B (Eq.6)
Substituimos as equacoes na definicio de E(P) :
E(P) =D (P) - S(P)

E(P)=aP+b-AP-B
E(P)=(a-A).P+(b-B)
d_P =k[(a-A). P+(b-B)]

dt
P=(P -P).ek@dtp

P_¢ dinamicamente estavel pois P-> P, quando t= ose (a - A) < 0 com fun-
¢oes oferta e demanda com inclina¢Ges convencionais.
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Os resultados provenientes da elaboracao do modelo com os elementos
tracados nos conceitos fundamentais e mecanismo de ajustamento sio colo-
cados como segue. Primeiro, eles estudaram situacoes de mercado no qual
nao existiam troca em equilibrio:(1) caso de individuos idénticos, (2) caso
de uma distribuicdo de recurso inicial Pareto-6timo. Segundo, elaboraram
o caso para duas mercadorias. Terceiro, elaboraram um modelo que tratava
do caso no qual todos os bens eram substitutos brutos em todos os precos.
Realizaram uma incursao no caso em que os bens fossem considerados com-
plementares, também.

Nas trés situagoes consideradas foram realizados aperfeicoamentos dos
estudos anteriormente estabelecidos por Walras, Hicks, Samuelson, Lange
e Metzler. O resultado fundamental derivado de todos os casos estudados:
o sistema é estavel sob o processo de ajustamento em um mercado perfeita-
mente competitivo.

A aplicacao direta das definicoes do paragrafo anterior é caracterizada pelos
seguintes teoremas:

Teorema 1: Em uma economia de troca pura, se nao existe troca em equi-
librio, entdo o equilibrio é localmente est4vel para quaisquer velocidades de
ajustamento de precos.

Exemplo 6. Suponha uma economia cujas fungoes de oferta (S,) e demanda
(D,) sejam:

D,=100-5.P.
(Eq.7)
S,=50+5.P,

Substituimos as equacoes na definicao de E(P) :

E(P) = 100-5P - 50 - 5P, E(P) = 50 -10P

Em seguida colocamos E(P) no mecanismo de ajustamento:

dE(P)
dt

=k.(50-10P)

cuja solucio é descrita abaixo
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P=(P, -P).ekto) 4 P

e quando t-> oo implica P-> P, ou seja, P_ ¢ dinamicamente estavel.

Este teorema ¢ aplicado nos seguintes casos: (1) economia que possui um
Gnico consumidor; (2) economia na qual todos os consumidores possuem
preferéncias e dotagdes iniciais idénticas; (3) economia na qual as dotacdes
iniciais dos consumidores sao de tal maneira que um 6timo de Pareto existe
no ponto de dotacdo inicial.

Teorema 2: O sistema dinamico é localmente estavel e também tem esta-
bilidade Hicksiana se todas as mercadorias sao substitutos brutos. Formal-
mente,

a_Ei = b;<0, Vi

oPs (Eq.8)
OB = byj>0, Vi#j

aP;

Exemplo 7: Suponha uma economia cujas funcoes excesso da demanda sao
as seguintes:

E,=-4P,+3P, - 6
(Eq.9)

E =P -P -1
37 T2 T3

1. Primeira condicdo: b22 < 0 e b33 <0

0E; = 4<0
P,

D
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J0E; = 1 <.
oP,

2. Segunda condicdo: b23 >0 e b32 >0

9Bz = 1350
aP,
OE; = +1>0
oP,

e o sistema é localmente estavel, cujos célculos sdo descritos abaixo

J = = 4-3# 0 :condiglo de existéncia do sistema de precos

Fazendo as equactes do sistema supra descrito igual a zero :

O par (2,3) é o vetor de precos de equilibrio.

Teorema 3: Um sistema que possui um equilibrio tinico e satisfaz o axioma
da preferéncia revelada no agregado é globalmente estavel.
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Exemplo 8. Considere uma economia cuja funcio excesso da demanda é nao

linear

E= {5_ - 2] velocidade de ajustamento k = 4
P

Substituimos a equagao E(P) no mecanismo de ajustamento :

dp= k. |5 -2
dt P
Fixando de modo conveniente a fun¢do Lyapunov:

V(P)= (P-Pe)*  funcio Lyapunov.

Derivando a fung¢do Lyapunov em relacao a variavel tempo:

dV -5 (p-p).dP
dt dt

Preparando a funcao derivada :
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Pe=2;5 preco de equilibrio

Substituindo o valor de P na funcao derivada Lyapunov:
dv=2. (P-2,5.4.(5 -2
dt P

3_:7=8. [P—2,5].[4I5)L -2] <0

dV = -4.(2P-5)2 <0, VP>o0
dt P

Conclui-se que Pe = 2,5 é um preco de equilibrio dito globalmente estavel.

Comentario: Assinalamos que o uso do axioma da preferéncia revelada é
estabelecido para caracterizar o tipo de economia que foi constituida. O uso
do método de Liapunov é compativel com uma economia com esta caracte-
rizacao.

No segundo artigo, Arrow, Block e Hurwics (1959) estenderam os resultados
do artigo de autoria de Arrow & Hurwicks (1958) em varias dire¢oes. Primei-
ro, fornecem uma prova de estabilidade global na medida que consideram
todos os bens como substitutos brutos. Este resultado mostra-se valido para
processos nos quais o mecanismo de ajustamento de preco é preservador de
sinal continuo, porém nao para mecanismo de ajustamento de preco no qual
exista proporcionalidade em relacio a funcao excesso da demanda. Segundo,
tratam com sistemas nos quais uma das mercadorias desempenha o papel de
numerario (sistema normalizado) e com sistemas nos quais todas as merca-
dorias sdo tratadas simetricamente (sistema nao normalizado).

Exemplo 9: Suponha uma economia cujas func¢des excesso da demanda séo
descritas:

1. Sistema normalizado (existéncia de numerario).
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P=(P.,P:,P5) >0 E.=-2P, +P3 +1 (Eq.11)
E3 = P2 - P3 +1

vetor de precos de equilibrio P= (1,2,3).

2. Sistema nao normalizado (nao existéncia de numerario).

E1 = 'Pl + 2P2- P3
P= (P1,P2,P3) >0 E2 = P1 - 2P2 + P3 (Eq12)
E,=-P, + 2P,- P,

vetor de precos de equilibrio P= (2,3,4).

Arrow, Block e Hurwics (1959) descreveram os modelos estaticos e dinamicos
que foram utilizados como base para construirem os principais resultados.

Definiram também o preco ndo normalizado da k-ésima mercadoria como
sendo sempre nao negativo, ou seja, nenhum preco fora utilizado como
numerario. Conhecido o prego estabeleceram a funcio excesso da demanda
do i-ésimo individuo para a k-ésima mercadoria de modo que pudessem
definir a restricdo orcamentéria do i-ésimo individuo. Assim, com o intuito
de generalizar o resultado, agregaram as funcoes excesso da demanda indi-
vidual e, deste modo, estabeleceram a funcao excesso da demanda agregada.
Impuseram que a funcao excesso da demanda atendia a propriedade de ser
homogénea em relacdo ao preco com o propoésito de evitar o problema da
ilusdo monetéria. Utilizaram esta propriedade para ambos os sistemas: nor-
malizado e ndo normalizado.
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Comentarios: O ndcleo do artigo estabelece os elementos fundamentais refe-
rentes aos conceitos de substitutibilidade na forma incremental e na forma
diferencial. A diferenca entre ambas as formas é que a segunda, associada
com a lei de Walras, implica na positividade do vetor preco de equilibrio.
Formalmente, estabelece a condicao de substitutibilidade bruta na forma
incremental, a condicao de substitutibilidade bruta na forma diferencial, a
condicao de substitutibilidade bruta equivalente a condi¢ao de substitutibi-
lidade bruta na forma incremental, e a condi¢ao de substitutibilidade bruta
modificada.

As trés primeiras condicoes sao utilizadas na derivacao dos principais resul-
tados estabelecidos na Se¢ao 3, enquanto que a quarta condicao é utilizada
na derivacao do teorema 1 apresentado no artigo original.

O resultado principal sobre a estabilidade do equilibrio competitivo sob a
condicao de substitutibilidade bruta é realizado. Para tornar possivel a rea-
lizacao do resultado principal é estabelecido um roteiro:

LEMA 1: Sob as hip6teses de homogeneidade e substitutibilidade da fungao
excesso da demanda, o vetor de preco de equilibrio é unicamente determinado

até um muiltiplo escalar.

LEMA 2: Sob as hipoteses de substitutibilidade bruta, homogeneidade e lei
de Walras, temos:

YP{E®P)-E}>o0
J

para qualquer P > 0, P # A P para qualquer : A > o.

LEMA 3: Sob as hipdteses de substitutibilidade bruta e homogeneida-
de,v P> o0,

P#LP VA>0

P /P’ =max, P /P,
Implica que
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E.(P)-E <o

E.(P)-E.>o0

E os lemas 1, 2 e 3 s3o diretamente utilizados na demonstracao do resultado

principal:

Teorema 4: Sob as hipoteses de substitutibilidade bruta, homogeneidade
e lei de Walras, o processo Tatonnement é globalmente estavel.

Exemplo 10. Imagine uma economia que possui trés mercadorias, uma das
quais é o numerario (P1) que é representada pelo sistema de equacdes a

seguir:

P3
Eb= ———
° P2 + P3 (Eq13)
P,
E, =
P>+ P;

cujo desenvolvimento é estabelecido como segue:

1. condicao de substitutibilidade bruta

OE» P-
= >0
aPS (Pz + Pg)2
P
8E3 - 3 >0
0P- (P2 + PQ)2
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2. Condigao de homogeneidade

AP3

Es(APp, AP3) = ——————— ' E,(APy, AP;) =

2(AP3, AP3) (\P, + 7Py) 2(AP2, AP3) = Ex(P,, P3)
3. Lei de Walras

APs

E3(APy, AP;3) = m E3(APy, AP3) = E;(P,, P3).

2P,P;
ZEi.Pi =0 E;P, +E3P3; =0 P, + Ps =0

Comentario: Enfim, Arrow, Block e Hurwics (1959) provam a estabilidade
global do mercado competitivo para um caso especial, ou seja, para o caso
no qual os bens sao todos considerados substitutos. Uma caracteristica im-
portante deste resultado é a ampla generalidade do ajustamento de precos;
a taxa de mudanca de preco nao € necessariamente proporcional ao excesso
da demanda, contudo, é assumido ser unicamente uma funcao preservadora
de sinal do excesso da demanda.

4. Scarf e o ataque frontal ao Tatonnement

A publicacdo dos artigos de Scarf (1960) e Gale (1960) expdem alguns resul-
tados que contestam aqueles estabelecidos por Arrow e outros: o sistema eco-
nomico representado pelo sistema dinamico gerado por sistemas de equacoes
diferenciais ou diferencas sao estaveis. Tanto Scarf (1960) quanto Gale (1960)
apresentam exemplos numéricos convincentes em que o sistema econémico
pode apresentar instabilidade quer sob a 6tica local ou global.

A questao central é: o processo Tatonnement apresenta-se geralmente es-
tavel sem quaisquer restri¢oes tal como substitutibilidade bruta? Segundo
Scarf (1960), a resposta é negativa. Imagine uma economia constituida por
trés individuos e trés mercadorias e considere as funcoes utilidades de cada
individuo como representadas formalmente:
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v.@,,q, 9,,)=min(q,,q,) U,(q,,4q,,d,,) =min(q,,q,,)
U, (q,,q,,, 4,,) =min(q,, q,)

com a correspondente dotacdo de mercadorias

Qi = 1parai=j
oparai#j

Regra de comportamento: cada individuo deseja duas mercadorias que sao
perfeitamente complementares, ou seja, na razao de um a um. Graficamente,
para quaisquer duas mercadorias:

iz 4 ? S Qa1 4

v
N
N

11 Q22 Q33

Tarefa principal : estabelecer as restri¢des or¢camentarias dos trés individuos
e as fungdes excesso da demanda para cada mercadoria. Sejam P, P, P, os
preos das mercadorias 1,2, 3esejam E , E , E_ as fun¢Ges excesso da demanda
para cada mercadoria 1, 2 e 3, formalmente,

Pq,+P,q,= flqu : restricao orcamentaria do individuo 1
Pq,, + P, =P g, : restricdo orcamentaria do individuo 2
Pgq,+Pgq, =133q33 : restricdo orcamentaria do individuo 3
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E. =Q1'Ci-'- E1=(qn+q21+q31)-(q; +@1+ q3_1)

g1 = Qa2 eq:= 1

1 Piqii+Poqui=Py. q;

P.. (qu - q_u) + P2q12 =0 .. P. (q11' 1) + P2q11 =0 .. P1q11 + P2q11 =P

P. (Qu-1) + P.qii=0 .. Piqu + Poqu =P,

P
qu - (Py+Py)=P, .. qu: = TIPQ

Qu-qu= _ P -1.qu-qu= Pi-Pi-P2
P, +P,
P, +P,
P,
Qu = Gu =" —————
11 11 Pl 4 P2
2 qusl + P3q33 = Ps'qss

qu31 + Paq33 = P3 qu31 + P3q31 = P3

P;
q,, (P + Pg) = PS. . qslzw
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3 E=(q,-q)+q,

Ei=- P2, Ps
P1 + P2 Pl + P3
Simultaneamente,

B P, P,
2= P,+ P, P, +P,

P: P,
E =- +
P;+ P, P, + Py

Observa-se em seguida que a condicao de substitutibilidade

OE;
>0 (Eq.14)

é violada, pois derivando-se as equacOes acima temos:

_OE,  (@y+Py)a1-P,(1) P +P,-P, P,
OP» (P1 + Py)2 (P, +P,)2 (P1 + Py)2
aE2 _ (Pz + Pg).l— Ps(l) _ Pz + P3 - P3 _ Pz
an (P2 + P3)2 (P2 + P3)2 (Pz + P3)2
OBy (P3+P)a-P(1)  P3+Pi-Pr Ps <0
aPl (P3 + Pl)2 (P3 +P1)2 (P3 + P1)2
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que conduz ao calculo do vetor de preco de equilibrio

Ei= 0 <> P s« p-p P.>0
=0 = = N
' P,+P, P,+P, e '
P, P,
Eo= 0<¢=> = &> Py;=P, P.>0
* P.+P3; P+ P> s ' :
P P
Eq= 0<= : 2 <& P,=P, Py>0

P;+ P, P+ P,

V(Pl,P2,P3) ondeP=P,6 = P

3

A avaliacdo do comportamento do processo de ajustamento de preco € des-
crito a partir de

%TP(_U = E[P(D)] , (Eq.15)

d[P12 + P22 + P32] - 2P1 . @+ oP . dP2 + 2Ps3. dps
dt dt dt dt

Pela Lei de Walras

d(pPP) =P,.P .dP +P P .dP, + P.P, .dP

1 2 3 3

dt dt Tdt dt
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d (PIEEPS) =P2P3E 1+ P1P3E2 + P1P2E3

d(PP-Py) - o
dt

Resultante das equacoes estabelecidas acima temos: (1) ndo existe efeito-
substituicao, (2) a curva de indiferenca nao é estritamente concava a origem,
(3) a curva de indiferenca tem uma quebra e portanto nao é diferenciavel,(4)
existe somente efeito-renda.

E conhecido que Scarf (1960) impde uma dificil e amarga derrota momen-
tanea ao mecanismo de ajustamento de precos — Tatonnement — quando
apresenta situacoes em que as hipoteses sob as quais o modelo ortodoxo se
assentava, substitutos brutos ou axioma fraco da preferéncia revelada ou
diagonais dominantes falhavam a medida que o sistema econdémico abstrato
nao convergia para o vetor de precos de equilibrio. Como uma maneira de
contornar esta situacdo, foram elaborados inimeros trabalhos que contribui-
ram de forma decisiva para recuperar o prestigio do processo de ajustamento
ortodoxo, porém, nao mais utilizando-se hipdteses generalistas, e sim, estudos
de casos. Destacam-se: Uzawa (1960, 1961, 1962); Arrow (1961, 1962, 1971);
Quirk (19770); Habibagahi e Quirk (1973); Hotaka (1971); Gordon (1974); Smale
(1976); Tarr (1978); Kamyia (1990) e Mukherji (1973, 1995).
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5 A teoria da estabilidade no sistema econémico
apos o ataque frontal de Scarf

Nesta Secdo a abordagem consiste dos pontos a seguir. Primeiro, é feita a
apresentacao e discussao detalhada dos principais mecanismos de ajustamen-
tos de precos Non-Tatonnement: (1) Processo de Edgeworth caracterizado
e discutido em Uzawa (1962) e Hahn (1962); (2) Hahn & Negish (1962); (3)
Green (1974). Segundo, realiza-se uma incursao na aplicacao da analise global
no campo da teoria do equilibrio geral, incluindo um exercicio numérico.

5.1 Fundamentos do pro-
cesso de ajustamento de precos no sistema econémico:
Non-Tatonnement

Face aos resultados encontrados, Scarf (1960) e Gale (1960), economistas
matematicos, trataram de desenvolver um mecanismo de ajustamento ex-
plicito no qual a troca ocorre em cada valor anunciado do vetor de preco e
a dotacao dos individuos participantes do mercado muda continuadamente
ao longo do processo de ajustamento do sistema, que denominaram Non-
Tatonnement. Dois processos de ajustamentos dos sistemas de precos na
versao Non-Tatonnement foram estabelecidos e se tornaram cléssicos: Pro-
cesso de Edgeworth em Uzawa (1962) e Hahn (1962), Processo de Hahn &
Negishi (1962) e Green (1974) .

O processo de ajustamento do preco Uzawa (1962) e Hahn (1962) fundamenta-
se na hipotese de que cada individuo participa na troca a medida que a mesma
incrementa a satisfacdo do individuo. Portanto, é admitido que a utilidade
do estoque de mercadorias mantido pelos consumidores individualmente
aumenta ao longo do periodo de tempo como um resultado das transacoes.
Em vista da hipotese estabelecida pelo processo Uzawa (1962) e Hahn (1962),
é possivel tragar algum comentario pertinente ao modelo. Primeiro, a hipotese
exige grande quantidade de informacao do sistema econémico, facilitando
a construcao de exemplos nos quais somente a troca pareto-6timo exige a
participacao de muitos agentes economicos. Segundo, a hipotese de que troca
raramente ocorre quando participantes, individualmente, aumentam utilidade
é somente um atrativo quando agentes econdmicos sao considerados ingenu-
amente esperando por precos constantes e transacoes finalizadas.
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O processo de ajustamento de preco de Hahn & Negishi (1962) est4 baseado
na hipétese de que se existe um excesso de oferta de uma determinada mer-
cadoria, entdo todos os compradores potenciais desta mercadoria podem
realizar seus desejos. Ademais, se existe um excesso da demanda para uma
determinada mercadoria, entio todos os vendedores potenciais podem realizar
seus desejos. Contudo, se os mercados sdo suficientemente bem organizados
nao existira excesso de qualquer ordem. Um resultado importante é derivado
da hipo6tese do modelo:

Teorema 5 - No sistema econdmico, a troca ocorre somente quando o sinal
do excesso da demanda para qualquer mercadoria individual é o mesmo do
excesso da demanda para aquela mercadoria no agregado (Hahn & Negishi
1962).

Exemplo 11. Seja uma economia, que possua duas mercadorias, representada
pelas equacoes:

E1 = '3P1 + PQ

(Eq.16)
E.= P:-2P»

e as derivadas parciais primeiras das fun¢oes excesso da demanda indivi-
duais,
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OE, = -3<0 e JE, = 2<
oP, 0P2

E, em seguida, agregam-se as funcoes excesso da demanda individual e
obtém-se

E(P1, P2) = Z Ei .. E(P1, Pz) = (-3P1 + Pz) + (Pl - 2P2)

E(P,P,)=-2P -P,

Deriva-se a funcio excesso da demanda agregada e obtém-se

QE=_2<0 JE = -1<0
oP4 0P,

que atendem ao resultado esperado.

O professor Green (1974) descreveu o processo pelo qual a solucdo final era
alcancada através de uma sequéncia de lances. Cada lance é comparado a
um contralance que representa uma alocacao viavel que poderia ser utilizada
para bloqueé-lo. Na verdade, nenhum bloqueio adicional foi possivel para
que o lance final fosse realizado pelos individuos que constituiam o sistema.
Nenhuma atividade de fato acontecia enquanto o processo de recontratacao
ainda estivesse por estabelecer-se. Com efeito, o conjunto de todas as com-
binagoes de utilidade viabilizada pelos membros da coalizdo eram fixados
ao longo do curso da barganha. Este fato é derivado do processo Walrasiano
Tatonnement no qual os excessos da demanda sdo registrados pelos usos de
tickets, e pregos ajustam-se a medida que o excesso da demanda converge
para zero — somente entao a troca ocorre. Conclui-se que os resultados da
teoria da estabilidade tradicional referente ao processo Tatonnement esta-
belecem que quando t > «wprecos tornam-se arbitrariamente préoximos dos
precos de equilibrio. Significa dizer que sob a 6tica TGtonnement, os indivi-
duos realizarao de fato qualquer troca desde que eles devam sempre esperar
que os pregos convirjam para o vetor de precos de equilibrio. Assim sendo,
o resultado obtido por Green é de natureza diferente daquele estabelecido
pelo Tatonnement. Ou seja, a probabilidade que o lance atual ndo esteja no
core aproxima-se de zero quando t cresce. Portanto, a realizacao da troca de
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mercadorias por mercadorias, barganha, tomara lugar num periodo finito de
tempo com certeza (probabilidade 1) o que implica o processo Tatonnement
como hipétese bem mais simples a tolerar.

5.2. Analise global: Stephen Smale

Professor Stephen Smale, matematico profissional, Medalha Field (1966),
prémio equivalente ao Prémio Nobel, d4 uma guinada importante em sua
atividade académica. Passa a atuar na aplicacdo da matematica pura ao de-
senvolvimento da teoria do equilibrio geral. Com efeito, aponta as vantagens
do enfoque da analise global aplicado a teoria do equilibrio classico (Stephen
Smale 1976a , 1976b).

Primeiramente, as provas de existéncias sdo consideradas mais simples. O
teorema do ponto fixo de Kakutani ndo é usado; o principal instrumento
analitico é o calculo das funcGes reais de varias variaveis reais.

Em segundo lugar, a estatica comparativa é integrada ao modelo em uma
maneira simples, as primeiras derivadas desempenham um papel funda-
mental.

Em terceiro lugar, o enfoque do calculo est4 mais préoximo das tradi¢oes da
teoria do equilibrio competitivo cléssico.

Em quarto lugar, oportunamente, as provas de equilibrio sdo construtivas.
Tais provas podem ser elaboradas por um algoritmo rapido,que é o método
de Newton modificado para estabelecer convergéncia global. Ainda as provas
de existéncias sdo surpreendentemente poderosas para produzirem a gene-
ralidade da teoria axioméatica Arrow & Debreu.

Assim, estabelecem-se propriedades sobre a funcao excesso da demanda
que sao importantes na elaboracao da estrutura do sistema econémico: Lei
de Walras, Homogeneidade e Condicoes de fronteira; que geram resultados
importantes.

Teorema 6 - Suponha que uma fung¢ao excesso da demanda E satisfaz a
Lei de Walras, homogeneidade e a condic¢ao de fronteira.

(Bxisténcia)  Entdo existe um preco de equilibrio.

Teorema 7 - Se uma funcdo F: U 2 R*, (U subconjunto de RX) é de classe
suficientemente diferenciavel(Ct, R* > K-n, 0) entdo o conjunto

(teoremade Sard)  de valores regulares de F tem medida completa. (Palis Jr &
Melo 1977: 3; Milnor 1965:10; Sard 1942: 883-890; Morse
1939: 62-70; Debreu 1995: 179-185).
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Teorema 8 - Se y&R™ é um valor regular de uma funcdo continua
(Funcao Inversa)  F: U -> R®, U subconjunto de RX, entdo ou F* (y) = 0, 0u é
uma subvariedade de dimensao (K-n).

Conhecida a estrutura matematica do sistema econémico abstrato é possivel
entdo aplicar o instrumental da analise global a uma economia de troca pura.
Imagine uma economia de troca na qual existe a funcdo utilidade U:
P > R e o0 espaco de mercadorias P={x&R!; x > 0 }. Tal economia é cons-
truida sob as hipoteses classicas: Monotonicidade, Convexidade e Condicao
de fronteira.

De posse das hipoteses classicas € possivel gerar o resultado principal:

Teorema 9- A funcdo da demanda F satisfaz

1 V U(F(P,W)) = AP, para algum A>0
o PF(P,W)=W
3 F(MP,W)=F(P,W), VA>o0

4 F écontinua.

Define-se o estado de uma economia como a m-upla (x ,x,,--,x_) onde x, € P
e PCR, é possivel enunciar duas ordens de condicoes de funcionamento do
sistema econdmico. Quais sejam,

1 Condi¢do de viabilidade: 2 x. = ¥ e, > dotagdo inicial

2 Condicao de satisfacdo de um estado: V i, x, maximiza U, no conjunto
orcamentéario B = {y € P: P.y=P.e}.

Para a economia de troca sob as condi¢Oes supraestabelecidas gera-se um
resultado importante:

Teorema 10 -Existe um preco de equilibrio de toda economia de troca
pura.
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Exemplo 12. Imagine uma economia representada pelas funcoes excesso

da demanda:

E =P +P -6
(Eq.17)
E,=P-P -2

cujos calculos sao estabelecidos como segue:

E OE,
0P, oP, -

[E®)| = - |E@)= ‘ [E(P)| = -3 = 0
E, OE, T
oP; oP,

onde o jacobiano da transformacao diferente de zero corresponde a condigao
de existéncia do vetor de precos de equilibrio em uma economia de troca
pura.

E a prova de existéncia utilizando o método de anélise global estende a de-
monstragao estabelecida pelo teorema Arrow & Debreu, ou seja, generaliza o
resultado estabelecido na estrutura da economia Arrow & Debreu.

Emrela¢do ao problema da estabilidade , a analise global do Professor Stephen
Smale traca importantes contribui¢oes nos anos 70, sobre a teoria da estabi-
lidade sob o equilibrio competitivo. Os trabalhos mais importantes de Smale
sobre processos dindmicos consistem de dois artigos escritos em 1976.
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O primeiro artigo contém um modelo de Non-Tatonnement que segue a linha
de pesquisa do modelo Hahn-Negishi (1962). Contudo, existem duas diferen-
cas entre eles: (1) o modelo discute o processo de ajustamento de natureza
estocastica e portanto é descrito por uma equacao diferencial estocastica;
(2) a hipdtese de otimizacao de longo prazo é evitada. Sugere hipoteses: (a)
troca ocorre aos precos correntes, (b) toda troca aumenta a satisfacdo dos
individuos envolvidos, (c¢) alguma troca ocorrera sempre, desde que consis-
tente com todos os individuos envolvidos. Resultado: em um mercado de
troca pura um processo de ajustamento especifico converge a um vetor de
precos de equilibrio.

O segundo artigo contém um modelo Tatonnement, que cobre uma nova
linha de pesquisa no conhecimento e est4 ligado aos problemas de calcular o
equilibrio e & procura por um processo de ajustamento com melhores
propriedades de convergéncia do que o Tatonnement classico. Resultado:

Teorema 11 - Exceto para um conjunto de pontos de fronteira com medidas de
Lebesgue zero, toda trajetoria partindo da fronteira, ou mesmo
de um ponto proximo da fronteira, converge em direcdo ao
conjunto de equilibrio.

6.Consideracoes finais

Modelos de equilibrio geral em mercados competitivos ja estabelecidos na
literatura ao longo dos anos 60,70 e 80 versavam sobre: (1) equilibrio geral
com mercados completos e informacao simétrica; (2) equilibrio geral com
externalidades e bens publicos; (3) equilibrio geral considerando a escolha
sob condi¢ao de risco; (4) equilibrio geral com mercado incompleto sob
expectativas racionais; (5) equilibrio geral sob condicao de informacao assi-
métrica e destruicao dos mercados; (6) estabilidade de mercado competitivo
sob condigao de substitutibilidade bruta fraca em mecanismo de ajustamento
de preco nao linear e expectativas adaptativas; (7) estabilidade em mercado
competitivo sob condic¢ao de substitutibilidade bruta fazendo uso do enfoque
da distancia euclideana. Linhas de pesquisas desenvolvidas ao longo dos anos
90 destacaram: (1) equilibrio geral com mercados incompletos;(2) o papel
da moeda nos modelos de equilibrio geral com informacao assimétrica;(3)
equilibrio geral sob completamento de mercados com ativos financeiros;(4)
equilibrio geral sob escolha envolvendo risco; (5) equilibrio geral sob condicao
de selecao adversa. Em verdade, o desenvolvimento dos modelos de equilibrio
geral na visdo da anélise global é a virada de mesa na metodologia sobre a
pesquisa matemética aplicada ao campo da economia pura nos anos 70 e 80
e extensivo aos anos 90.
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Enfim, as estruturas econémicas desenvolvidas pelos economistas ao longo
dos anos 90, e inicio do préoximo milénio direcionaram seus trabalhos em
teoria dos jogos, especificamente estabilidade do equilibrio estratégico e jogos
sinalizados de equilibrio estavel, caos; nas teorias do crescimento econémico
e ciclos de negocios varios problemas concentram a atencdo dos pesquisa-
dores ao longo dos anos 90: (1) estabilidade assint6tica global e (local) de
sistemas de controle 6timo aplicados a teoria do crescimento econémico; (2)
procura da existéncia de solucdo para sistemas dindmicos Hamiltonianos
de crescimento econémico 6timo; (3) relacionamento entre crescimento ba-
lanceado e eficiéncia intertemporal na acumulacao de capital; (4) descricao
da estrutura e estabilidade de sistemas dindmicos competitivos. Com efeito,
fica evidenciado que a depender da estrutura de mercado que se esté traba-
lhando e associado as hip6teses de comportamento dos agentes econémicos
individuais, observam-se resultados referentes a estabilidade do equilibrio
competitivo de maneira diversa.
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