
Validades existenciais e enigmas
relacionados

Paulo A. S.Veloso
UFRJ   srmv@bridge.com.br
Luiz Carlos Pereira
PUC-RJ/UFRJ   luiz@inf.puc-rio.br
Edward H. Haeusler
PUC-RJ
resumo A lógica não contém teoremas puramente existenciais: as únicas sentenças exis-

tenciais válidas são aquelas com análogas universais válidas. Aqui, mostramos que isto

realmente é assim quando corretamente interpretado: toda validade ex- istencial possui

uma análoga universal simples, que também é válida. Também caracterizamos validades

universais e existenciais em termos de tautologias.
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1 Introdução
A lógica não deve conter teoremas puramente existenciais: as únicas

sentenças existenciais válidas são aquelas com análogas universais válidas.
Frequentemente ouve-se este chavão, bem como, às vezes, algumas
possíveis explicações para ele1

Um esboço de explicação intuitiva para este chavão poderia ser o
seguinte. Considere uma assertiva existencial como “existem pintalouvas”
ou “algo é uma pintalouva”.Tais assertivas podem talvez ser derivadas de
algumas hipóteses. Mas, como poderiam ser provadas, a partir de nenhu-
ma hipótese? Neste contexto, não se tem a mínima idéia do que
“pintalouva” supostamente significa2. Por isso, pode-se apelar apenas a
princípios lógicos. Como seria uma tal prova?

Além disso, quando acontece de “algo é uma pintalouva” ser
verdadeiro, percebe-se uma certa assimetria, distinguindo pintalouvas de
não-pintalouvas. Novamente, isso pode ser bastante razoável se tivermos
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alguma informação sobre estes conceitos. Mas, pode isto ser verdade
apenas com base na lógica? Sente-se que a assimetria acima vai contra o
espírito lógico: ela seria quebrada caso tudo fosse uma pintalouva.

Aqui, mostramos que toda validade existencial possui uma análoga
universal simples que também é válida.Também caracterizamos as vali-
dades existenciais e universais em termos de tautologias: mostramos
como transformar sentenças existenciais e universais em suas contra-
partidas proposicionais, que serão tautológicas exatamente quando as
sentenças originais forem válidas.

Uma versão do chavão anterior é que a lógica não tem compromissos
existenciais. Bem, em um certo sentido, ela tem. Comumente supõe-se
que símbolos para constantes x denotam elementos do universo; assim a
sentença existencial ∃xx=c é válida3. Similarmente, símbolos para funções
representam funções totais no universo; assim a sentença existencial
∃x∃yy=f(x) é válida4. Na ausência de símbolos para constantes ou
funções, que é o caso que examinaremos aqui, não se tem tais compro-
missos existenciais.Talvez se possa detectar um outro compromisso exis-
tencial no fato de que a lógica considera apenas universos não-vazios, o
que torna válida a sentença existencial ∃xx=x; não excluiremos tais casos5.

A estrutura destre trabalho é a seguinte. Na seção 2, introduziremos
informalmente nossos conceitos, métodos e resultados. Na seção 3,
demonstraremos conexões entre sentenças existenciais e universais. Na
seção 3, estabeleceremos reduções proposicionais para sentenças existen-
ciais e universais. Na seção 5, faremos um restrospecto de nossos
conceitos e resultados principais. Na seção 6, concluiremos com comen-
tários sobre algumas possíveis extensões de nosso enfoque, colocando-os
em contexto.

2 Ideias Básicas

Nesta seção, vamos introduzir informalmente, enfatizando exemplos,
alguns conceitos, métodos e resultados que serão desenvolvidos a seguir:
nas seções 3 e 4. Consideraremos uma linguagem de primeira ordem sem
símbolos para constantes ou funções.
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2.1 Validades existênciais e versões universais
Começaremos com alguns exemplos bem simples.
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2.2 Validades existenciais e tautologias
As idéias acima levam à seguinte tentativa de se oferecer uma expli-

cação mais intuitiva: em uma estrutura com um único elemento, não há
como distinguir os quantificadores ∃ e ∀. Assim, deveríamos ter expli-
cações puramente proposicionals6.

Por exemplo, considere as sentenças existenciais

2.3 Validades existenciais e universais como tautologias
A situação parece ser a seguinte:

Desta forma, poder-se-ia dizer que há ``mais” validades existenciais do
que universais. Isto parece razoável, mas não poderia haver uma expli-
cação mais proposicional?
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Dada uma matriz M (x,y,z) (sem quantificadores), buscamos condições
para a validade de cada uma das seguintes sentenças:

Os resultados anunciados nesta seção também valem no contexto de
uma teoria universal: um conjunto de sentenças universais.

3 Validades Existenciais e Universais
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4 Caracterizações Proposicionais

4.1 Reduções proposicionais para sentenças existenciais

Agora, podemos caracterizar os teoremas existenciais em termos de
consequências tautológicas.
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4.2 Reduções proposicionais para sentenças universais
Caracterizaremos agora as validades universais como tautologias (cf. 2.3).
Para as sentenças universais, podemos empregar uma linguagem

proposicional com uma letra proposicional para cada fórmula atômica de
L. Contudo, é mais conveniente proceder da maneira seguinte.
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5 Retrospecto: conceitos e resultados

Agora, vamos repassar a situação, resumindo nossos conceitos e resultados
principais.

Tratamos de três problemas (relacionados):
1. o problema das validades existenciais (cf. 2.1 e 3);
2. caracterizações proposicionais para sentenças existenciais como

tautologias (cf. 2.2 e 4.1);
3. caracterizações proposicionais para sentenças universais como

tautologias (cf. 2.3 e 4.2).
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O primeiro problema refere-se à questão das validades existenciais; os
outros dois são relacionados a este e fornecem algumas clarificações
interessantes.

Trabalhamos no contexto de uma teoria universal.Dada uma linguagem
L de primeira ordem, sem símbolos para constantes ou funções, conside-
ramos um conjunto Γ de sentenças universais de L.

5.1 Consequências existenciais e universais
Inicialmente, vamos repassar consequências existenciais e universais

(cf. seção 3).
Introduzimos duas transformações são sintáticas simples e rela-

cionadas. Elas se baseiam em uma fórmula de L e uma de suas variáveis.
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Temos também a seguinte conexão entre uma sentença prenex e as
versões singulares da sua matriz (cf. corolário 3.3).

5.2 Caracterizações proposicionais para sentenças existenciais
Agora, vamos resumir nossas reduções proposicionais para sentenças

existenciais (cf 4.1).
Para sentenças existenciais, utilizamos duas linguagens proposicionais

similares, tendo letras proposicionais correspondendo aos (símbolos de)
predicados de L.

5.3 Caracterizações proposicionais para sentenças universais
Agora, vamos resumir nossas reduções proposicionais para sentenças

universais (cf 4.1).
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6 Conclusão

Agora, vamos tecer alguns comentários possíveis desdobramentos e
extensões de nossos resultados, colocando-os em contexto.

6.1 Possíveis extensões
Apresentaremos alguns possíveis desdobramentos e extensões de

nossos resultados.
Não parece difcil estender nosso enfoque a linguagens com símbolos

para constantes mas não para funções.
Vejamos alguns exemplos e ideias sugeridas por eles.
1. Com um único símbolo de constante c.
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6.2 Comentários finais
Agora, vamos fazer alguns comentários finais sobre nosso enfoque,

colocando-o em contexto.
Estávamos interessados em sentenças existenciais que são logicamente

válidas. Nossos resultados estão no contexto de uma teoria universal.
Portanto, eles são claramente aplicáveis ao caso que estamos interessados:
a teoria 0/.
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Parece ser interessante comparar nosso enfoque com um resultado
conhecido: o chamado Teorema de Consistência de Hilbert e Ackermann
[Sho67, p. 49], que fornece reduções proposicionais para a consistência de
um conjunto de sentenças universais. Esse resultado também fornece uma
caracterização das sentenças existenciais que são  consequências de um
conjunto Γ de sentenças universais:

Uma sentença existencial ∃vM é  consequência de um conjunto Γ de
sentenças universais se, e somente se, existe uma disjunção de instâncias
da matriz M que seja consequência de Γ.

Vamos comparar essa caracterização com nossos resultados (cf. teore-
ma 3.1).

1. Por um lado, essa caracterização é mais geral do que nossos resulta-
dos, uma vez que ela se aplica a linguagens de primeira ordem que
podem ter (símbolos para) constantes e funções.

2. Por outro lado, essa caracterização meramente assegura a existência
de alguma disjunção de instâncias da matriz, enquanto que nossos resul-
tados explicitam uma disjunção para cada caso.

Nesse sentido, nosso enfoque, ainda que restrito, sendo construtivo, é
mais informativo.

1 ver, por exemplo,“Hume's Dialogue on Natural Religion” (Part IX, 189)[Hum92], a Intro-
dução da Lógica de Kant (Jäsche)[Kan92], Orenstein[Ore73] p. 62 e Quine[Qui54].

2 Note que uma definição de “pintalouva” ou outras elucidações não são de muita ajuda.
Primeiro, elas seriam contadas como hipóteses. Segundo, se alguém explica “pintalouva”
como, digamos, ``aquelas coisas que são minsicais”, estamos introduzindo ``minsicais” no
cenário, e voltamos para a mesma questão.
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3 Uma assertiva como ``Pégaso é um cavalo alado” pode ser parafraseada como ``algo idênti-
co a Pégaso é um cavalo alado”.

4 Esses compromissos são incorporados na regra de introdução do ∃ em Dedução Natural.

5 Esse compromisso é que permite inferir ∃vF de ∀vF.

6 Em termos intuitivos, a idéia pode ser apresentada da seguinte maneira. Considere uma
estrutura com um único elemento, com universo {s}. Para cada n, nós temos uma única n-
upla, nomeadamente <s,...,s>. Ou seja, a informação que a estrutura fornece é se esta n-upla
está numa relação n-ária ou não.

7 Alternativamente, pode-se usar uma constante c.
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