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resumo A légica ndo contém teoremas puramente existenciais: as (inicas sentencas exis-
tenciais validas sdo aquelas com analogas universais validas. Aqui, mostramos que isto
realmente é assim quando corretamente interpretado: toda validade ex- istencial possui
uma analoga universal simples, que também é valida. Também caracterizamos validades
universais e existenciais em termos de tautologias.
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1 Introducao

A lbgica nio deve conter teoremas puramente existenciais: as inicas
sentencas existenciais validas sio aquelas com analogas universais validas.
Frequentemente ouve-se este chavio, bem como, as vezes, algumas
possiveis explicacdes para ele!

Um esboco de explica¢io intuitiva para este chavio poderia ser o
seguinte. Considere uma assertiva existencial como “existem pintalouvas”
ou “algo é uma pintalouva”. Tais assertivas podem talvez ser derivadas de
algumas hipoteses. Mas, como poderiam ser provadas, a partir de nenhu-
ma hipotese? Neste contexto, nio se tem a minima idéia do que
“pintalouva” supostamente significa2. Por isso, pode-se apelar apenas a
principios 16gicos. Como seria uma tal prova?

Além disso, quando acontece de ‘“algo é uma pintalouva” ser
verdadeiro, percebe-se uma certa assimetria, distinguindo pintalouvas de
nio-pintalouvas. Novamente, isso pode ser bastante razoavel se tivermos
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alguma informacio sobre estes conceitos. Mas, pode isto ser verdade
apenas com base na logica? Sente-se que a assimetria acima vai contra o
espirito logico: ela seria quebrada caso tudo fosse uma pintalouva.

Aqui, mostramos que toda validade existencial possui uma aniloga
universal simples que também ¢é valida. Também caracterizamos as vali-
dades existenciais e universais em termos de tautologias: mostramos
como transformar sentencas existenciais e universais em suas contra-
partidas proposicionais, que serdo tautologicas exatamente quando as
sentencas originais forem validas.

Uma versio do chavio anterior ¢ que a logica nio tem compromissos
existenciais. Bem, em um certo sentido, ela tem. Comumente supde-se
que simbolos para constantes x denotam elementos do universo; assim a
sentenca existencial Ixx=c é valida3. Similarmente, simbolos para fun¢oes
representam fungdes totais no universo; assim a sentenca existencial
AxIyy=f(x) é valida*. Na auséncia de simbolos para constantes ou
tungdes, que € o caso que examinaremos aqui, ndo se tem tais compro-
missos existenciais. Talvez se possa detectar um outro compromisso exis-
tencial no fato de que a logica considera apenas universos nao-vazios, o
que torna valida a sentenca existencial xx=x; nio excluiremos tais casos>.

A estrutura destre trabalho é a seguinte. Na secio 2, introduziremos
informalmente nossos conceitos, métodos e resultados. Na secio 3,
demonstraremos conexoes entre sentengas existenciais e universais. Na
secdo 3, estabeleceremos redu¢des proposicionais para sentencas existen-
ciais e universais. Na secdo 5, faremos um restrospecto de nossos
conceitos e resultados principais. Na secio 6, concluiremos com comen-
tarios sobre algumas possiveis extensdes de nosso enfoque, colocando-os
em contexto.

2 Ideias Basicas

Nesta se¢do, vamos introduzir informalmente, enfatizando exemplos,
alguns conceitos, métodos e resultados que serio desenvolvidos a seguir:
nas se¢oes 3 e 4. Consideraremos uma linguagem de primeira ordem sem
simbolos para constantes ou fungdes.
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2.1 Validades existénciais e versdes universais

Comecaremos com alguns exemplos bem simples.

A sentenca existencial dx x o x € valida, ¢ também € vihda sua versao universal
Vx x=x. Além disso, dado um (simbolo de¢) predicado undrio p, a senlenga existencial
dx p(x) ndo ¢ vdlida, nem tampouco € vilida a sua versdo universal Vx p(x).

Em contraste, a senten¢a existencial Jxdy x=y € vilida, ao passo que sua versio
universal va¥y x =y ndo € vilida. Note, no entanto, que Ixdy x =y € logicamente
equivalente a IxJy(x=y V x=x) e a versio universal desta, Vx¥y(x=y V x=ux),
também & vilida. Aqui aplicamos uma transformagio puramente sintdtica.

A sentenca existencial JxTyr(x,y) serd transformada em a3y [r(x,y) V rixx)].
Note que em JAxTy [r(x,¥) V r(x,x)], a parte r(x,x) “internaliza” a alternativa de satisfa-
¢do de r(x,y) por um par com componentes idénticos. No caso de uma dnica varidvel,
passamos de Ixg(x) a Jx|g(x) V g(x)|.

Tais translormacOces sintiticas podem ser leitas em duas clapas. Considere uma
férmula M(x,y,z) ¢ sclecione uma de suas varidveis, digamos y. Inicialmente, cons-
truimos sua instincia singular (cm y) substituindo cada ocorréncia das varidveis x, v,z
por y, obtendo a férmula M(y,y,y). Em seguida, construa a sua versdo alternativa (em
¥) como a disjuncdo M (x,y,z) V M(y,y,y)-

Agora, se x,y,z sd0 as Unicas varidveis ocorrendo livres em M (x,y,z), temos uma
sentenca lyTzM(x,v,z). Hssa sentenga é logicamente equivalente a sua versio alter-
nativa IxdyTz [M(x,y,2) V M(y.y,y)].

Como estamos interessados em saber se a sentenga existencial como Ix=vIAz M (x,y,z)
¢ vilida ou niio, podemos substitui-la por qualquer outra equivalente, em particular pela
obtida por nossa transformacio sintdtica simples: IxJyJz|M(x,v,2) vV M(y,v,¥)|.

Além disso, quando a [drmula M(x,y,z) ¢ uma matriz, i.c. sem quantilicadores, as
senlengas

dxdydz M (x.¥,z) ¢ dxdydz[M(x,y,2) V M(¥,¥.5)]

sdo puramente existenciais. Nesse caso, a sentenca existencial alternativa
edy=iz [M(x,3.2) V M(y,y.y)]

¢ vilida sc, ¢ somente se, ¢ vilida a sua versiio universal
XYYz [M(x,y,2) V M(y,y.y)]-

Essa tdltima afirmativa pode parecer estranha, principalmente se lembramos que a
sentenca existencial xdy3z M (x,y,z) é vilida se, e somente se, ela é satisfeita em toda
estrutura com um tnico elemento [vDa89, p. 93, exercicio 11]. Note, contudo, que a
versdo universal tem uma matriz alternativa,

A versfio alternativa é bastante peculiar. Para uma sentenca em forma prenex

Vadyz [M(x,y,z) V M(y, )],

0s quanlilicadores no prelixo ndao exercem nenhum papel na determinacdo de sc cla ¢
vilida ou ndo. Pelo resultado acima, vé-se que sdo cquivalenles as asserlivas scguinies.

I. A sentenca prenex VxIyvz [M(x.y,z) V M(y.y,y)] é vilida.

2. A sentenga universal VaXVwWz [M(x,y,z) V M(y,y,y)] ¢ vélida.
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-

3. A sentenga existencial IxJyJz |M(x,y,2) v M(y,y,y)| ¢ villida.

Além disso, quando sentenca prenex YxIyvz [M(x,y,z) V M(y,v,y)] é vdlida, tam-
bém € vilida a versdo singular M(y,y,y) de sua matriz.
Essas idéias serdo desenvolvidas com mais cuidado na secdo 3.

2.2Validades existenciais e tautologias

As idéias acima levam a seguinte tentativa de se oferecer uma expli-
cag¢io mais intuitiva: em uma estrutura com um Unico elemento, nio ha
como distinguir os quantificadores 3 e V. Assim, deveriamos ter expli-
cacdes puramente proposicionals.

Por exemplo, considere as sentencas existenciais

FAy[r(x,y) — r(v,x)] e Ady[r(xy) Vv or(yx)].
Apaguc os quantificadores ¢ substitua cada varidvel por uma dnica varidvel v7. Entio,
I. aprimeira se torna [r(v,v) — r(v,v)] (uma tautologia),
2. enquanto a segunda sc torna [r(v,v) V r(v,v)] (que ndo ¢ uma lautologia)

Obtém-se a versiio proposicional singular £, de uma férmula F apagando-se todos

08 seus quantificadores e substituindo cada parte atdmica p(v,---,v,) por p(v,---,v)
eu=vpor | (verdadeiro).
Dessa mancira, uma sentenca puramente existencial Jvy o T, M € vilida se, ¢ so-

mente se, 8 sud versiio proposicional singular M, ¢ uma tautologia. Essuas id¢ias seriio
desenvolvidas em mais detalhes adiante (ef. 4.1).

2.3 Validades existenciais e universais como tautologias
A situagdo parece ser a seguinte:

s Por um lado, cada sentenga universal VaVyVzM(x,y,z) que ¢ vdlida dd origem a
uma sentenga existencial Zxgy4zM(x, y,z) que também ¢ vdlida.

e Por outro lado, uma sentenca puramente existencial vdlida na forma alternativa
=xZy3z[M(x,y,2) V M(v,y,y)]
da origem a sentenga universal
VYV [M(x,y.2) V M(y.y, )],
quc lambém € vilida.
Desta forma, poder-se-ia dizer que ha ““mais” validades existenciais do

que universais. Isto parece razoavel, mas nio poderia haver uma expli-
ca¢do mais proposicional?
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Dada uma matriz M (x,),2) (sem quantificadores), buscamos condi¢des
para a validade de cada uma das seguintes sentencas:
(J) scu fecho existencial IxJyJzM(x,y, ),
(¥) seu fecho universal YavyvzM(x,y,z).
Por cxemplo: para a matriz [7(x,y) > r(y,x)],

- o fecho existencial Jxdy [r(x,y) — r(y,x)] ¢ vélido (pois r(v,v) — r(v,v) ¢ uma
tautologia);

- o lecho universal Yy |r(x,y)  » 7(y,x)| ndo ¢ vilido (note que r{x,y) > r(yx)
nio ¢ uma lautologia).

Explicagio proposicional: condigdes para validade (para linguagem sem identidade =).
(¢) Para (J): quando a insténcia singular M(v,v,v) for uma lautologia.
(u) Para (Y): quando a matriz M(x,y,z) for uma tautologia.

Estas ideias proporcionam uma explicagio proposicional para a conexdo anterior
entre validades exislenciais ¢ universais. Suponha que scja vilida a sentenca existencial

dxIyzzM(x,y.z).

Entdo por (e), sua instiincia singular M(y,y,¥) é uma tautologia. Agora, considere a
versiio alternativa universal

VVWzZ [M(x,y,2) V My, y, )]

Sua matriz é M(x,y,z) V M(y,y,y), que também é uma tautologia (por seguir-se da
tautologia M(y,y,¥)). Logo, por (u), a versiio universal alternativa também ¢é vlida.
Os resultados anunciados nesta se¢io também valem no contexto de

uma teoria universal: um conjunto de sentencgas universais.

3 Validades Existenciais e Universais

Agora demonstraremos as conexdes anunciadas cnire senlencas cxislenciais ¢ univer-

sais. Lembre-se que trabalhamos com uma linguagem de primeira ordem L sem sim-

bolos para constantes ou fungdes.Usaremos =p, para consequéncia ldgica (em L).
Comecamos precisando alguns conceitos apresentados infomalmente na secéio 2.

1. Uma sentenga ¢ uma [6rmula sem (ocorréneias de) varidvels livres.
2. Uma malriz € uma férmula sem quantificadores.

3. Uma férmula prenex é da forma Qv ... Q,vy M, onde cada Q; é um quantifica-
dor (¥ ou J) ¢ M ¢ uma malriz.

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 2, p.145-163, outubro, 2009



150

4. Uma férmula (puramente) existencial € uma férmula prenex cujos quantificado-
res sdo todos existenciais, i. e. da forma 3vy...3v, M, sendo M uma matriz.

5. Uma formula (puramente ) universal ¢ uma [Grmula prenex cujos quantificadores
sio Llodos universais, i. c. da forma Vv, ... Yv, M, sendo M uma malriz.

Agora, vamos examinar as ransformagcoces sintdticas. Uma tal transformaciio pa-
rece ser indispensdvel. Pode-se talvez pereeber melhor a necessidade de alguma trans-
formagiio, por meio de dois resultados simples ¢ bem conhecidos ([vDa89, p. 93, exer-
cicio 117). Esscs resultados, dando condigdes de validade para sentlengas existenciais ¢
universais, podem servir para contrastar validades existenciais ¢ universais. Conside-
rando uma matriz M(vy,...,vy) (scm quantificadores);

(€1) a sentenga (puramente) existencial Jvy... v, M(vi,...,v,;) é villida se, e so-
menle se, ela vale em toda estrutura com um dnico clemento,

(vy) asentenca (puramente) universal ¥v; ... Vv, M(vy,...,vy,) € vilida se, e somente
se, ela vale em toda estrutura com, no maximo, n elementos.

As transformacoes sintiticas sdo como se segue. Considere uma [ormula /7 ¢ scele-
cionc uma varidvel v.

1. A insidncia singular em v de F (que denotaremos por F,) € o resultado de subs-
titwir cada ocorréncia livre de variivel em F por v,

2. A versdo alternativa em v de F (gue denolaremos por F)) € construida como a
disjuncio F V' F,.

3. Quando a varidvel selecionada v ocorre livre em F, diremos que:

(a) ainstincia singular F, ¢ uma instédncia singular de F,

(b) a versio alternativa ) é uma versdo alternativa de 17

A equivaléncia entre fechos existenciais e suas versoes alternativas € imediata.

Lema 3.1. Dada uma formula I'(v,... vy, ..., v), cujas varidveis livres sGov,..., Vg, ...

a sentenga existencial quantificada
Ty v v PV Vi e V)
é logicamente equivalente a cada versao alternativa
:|Ul ---qvk---:“"'u [F(vl,...;vk?...wn) W F(vk,...;vk,...,vk)].

Demonstragdo. A equivaléncia decorre de regras de eliminacio e de introdugdo.

(F) Por -introdugdo, 3-introdugdes e J-eliminacdes®.

() Por H-introdugdes. V-eliminagio e :|—eliminug€>esg‘

Portanto, temos a equivaléncia entre as duas sentencas, U

Agora, temos nosso resultado bédsico conectando sentencas existenciais e universais
que sdo consequéneias de uma teoria universal: um conjunto de sentengas universais.
Proposicao 3.1. Considere um conjunto I de sentencas universais. Dada uma matriz

M(vi,...,Viy...,Vn), as seguintes assertivas sdo equivalentes.
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(e) A sentenga existencial
Aoy e I MV Vi V)
é wma consequéncia de T
(21) A sentenca existencial
oy v A M (v Ve )
é satisfeita por todo modelo de 1" com um iinico elemenio.
(V') A sentenca universal alternativa
WMy v M (e kv VM (i Vi )]
é uma consequéncia de T,
(e') A sentenca existencial alternativa
v v A M v VM (Ve )]
é uma consequéncia de T.

Demonstragdo. Claramente (€) = (1) e (v') = (g'). O lema 3.1 nos dd (¢) = (g).
Para ver que (g1) = (v"), suponha que ndo temos (v'). Entdo, algum modelo & de 1
nio satisfaz a sentenca universal alternativa

Vi Vv W MV e Vi v V M (Vi Vi V)]
Logo, & satisfaz a sentenca existencial
vy dvedv [ Mvinoveeoov) A M (v v V)]

Asgsim, temos
S| v v vy =M (v Vi)

Deste modo, para algum clemento s C S, tlemos
SE-Mvi,... v, 5]
Agora, considere a sub-cstrutura &* de & com universo {s}12. Note que

1. aestrutura &* ¢ um modcelo de I com um dnico clemento
(pois I consiste de sentencas universais);

2. asentenga vy ... Ivg... vy M(vy,...,Vg,...,V,) nilo é satisfeita em &*
(O tnico candidato possivel para os v;'s seria s, o que nio funciona'').

-

Portanto, &* é um modelo de T, com um tnico elemento, que nio satistaz a sentencga
existencial Fvy . T T MV, Ve V). O

Note que a equivaléncia (£) < (£1) estabelece a condigio de validade para sentencas
existenciais mencionada acima, Temos também nossa conexdo entre consequéncias
exisiencials ¢ universais de uma teoria universal.
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Teorema 3.1. Considere um conjunto I de sentengas universais. Dada uma matriz
M (v} e uma varidvel v em v, as seguintes assertivas sdo equivalentes.

€) A sentenga existencial Jv M(v) é uma consequénciade T: T | 1 Jv M(v).
(e') A sentenga existencial alternativa Jv M’ é uma consequéncia de 1':

I dviM(y) v M,

(V') A sentenca universal alternativa ¥y M'] é uma consequéncia de 1':
T Wy [M(v) v ML

O préximo resultado lida com o caso de um tnico quantificador.

Corolario 3.1. Dado um conjunto U de sentencas universais, a sentenca existencial
v M é wma consequéncia de 1 se, e somenie se, a sentenga universal WvM é uma
consequénciade 1: 1" =1 v M sse |’ =1 Vv M.

Demonsiragdo. Do teorema 3.1, temos 1" =), Iv M ssel = W [M v M, e [M vV M|
é logicamente equivalente a M. Dai, 1" =), v M ssel” = Vv M. O

O préximo resultado estabelece a assertiva sobre o poder das versdes alternativas.

Corolario 3.2. Dada uma matriz M(vy,... Ve,...,vy), seja M i.k stia versdo allerna-
tiva M(vi,. .. Vi, g} ¥ M(ve,. . Ve, .., ve). Entdo, as seguinles assertivas sdo
equivalentes para cada conjunto T de sentencas universais.

(T') A sentenca prenex Qvy...Quvi... Oy M[,A é uma consequéncia de 1°:
I )Zl. Qv Qv - Quvy [M(V\s---aVkv--sVu} vV M("ka---:"ﬁ:s---a"k)]-
(i') A matriz alternativa M, _ € uma consequéncia de 1':
Tl MV eevg) VMV Vi V)

Demonsiragdo. A equivaléncia decorre do teorema 3.1.

(n')y= (u)Suponha I =1, O1vy...Qxve...Onvy M[,k. Entdo I =p Fvy.. Fvge... 3wy, M;.k
(pois Qiv;F =1 3viF). Assim, do teorema 3.1 resulta 1 =1, Vvy ... Vv .. Wy, M {k Por-
tanto, temos I =1 M[,k (pois Vv F =1 F, por aplicactes de ¥-eliminagio).

() = (') Suponha T = M. Entdo, temos T' =1 Wy ¥v...¥v, M, (por
aplicagdes de V-introdugiio). Portanto, temos T =1 Qivi ... Qeve. .. Qnvy M{.k (pois
Yo" | 1 Quvil?). o

O préximo resultado estabelece a assertiva sobre wma sentenca prenex ¢ as versics
singulares da sua maltriz.

Corolario 3.3. Considere uma versao singular M(vy,...,Vi,..., V) de uma matriz
M(Vi,eoosViey .oy V). Dado um conjunto T de sentengas universais, se a sentenga
prenex Qvi...Qwe ... Quvy M(vi,..., v, ..., V) € uma consequéncia de T, entdo a
versdo singular M(vi,..., Vi, ..., v ) também é uma consequéncia de T.

Demonstragdo. O argumento ¢ similar ao anterior.

Suponha que T |  Qivio..Qevie. .. Quva M (v, .., v, ..., ve). Entdo, tamhém te-
mos T | ¢ Jvic Jvee Jvy M (v vk, ve) (pois Qv | L 17 dvid”). Logo, o
tcorema 3.1 dd T =L Vpo Vv Vv [IM(v, oo vk, ) VM (g, e
Assim, também temos I =L [M(vi, oo oviy-ooovi) V Mg, oo v, -, w)] (por V-
eliminagdes). Portanto, 1" = M(vy,...,vg,..., V) (por equivaléncia logica). |

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 2, p.145-163, outubro, 2009



153

4 Caracterizagoes Proposicionais

A seguir, estabeleceremos redugdes proposicionais para sentencas existenciais e uni-
versais, caracterizando validades existenciais e universais como tautologias (cf. 2.2
e 2.3), Para isso, usaremos traducdes que preservam conectivos'?,

Como anteriormente, trabalharemos no contexto de uma teoria universal. Usare-
mos | g para consequéneia tautoldgica (na linguagem proposicional K). As redugoes
proposicionais usam o scguinte coneeilo bisico.

Por uma realizagdo™ para uma linguagem L de primeira ordem nds entendemos
um par (&, a) constituido por

- uma estrutura & para L, com universo §, e

- uma atribui¢io a : Var — S.

4.1 Redug¢des proposicionais para sentencas existenciais

Caracterizaremos agora as validades existenciais como tautologias (cf. 2.2),

Para as senlengas exislenciais, empregaremos duas linguagens proposicionais simi-
lares, ambas com letras proposicionais para cada simbolo de predicado de L.

A linguagem proposicional mais simples L(v) tem uma letra proposicional para
cada simbolo dc predicado de L: para cada simbolo de predicado m-ario p de L, a letra
proposicional correspondente em L(v) ¢ p(v,...,v) (com m v’s). A outra linguagem
proposicional L{(v) estende L(v) pela letra proposicional adicional v=v.

As tradugdes sao como se segue. Em ambos os casos apagamos todos os quantifi-
cadores e substituimos cada parte atdmica p(vy,...,v,) por p(v,..., L’)‘4. A diferenca
reside na traduciio da igualdade (se presente). Cada parte atdmica x = y € substituida
por | (verdadeiro) na traduciio mais simples, e por v =v na outra tradugio. Desta
maneira, podemos traduzir cada férmula F da linguagem de primeira ordem L. para
[ormulas I, (de L(v)) ¢ I (de L(v)™).

As reductes proposicionais para senlencas exislenciais usam as scguintes ideias
bisicas.

Considere um fragmento L' da linguagem de primeira ordem L ¢ uma traduciio t
de L' em uma linguagem proposicional K. Dada a realizagiio (&, a) para a linguagem
de primeira ordem L e uma valoragdo w (para as letras proposicionais) de K, vamos
chamd-las de associadas sob 1 se, e somente se, para cada férmula atdmica A de L,
com tradugio A’ (em K), temos G = A[[a] sse w[A'] = 1.

O préximo resultado é imediato.

Lema 4.1. Dada uma traducdo t de L' em K, como acima, considere uma realizagdo
(&,a) para L e uma valoragdo w para L, que sejam associadas sobt. Entdo, para toda
matriz F em L' com tradugdo F' em Ly, temos & | F[a] se, e somente se, w[F'] — 1.

Demonsiragdo. Por indugdo: a base provém da hipdtese de associagdo. a

Agora, podemos caracterizar os teoremas existenciais em termos de
consequeéncias tautologicas.
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Teorema 4.1. Dado um conjunto 1 de seniencas universais e wna matriz M em L,
considere suas tradugcdes em L(v) e L(v) como dadas acima. Enido, as seguinies
assertivas sdo equivalentes.

(e) A sentenca existencial Jvy ... 3v,M € uma consequénciade I': I' = vy ... dv, M.

(.v) A vers@o singular proposicional M, é uma consequéncia tautoldgica do conjunto
T Ty, My

- VA versdo singular proposicional M, € uma consequéncia tautologica do con-
Y g prop v 4 &
junto T, Ufv=v}h: T, Ufv=v} = M, .

Demonstracdo. Mostraremos (L) = (€) = (7)) = ().

(.y) > (&) Suponha que ndo temos (€): T' ¥y, vy ... v, M. Entiio, puara algum modclo
& | T calguma atribuicio a: Var > S, lemos & V' M|a|. Defina a valoracio w para
Ly porw|Ay|  Tsse & | Alla]. Desse modo, w é uma valoracio para LT associada
a (&,a). Assim, o lema 4.1 nos dd:

(1) w[G,] = 1, para cada sentenga Y1 ...Vx,G em T (pois, & = A[la])
(i) wlM,] # 1 (pois G E M [[d]).
Portanto, a valoragiio w satisfaz cada térmula de T, mas nio satistaz M.
(£) == (-,). Suponha que nio temos (.7): T', B M7, Entlo, alguma valoragfio w para

L.(v)= satisfaz T, mas ndo M. Defina uma estrutura & para L. com um dnico elemento
(¢ universo {s}) estipulando <2 s,...,s > C p® ssc wlp(v,---,v)| 1. Considerando

o

a alribuigio constantc a : Var > § (com a(v) :  s), vemos que a realizacio (S,a) é
associada & valoragio w de L(v) . Assim, o lema 4.1 nos di:

1. 6 |= G[a], para cada sentenca Vxj ... vx,,G em L' (pois w[G, ] = 1);
2. 6 F Ma| (poiswlM| 0.

Logo, a estrutura & é um modelo (com um unico elemento) de 1’ que nio satisfaz a
sentenga vy ... v, M.

()= (). Suponha T'" [=r, - M7, Dada uma valoragiio w para L(v) que satisfaz
[, estenda-a para L fazendow|v v| @ 10 A valoragio LT cstendida satisfard T, ¢,
portanto, também M. Nessc caso, a valoracio inicial w de L(v) satisfard M, 1. a

4.2 Redug¢des proposicionais para sentengas universais
Caracterizaremos agora as validades universais como tautologias (cf. 2.3).
Para as sentengas universais, podemos empregar uma linguagem
proposicional com uma letra proposicional para cada formula atomica de
L. Contudo, é mais conveniente proceder da maneira seguinte.

Considere um conjunto v := {v,...,v,} de varidveis em L. Usaremos L[v] para
o fragmento v de L composto das [Grmulas com varidveis livres no conjunto v dado.
Agora, consideramos a linguagem proposicional L(v) com as letras p(v;,, ..., v;,): uma
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letra para cada fGrmula aldmica de L|v| (incluindo as igualdades Vi, Vi, quando L
possui 0 sTmbolo de igualdade).

A traduciio ¢ [eila simplesmente apagando-sce os quantificadores. Desse modo,
podemos traduzir cada [Grmula F do fragmento L[v] de L a uma formula F, de L(v).

Considere uma substitui¢@o de varidveis i : Var — Var. Dada uma matriz F, usamos
F" para o resultado da aplicacio de hacla, ouscja F(xy, ..., x)" := F(h(x1),... . h(xn)).
Agora, dada uma sentenc¢a universal G, digamos Vx| ...V, F, considere sua matriz F,
e farme o conjunto G* de todas as suas instincias v, i.e. G* :={F": h: Var — p}. Para
um conjunto I" de sentencas universais, T € definido como esperado: consiste de todas
as instincias v das matrizes de suas sentencas,

Note que os axiomas para a identidade (equivaléncias e congruéneias!®) sio sen-
tencas universais. Usaremos J para o conjunto de axiomas para a identidade ¢ J¥ para
o conjunto de todas as suas instincias v.

As redugdes para senlengas universais usariio as seguintes idéias auxiliares.

Temos uma construgdio candnica (sem recorrer a esiemunhas). Dado um conjunto
A de [drmulas de Ly), deflinimos a estrutura candnica D (bascada cm A) basicamenie
como usual'”. Primeiramente, definimos uma relacdio bindria no conjunto v de vari4-
veis por Vi; ~ Vg, SSE Ak Vi; =V, 18 Agora, tomamos 0 universo como o quociente:
D = v/ ~. Assim, temos uma projecdo natural g @ v — D dada por g(v) = v/ ~.
Finalmente, definimos p® = {{v;/~,....vi,./~) 1 A F p(vipa..oovi ) 1P

Dada uma substitui¢o /@ Var — v, a composta go h (com (goh)(v) := g(h(v)))
é uma atribuiciio go h : Var — D de varidveis no universo 0. Conversamente, cada
atribuigiio a: Var » D ¢ da forma a g oh, para alguma substituicio de varidveis
h:var >0

QO proximo resultado estabelece a propriedade familiar da estrutura candnica base-
ada em um conjunto (proposicionalmente) maximal consistente D?'.

Lema 4.2, Dado um conjunto A de formulas em 1.(v) que é (proposicionalmente) ma-
ximal consistente, considere a estrutura canénica D baseada em A. Entdo, para cada
matriz I' em L|v| e cada substitui¢do de varidveis h: Var v, temos que D | I ||goh||
se, e Somente se, R C A

Demonsiragdo. Por inducdo: a base provém da construgdo e o passo indutivo provém

da hipétese indutiva e da consisténcia miximal®?. O
Agory, podemos caraclerizar os lcoremas universais em lermos de consequéneias

tautologicas.

Teorema 4.2, Dado um conjunto T de sentencas universais de 1.y, Considere os

conjunios T ¢ JY como acima. Dada uma matriz M em L[y], as seguintes assertivas
sao equivalentes.

(v) A sentenga universal ¥vy .. vy M é uma consequénciade U: T | 1 Yy ... ¥v, M.

(Vp) A sentenga universal ¥vy...Yvy M € satisfeita em todo modelo de 1" com, no
mdximo, n elementos.

(.v) A matriz M € uma consequéncia tautoldgica de TV U TV ULV | Ly M.
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Demonstracdo. Claramente () = (0,). Mostraremos (0,) = (.p) € (.) = (V).

(Vy) = (.)) Por modelo candnico. Suponha que ndo temos (.,): 1T E L, M. Entdo,
a matriz. M niio é uma consequéncia tautolégica de T2U 2 Assim, TEUZU {-M} &
proposicionalmente consistente (em L(v)). Estenda esse conjunto a um conjunto (pro-
posicionalmente) maximal consistente A (em L(v)) ¢ considere a estrutura candnica D
bascada em A. Note que, pelo lema 4.2, temos:

(i) aestrutura D é um modelode 1’ (D = 17);
(11) a cstrulura ® ndo ¢ um modelo de Yy . Yvy,M (D V Yy L Yv, M)
Podemos ver essas duas alegagdes como se segue.

(1) Comsidere uma sentenca universal ¥xy .. Va7 em T Dada uma atribuiciio de
varidveis a @ Var — D, lemos a = ¢ o h, para alguma subslituigiio de varidveis
h:Var — v. Ora, como F" cstd no subconjunto T C A, o lemma 4.2 nos dd
D = Fllgoh]], ouscja, ® = Flal.

(i1) Note que a matriz. —M estd em A e considere a substituicio identidade i (dada por
i(v): v).Pelolemmad2, D | —-M|goi], c assim D ¥ M||g||, donde oblemos
DV Y. WM.

Desse modo, temos um modelo D de 17, com no mdximo n elementos, que nio satistaz
a sentenga universal Vvy ... Vv, M.
(.,) = (v) Temos uma derivagiio (em L.(y)) de M a partir de subconjuntos TV C T ¢
J' C 4%, Agora, basta notar que:

1. de I, podemos obter as instincias em I por V-climinagdcs;

2. dos axiomas em J resultam as instAncias em J', também por Y-eliminacies.
Assim, temos uma derivagdo (em L), a partir de I', da matriz M, logo também da

sentenga universal Vv .. Vv, M (por V-introdugdes). Portanto, I = Vi .. Vv M. O

Note que a equivaléncia (0) < (v,) estabelece a condigdo de validade para senten-
cas universais mencionada na secio 3 acima.

5 Retrospecto: conceitos e resultados

Agora, vamos repassar a situa¢io, resumindo nossos conceitos e resultados
principais.

Tratamos de trés problemas (relacionados):

1. o problema das validades existenciais (cf. 2.1 e 3);

2. caracteriza¢Oes proposicionais para sentengas existenciais como
tautologias (cf. 2.2 e 4.1);

3. caracterizagOes proposicionais para sentencas universais como
tautologias (cf. 2.3 e 4.2).
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O primeiro problema refere-se a questdo das validades existenciais; os
outros dois sio relacionados a este e fornecem algumas clarificacdes
interessantes.

Trabalhamos no contexto de uma teoria universal. Dada uma linguagem
L de primeira ordem, sem simbolos para constantes ou func¢des, conside-
ramos um conjunto I" de sentencas universais de L.

5.1 Consequéncias existenciais e universais

Inicialmente, vamos repassar consequéncias existenciais e universais
(ct. secdo 3).

Introduzimos duas transformacdes sido sintaticas simples e rela-

cionadas. Elas se baseiam em uma formula de L e uma de suas variaveis.
Férmula F | Instincia singular F,, Versdo alternativa F;k
F("l:"':“‘k?"""’n) | F(“‘kﬁ“‘:vk'.‘"‘?vk) F(Vl'.‘“‘ﬁvk:"".“y.”,)VF(vk"":VkT""vk)

Olema 3.1 d4 a a equivaléncia entre fechos existenciais e suas versdes alternativas

A sentenca existencialmente quantificada 3y F € logicamente equivalente
a sua versdo alternativa Jv [/ v F,| (com v em v):

dvFdvF) ¢ dvF - dvF.

Como cstamos interessados em saber se uma sentenga existencial JvM ¢ con-
sequéneia de T, podemos muito bem substitui-la por qualquer outra equivalente, em
particular por essa transformada sintdtica simples.

Além disso, estabelecemos algumas conexdes entre conscequéneias existenciais ¢
universais (cf. proposi¢io 3.1 ¢ (corema 3.1). Dada uma matriz M de L, com conjunto
v de varidveis ¢ uma varidvel v € y, considere as sentengas: scu [echo existencial dy M,
sentenga existencial alternativa 3y M, e sentenca universal alternativa ¥ y M,

() A sentenca existencial 9v M € uma consequéncia de 1° I'=L 3vM
(&1) A sentenca existencial 4v M vale em todo modelo de I com um unico clemento

s

(g") A sentenga cxistencial alternativa v MY, é consequénciade I T = Jv[M VM,

¢

(V) A sentenca universal alternativa Yy M), ¢ consequéneiade ' T LYy |M VM,
0 caso de um de um dnico quantificador € bastante simples (ct. coroldrio 3.1).

(g) A sentenga existencial FvM € consequénciade T (T 1. v M)

t

(V) A sentenga universal ¥vM ¢ consequéneiade T (T | L YeM)
Temos uma conexdo entre versdes alternativas (cf. corolario 3.2).

() A sentenga prenex Qv[Mv M, éconsequénciade I' (I' =L Qv[MVM,])

)

(V) A matriz alternativa [M v M,] ¢ conscquéncia de T TELMYM)
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Temos também a seguinte conexio entre uma sentenca prenex e as
versdes singulares da sua matriz (cf. corolario 3.3).
A senienga prenex Qv M € consequénciade I (T =L Qv M)
I

Sua versdo singular M, é consequénciadel” (L' M,)

5.2 CaracterizacOes proposicionais para sentencas existenciais

Agora, vamos resumir nossas reducdes proposicionais para sentencas
existenciais (cf 4.1).

Para sentencas existenciais, utilizamos duas linguagens proposicionais
similares, tendo letras proposicionais correspondendo aos (simbolos de)
predicados de L.

1. Linguagem proposicional L{v):
predicado m-drio de L — letra proposicional p(v,...,v) (m v's).
2. Linguagem proposicional L{v)~ := L{yv)U {v=v}.

Tradugdes em L{v) ¢ L(v) , apagar os quantificadores ¢ traduzir as partcs aldmicas:

predicado | 1gualdade
Py vn) — plv...,v) | (x=y)y = T (x=y), = v=v

Temos a seguinte caracterizacio para os teoremas existenciais em termos de con-
sequéneias tautoldgicas (el lcorema 4.1).

(€) A sentenca existencial Jvy .. Jvy M é consequéneia de T | o Jv. dvgM
(.y) A tradugio singular M, ¢ conscquéneia tautologicade I, I, . M,

¢

() Atradugio M, ¢ conscquéneia tautolégicade T, U{v=v} T, U{v=v} =L

5.3 Caracterizagdes proposicionais para sentengas universais
Agora, vamos resumir nossas reducdes proposicionais para sentencas

universais (cf 4.1).

Para as sentencas universais, consideramos o fragmento L.|y| de L. composto das
férmulas com varidveis livres num conjunto dado v := {vy,...,v,} de varidveis.
Linguagem proposicional 1.(v):

predicado m-ario de L -
o —  letra proposicional p(v;,...,v,)
varidveis vi ..., Vi € ¥
variaveis VijsVig €V — letra proposicional v; = Vi
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Hstrutura candnica D baseada em conjunto A de férmulas de 1.(v)
1. Relagdo bindria sobre v: Vi; ™ Vi, SSC AF Vi; = V.

2. Universo D := y/~, com projecfio natural g : v — D,

3. Predicados: p® = {{vi,/~,. . vin/~) A E p(viys. i) )

Propricdade da estrutura candnica ® bascada em conjunto A maximal consistente
em L(v) (cl. lema 4.2). Para matriz /” em L|v| ¢ substituigio h: Var » v

D = Fllgoh] sse F" € A,

Traduciio ., : Lly| » L(v) apaga todos os quantificadores.
Temos a seguinte caraclerizacdio para os leorcmas universais cm termos de con-
sequéngeias tautologicas (cf. worema 4.2).

(V) A sentenca universal ¥y ... Wy, M ¢ uma consequéneiade T T LW ... Ve M

I

(V) A sentenga universal ¥vy . ¥y, M ovale em wodo modelo de T com, no méximo, 7 elementos

T

() A malriz M ¢ uma consequéneia tautoldgica de TE U~ Lot | Ly M

6 Conclusao

Agora, vamos tecer alguns comentarios possiveis desdobramentos e
extensoes de nossos resultados, colocando-os em contexto.

6.1 Possiveis extensoes

Apresentaremos alguns possiveis desdobramentos e extensdes de
nossos resultados.

Nio parece difcil estender nosso enfoque a linguagens com simbolos
para constantes mas nio para fungoes.

Vejamos alguns exemplos e ideias sugeridas por eles.

1. Com um tnico simbolo de constante c.

(a) A sentenca existencial Avx=c é vilida, sem que sua versio universal Yax=

¢ seja vilida, Mas, Txx=c é logicamente equivalente a Ix(x=cV c=c) e
a versio universal desta, Vx (x=c¢ V ¢=c¢), também & vilida,

(b) A sentenca existencial dx~x=¢ ndo € vilida, sendo logicamente equiva-
lente a 3x (—x=c Vv —c=c) e a versio universal desta, Vx (—x=c V —c=¢),
tampouco € vilida.
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2. Com dois simbolos de constantes ¢ ¢ d.

(a) A sentenga existencial Ix(x=c V x=d) ¢ vilida, sem que sva versdo uni-
versal Vx (x=c¢ V x=d) seja vilida. Mas, Ix{x=¢ V x=d) é logicamente
equivalente a Ax [(x=c Vx=d) V(c=cVc=d)) V (d=cVd=d)] eaver-
sao universal desta, Vx [(x=c Vx=d) V (c=c V c=d)) V (d=c vV d=d)).
também € valida.

(b) A sentenca existencial dx(x=c A x=d) ndo ¢ vilida, sendo logicamente
cquivalente a dx[(x=c¢ Ax=d) V (c=c Ac=d) V ([d=c Ahd=d)] ca
versiio universal desta, Vx [(x=c Ax=d) V {c=c A c=d) V (d=c Nd=d)].
tampouco é vélida.

(¢) Néo podemos mais usar instdncias singularcs (nem mesmo para senlencas
sem quantilicadores): a matriz ¢ =d no ¢ vilida, mas ¢ satisleita em toda
estrutura com um Unico elemento.

Agora, a transformaciio sintdtica envolve substituigtes pelas constantes. No caso
de dois simbolos de constantes ¢ ¢ d, A sentenga existencial Jxg(x) serd transformada
em Jdy|g(x) v g(¢) v g(d)]- A transTormadada da sentenga existencial IxJyr(x,y) terd
como matriz uma disjun¢fio, cada disjunto sendo a matriz original #(x, ¥) ou obtido dela
por uma subsliviacio das varidveis originais x ¢ y pelas constantes ¢ ¢

e y),r(e,e) rie,d),rid,x), rid,c), rd,d).

As redudes proposicionais tamb&m parceem poder ser estendidas.

Essas ideias sdo sugeridas pelas seguinte generalizacdes razodveis das condigoes de
validade mencionadas na secio 3. Considere uma matriz M(vy,. .., v, ) com no miximo

k = 0 simbolos para conslanles.

(&) A scntenga cxistencial Jvy ... v, M(v1,...,vy,) € vidlida ssc cla vale loda estru-
tura com, no maximo, & elementos.

(Vy 1) A sentenga universal Wvi ... ¥y, M(vi,...,v,) é vilida sse ela vale toda estrutura
com, no maximao, # + & elementos,

Asgsim, a estensio de nossos resultados a linguagens com simbolos para constantes
parcce lactivel. O caso de linguagens com simbolos para fungdes parcee bem mais
problemitico. Parte da dificuldade deve-se & auséneia de colas superiores como acima:
hi sentencas existenciais satisfeilas em Lodas as estruturas finilas que ndo sdo vilidas.
Um cxemplo é dxdy=2z[f(x) = F(v) — f(z) =c].

6.2 Comentarios finais

Agora, vamos fazer alguns comentarios finais sobre nosso enfoque,
colocando-o em contexto.

Estavamos interessados em sentengas existenciais que sao logicamente
validas. Nossos resultados estio no contexto de uma teoria universal.
Portanto, eles s3o claramente aplicaveis ao caso que estamos interessados:
a teoria (.
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Parece ser interessante comparar nosso enfoque com um resultado
conhecido: o chamado Teorema de Consisténcia de Hilbert e Ackermann
[Sho67, p. 49], que fornece redugdes proposicionais para a consisténcia de
um conjunto de sentengas universais. Esse resultado também fornece uma
caracterizacio das sentencas existenciais que sio consequéncias de um
conjunto I' de sentencas universais:

Uma sentenga existencial 3vM é consequéncia de um conjunto I' de
sentencgas universais se, e somente se, existe uma disjun¢io de instancias
da matriz M que seja consequéncia de I'.

Vamos comparar essa caracterizagdo com nossos resultados (cf. teore-
ma 3.1).

1. Por um lado, essa caracterizagio é mais geral do que nossos resulta-
dos, uma vez que ela se aplica a linguagens de primeira ordem que
podem ter (simbolos para) constantes e funcdes.

2. Por outro lado, essa caracterizagdio meramente assegura a existéncia
de alguma disjuncdo de instancias da matriz, enquanto que nossos resul-
tados explicitam uma disjunc¢io para cada caso.

Por exemplo, considere a questdo: quando Tl IxJyJz M (x,y,2)?
e A caracterizacio acima daria

quando alguma disjunciio M (1, vi,wi) V...V M(uj,vj,w;) é consequéncia de T

e Nossos resultados diio

quando M(x,y,z) V M(y,y,y) € conscquéneia de T

Nesse sentido, nosso enfoque, ainda que restrito, sendo construtivo, é
mais informativo.

1 ver, por exemplo, “Hume's Dialogue on Natural Religion” (Part IX, 189)[Hum92], a Intro-

ducio da Logica de Kant (Jische)[Kan92], Orenstein[Ore73] p. 62 ¢ Quine[Qui54].

2 Note que uma definicio de “pintalouva” ou outras elucidacdes nio sio de muita ajuda.
Primeiro, elas seriam contadas como hipdteses. Segundo, se alguém explica “pintalouva”
como, digamos, ““aquelas coisas que sdo minsicais”, estamos introduzindo *“minsicais” no
cenario, e voltamos para a mesma questio.
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3 Uma assertiva como “*Pégaso & um cavalo alado” pode ser parafraseada como “algo idénti-
co a Pégaso ¢ um cavalo alado”.

4 Esses compromissos sio incorporados na regra de introducio do 3 em Deducio Natural.
5 Esse compromisso é que permite inferir IvF de VvF.

6 Em termos intuitivos, a idéia pode ser apresentada da seguinte maneira. Considere uma
estrutura com um unico elemento, com universo {s}. Para cada n, nés temos uma tnica n-
upla, nomeadamente <s,...,s>. Ou seja, a informagio que a estrutura fornece é se esta n-upla
esta numa relacdo n-iria ou nio.

7 Alternativamente, pode—se usar uma constante c.

SClaramente F(v;..... Viaonav) B Flvgao Viroen Vi) W F (v
Fivio..., [ V) V (Ve [T vi) U Jvpes dve s dvg [Fwy
i $). Assim, a sentenca existencialmente quantificada 3vy ... 3vg . 3w P v, .. Va)
dit (por d-eliminagdes) vy .. vy oA [F O v Y F v v

YA sentenca cxistencialmente quantificada Jvpodve . dvg v

Vp) decorre (by J-

introdugtes) tanto de &7 (vy, ..., [, vy ) quanto de Fvg.... v, ... ), logo (por V-climinagiio) também
da disjungdo |[Fvy..... Visennn V)W (Ve v v )| e portanto (por 3-eliminagdes) lambém da sentenga
cxisteneial dvy .. v dug [Flvove v IV (v v e )]

0 pem-se < 5,..., § e p‘f’1 sse s, ..., § =& pe‘.
"Tem-se & |- M{vi..... Vs eve sV ) [850 e i 8ee ] sse S |- My, ... Ve ee s Vi) 15080

205 métodos a serem empregados aqui s3o similares a algumas idefas encontradas na Titeratura [Cha79,
Lind72, Men6t, Sho67].

3Fste conceito ambém ¢ chamado ‘interpretacio’ [FFT84, p, 27].

pis tradugoes singulares aparecem na literatura, p. ex. “réduction de genre un™ [Cha79, p. 119-123]
e [Men6n, p. 591, Elas costumam ser wsadas para estabelecer a consisiéncia relativa da 10gica de primeira
ordem com respeito & logica proposicional: mostra-se que a raducio € uma interpretacio transformando
teorcmas cm teoremas. Aqui, mostrarcmos quc tals interpretacdes sdo ficis para as scntengas cxistenciais.

'S Allernativamente,podemos notar que 4 tradugcio nawral de T.(v)~ em T.(v) (com identidade em todos oy
casos, salvo v=yv 1 » T} & uma interpretacio: ela mapeia axiomas em axiomas e regras em regras.

()5 axiomas dec conguéncia, para cada simbolo de predicado m-drio p, sio os fechos universais das
formulas [p(xr.... xj,...x) Axy ¥ — pla...., VireooaXm)].

17 A construgdo mais comum parte de um conjunto de [Grmulas de primeira ordem. Aqui, em contraste,
partiremos de um conjunto de formulas proposicionais.

" Note que ~ € uma relagio de equivaldneia no conjunto de varidveis v.

¥Note que p® estd bem definida devido aos axiomas para a identidade.

2"De fato, para cada v C Var, selecione uma varidvel u, na classe a(v) e defina h{v) := u,: entdo lemos
g(h{v)) — w./ ~—alv).

?"Note que, neste caso, A- Fsse FCA e, F ¢ Asse -F CA.

2por exemplo, © | £ [goh] sse(pela detinigio de satisfaciio) © K £7[g o h] sse (pela hipdtese indutiva)
K A sse (pela consisténcia mdximal) (=F)" € A,

2iDe fato, em uma estrulura linita . fS sendo injetiva, serd sobrejetiva; mas ela nio vale nos nalurais

com sucessor como /7 ¢ e™ .

Referéncias bibliograficas
[Cha79] Chauvineau Jean. La logique moderne. Que sais-je? Presses
Universitaires de France, Paris, 2e edition, 1979.

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 2, p.145-163, outubro, 2009



163

[EFT84] H. D. Ebbinghaus, J. Flum & W.Thomas. Mathematical Logic.
Springer-Verlag, Berlim, 1984.

[End72] Herbert B. Enderton. A Mathematical Introduction to Logic.
Academic Press, New York, 1972.

[Hum92] David Hume. Didlogos sobre a ReligiGo Natural. Martins
Fontes, 1992.

[Kan92] Immanuel Kant. Légica Biblioteca Tempo Universitario, 93,
Tempo Brasileiro, Rio de janeiro, 1992.

[Men66] Elliot Mendelson. Introduction to Mathematical Logic. D. van
Nostrand, Princeton, 1966.

[Ore73] Alex Orenstein. On Explicating Existence in Terms of
Quantification, in Logic and Ontology, ed. Milton K. Munitz, NYU
Press, New York, 1973.

[Qui54] W.V. Quine. Quantification in the Empty Domain, in The
Journal of Symbolic Logic, volume 19, no.3,1954, pp.177--179

[Sho67] Joseph R. Shoentield. Mathematical Logic. Addison-Wesley,
Reading, 1967.

[vDa89] Dirk van Dalen. Logic and Structure. Springer-Verlag, Berlim,
2nd edition, 1989.

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 2, p.145-163, outubro, 2009



