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This work offers a new approach to graphical modeling of worm cutter parameters, based on analyses 
and synthesis of simple kinematic movements, causing its cutting elements a single move and displacement 
when placing metal into a hollow between spikes of the gear, which is being cut. It is one of the most diffi-
cult cutting and shaping processes, combining four kinematic movements – rotation of the cutters, their 
axial feed, rotation of the billet and a constructive move – displacement of cutting elements, located on the 
principle worm helix along the cutter axis. The modeling difficulty is that the cutting surface constantly 
changes its location and form in relation to the spikes. This surface is formed on the billet as a kind of a 
transition surface between the untreated surface, the partly treated surface and the partly treated hollow 
between the spikes of the gear, which is being cut. Its formation is participated by all the spikes, which have 
performed the cutting during all the time before a certain moment. Continuous change of the transition 
surface shape and size determines the shape and size of the shavings and the cross-sectional parameters of 
the spikes slices and the tool blades, and its reproduction is a base for a correct quantitative assessment of 
the cutting parameters of individual blades and spikes of the cutter. In its turn, complete and authentic 
information about the cross-sections and the shape and size of metal layers cut during the spike milling is a 
base for calculating and analysis of the cutting power, the friction force, the thermal processes, fluctuations 
and vibrations. The algorithm of an instant surface formation between the gear spikes and the shavings 3D 
geometry on all of the active spikes of the tool are realized in AutoCAD graphic system. Here are given the 
results of computer modeling of the shavings when using the Archimedean cutter with counter feed. Com-
plete information about geometrical structure of the cut off layers creates the base for a detailed and system 
modeling of this process abreast the separate warm cutter rails, the spikes and the blades. In combination 
with intensity of the plastic deformation data, the tension and the temperature received in Deform system  
for a certain spike milling condition, the parameters of the cut layers data referred in this work, create the 
condition for thermo prognostication and the cutting elements waste, their power load, strength protective 
coatings, cutting force and temperature transition processes, optimum technological processes of spike 
milling projecting and its managing. 

 
Key words: milling metal processing, milling cutter, cut, transition, surface, toroidal profile, algorithm, 

solid state modeling. 
 

Моделювання зрізів черв’ячної фрези в процесі нарізання зубчастих коліс 
 

І. Є. Грицай, В. І. Топчій, І. Г. Свідрак  
 
Національний університет “Львівська політехніка”, м. Львів, Україна 

 
У роботі пропонується новий підхід до графічного моделювання параметрів зрізів черв’ячної фрези, який базується на аналізі 

та синтезі елементарних кінематичних рухів, приведених до одиничних посувань і переміщень її різальних елементів в процесі 
усування металу у западинах між зубцями колеса, яке нарізають. Цей процес належить до найскладніших процесів різання та 
формоутворення, який поєднує чотири кінематичних рухи – обертання фрези, її осьову подачу, обертання заготовки колеса та 
конструктивний рух – переміщення різальних елементів фрези, розташованих на гвинтовій поверхні основного черв’яка, вздовж 
осі фрези. Складність моделювання полягає у тому, що поверхня різання неперервно змінює своє розташування та форму стосов-
но зубців фрези. Ця поверхня формується на заготовці, як деяка перехідна поверхня між ще необробленою поверхнею та частково 
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обробленою западиною між зубцями колеса, яке нарізають. Участь у її утворенні беруть усі зубці, які здійснювали різання за весь 
час, що передує якомусь певному моменту. Неперервна зміна форми та розмірів перехідної поверхні визначає форму та розміри 
стружок і параметри перерізу зрізів зубців та лез інструменту, а її відтворення є основою для правильної кількісної оцінки пара-
метрів зрізів окремих лез та зубців фрези. У свою чергу, повна та достовірна інформація про перерізи зрізів і форму та розміри 
шарів металу, які зрізаються в процесі зубофрезерування, є основою для розрахунку та аналізу сил різання, тертя, теплових про-
цесів, коливань та вібрацій. Алгоритм формування миттєвої перехідної поверхні між зубцями колеса і 3D геометрії стружок на 
усіх активних зубцях інструменту реалізований у графічній системі AutoCAD. Наведено результати комп’ютерного моделювання 
стружок при різанні аріхмедовою фрезою з зустрічною подачею. Повна інформація про геометричну структуру зрізуваних шарів 
створює основу для комплексного і системного моделювання цього процесу на рівні окремих рейок, зубців та лез черв’ячної фрези. 
В поєднанні з даними про інтенсивність пластичного деформування, напруження і температуру, отриманих для відповідних умов 
зубофрезерування в системі Deform, дані про параметри зрізуваних шарів, які наводяться у роботі, створюють умови для прогно-
зування теплоти і зношування різальних елементів фрези, їх силового навантаження, міцності захисних покрить, перехідних про-
цесів сили різання і температури, проектування оптимальних технологічних процесів зубофрезерування і керування цими процеса-
ми. 

 
Ключові слова: фрезерна металообробка, черв’ячна фреза, зріз, перехідна поверхня, тороїдний профіль, алгоритм, твердоті-

льне моделювання. 
 

Вступ 
 

 Зубчасті колеса та передачі є невід’ємними скла-
довими сучасних механізмів і машин, а обсяги їх що-
річного виробництва в різних галузях машинобуду-
вання складають мільйони одиниць. Основним спосо-
бом нарізання зубчастих коліс в усіх організаційно-
технічних типах виробництва у наш час є зубофрезе-
рування коліс черв’ячними модульними фрезами. 

Цей процес належить до найскладніших процесів 
різання та формоутворення, який поєднує чотири 
кінематичні рухи – обертання фрези, її осьову подачу, 
обертання заготовки колеса та конструктивний рух – 
переміщення різальних елементів фрези, розташова-
них на гвинтовій поверхні основного черв’яка, вздовж 
осі фрези. Складність моделювання полягає у тому, 
що поверхня різання неперервно змінює своє розта-
шування та форму стосовно зубців фрези. Ця поверх-
ня формується на заготовці, як деяка перехідна повер-
хня між ще необробленою поверхнею та частково 
обробленою западиною між зубцями колеса, яке нарі-
зають. Участь у її утворенні беруть усі зубці, які здій-
снювали різання за весь час, що передує якомусь пев-
ному моменту. Неперервна зміна форми та розмірів 
перехідної поверхні визначає форму та розміри стру-
жок і параметри перерізу зрізів зубців та лез інстру-
менту, а її відтворення є основою для правильної 
кількісної оцінки параметрів зрізів окремих лез та 
зубців фрези. У свою чергу, повна та достовірна ін-
формація про перерізи зрізів і форму та розміри шарів 
металу, які зрізаються в процесі зубофрезерування, є 
основою для розрахунку та аналізу сил різання, тертя, 
теплових процесів, коливань та вібрацій.  

 
Матеріал і методи досліджень 

 
Під час нарізання зубчастих коліс форма та розмі-

ри перерізів зрізів впливають на силу різання, вели-
чину пружних деформацій зубофрезерного верстата, 
інтенсивність зношування інструмента, а в кінцевому 
підсумку – на точність та продуктивність обробки. 
Зважаючи на важливість інформації про параметри 
зрізів для оптимізації процесів виготовлення зубчас-
тих коліс, відомі результати численних пошуків у цій 
галузі. Проте, більшість відомих досліджень присвя-
чені моделюванню певних аспектів роботи черв'ячних 

фрез та окремих параметрів зрізів без проведення 
комплексних досліджень. Найскладнішим завданням 
при встановленні параметрів зрізів є виявлення форми 
та розмірів перехідної поверхні між сформованою 
черв’ячною фрезою западиною між зубцями та необ-
робленою поверхнею заготовки. Складність описання 
та відтворення даної поверхні призводить до спро-
щення дійсних закономірностей формоутворення, а 
це, в свою чергу, зменшує точність розрахунків. 

Серед багаточисельних наукових праць, присвяче-
них цій проблемі, можна виділити декілька з них, в 
яких наведено методику та результати  моделювання 
параметрів зрізів черв’ячної фрези на основі 3D гра-
фічного відтворення слідів різальних елементів за 
допомогою САD систем (Bouzakis et al., 2002; Vasilis 
et al., 2007). В цих працях на основі використання 
можливостей комп’ютерних систем інженерної графі-
ки зображено кільцевий рух контуру зубця фрези при 
обертанні навколо її осі, тобто, поверхня різання пев-
ного зубця. Накладання траєкторій обертання рухів 
окремих зубців в фіксованих положеннях виробничої 
поверхні фрези дозволило частково описати перехід-
ну поверхню і визначити об’ємну форму зрізів зубців 
в різних ділянках активної частини черв’ячної фрези. 
Проте, усі чотири кінематичні рухи, які мають місце в 
процесі різання-формоутворення в цих працях не 
враховано, тому форма перехідної поверхні, а також 
об’ємна геометрія стружок, які зрізають зубці фрези, 
не відповідають їх дійсним параметрам. 

Найбільш комплексним серед відомих методів до-
слідження параметрів зрізів черв’ячної фрези можна 
вважати метод В. Н. Башкірова, результати моделю-
вання на основі якого наведені у роботі (Bashkirov & 
Serova, 1984). Проте, у даному методі перехідна пове-
рхня розглядається як еквідистанта до евольвент про-
філів, що підлягають обробці. Така умовність певною 
мірою допустима лише для випадку напівчистової або 
чистової обробки зубчастих коліс, коли черв’ячна 
фреза здійснює різання у попередньо сформованих 
западинах між зубцями. Для умов різання на повну 
глибину або для першого (чорнового) проходу, коли 
зрізаються найбільші шари металу заготовки, а про-
цес різання супроводжується інтенсивним тепловиді-
ленням, зношуванням інструмента та пружними де-
формаціями, таке припущення не відображає реально-
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го стану та не відповідає закономірностям формоут-
ворення в умовах обкочування. 

З огляду на розповсюдження та значення зубофре-
зерного процесу у сучасному машинобудуванні, в 
працях низки авторів, зокрема (Tajc, 1972; Saharov, 
1982), кінематика процесу представлена траєкторією 
руху окремого зубця в обертанні навколо осі фрези, а 
також відтворення руху зубців, які передували різан-
ню даного зубця в положеннях по осьовій подачі. 
Проте цей підхід автори не поширюють на обкочу-
вання, яке є частиною кінематики процесу зубофрезе-
рування; у вказаних працях цей рух розглядається як 
“позиції генерування” у виді перерізу траєкторії зубця 
площиною міжцентрового перпендикуляру. Попри 
позитивні ідеї, які містять ці дослідження, вони не 
дають змоги повною мірою та адекватно відтворити 
перехідну поверхню і параметри зрізуваних шарів. 

 
Результати та їх обговорення 

 
Метою дослідження у даній роботі є розробка ме-

тодики побудови твердотільних моделей зрізів 
черв’ячної фрези при нарізанні прямозубих зубчастих 
коліс в середовищі графічної системи AutoCAD. У 
задачі дослідження входили наступні етапи: 

- аналіз літературних джерел у галузі створення 
комп’ютерних моделей процесу стружкоутворення 
при зубофрезерній обробці зубчастих коліс; 

- розробка алгоритму визначення утворення гео-
метричної форми та розмірів перехідних поверхонь і 
зрізів з урахуванням усіх фізичних рухів та поверхонь 
різання при формоутворенні евольвентного профілю 
зубчастого вінця колеса; 

- вивчення інструментальних засобів графічної си-
стеми AutoCAD для реалізації запропонованого алго-
ритму побудови твердотільної моделі зрізу; 

- моделювання твердотільних об’єктів  з тороїда-
льними і циліндричними поверхнями з забезпеченням 
взаємного розташування технологічної пари – “фреза 
- зубчасте колесо”. 

 
Результати моделювання зрізів  

Основну інформацію про процес різання 
черв’ячної фрези, необхідну для його всебічного та 
повного аналізу, містять геометричні параметри зрі-
зів. Зокрема, від геометричних параметрів зрізів зале-
жать: 

- сила різання та її нерівномірність за оберт фрези 
(динамічні навантаження на компоненти верстата); 

- сили тертя на передній та задній поверхнях лез; 
- робота різання;  
- нагрівання та температура різання;  
- зношування зубців (стійкість черв’ячної фрези); 
- перехідні процеси сили і температури різання, 

пружні деформації та вібрації зубофрезерного верста-
та; 

- невільне різання та його вплив на процес зубоф-
резерування.  

Головною умовою точного визначення параметрів 
зрізів є встановлення форми та розмірів поверхні, яка 
утворюється в процесі усталеного різання в кожній 
западині зубчастого колеса між обробленими зубцями 

та необробленою поверхнею заготовки. Ця поверхня 
формується усіма активними зубцями і лезами 
черв’ячної фрези в результаті осьової подачі, обкочу-
вання і осьового (конструктивного) руху гвинтової 
поверхні фрези. В межах цієї перехідної поверхні 
кожний наступний цикл різання в одній западині про-
довжується після оберту заготовки зі столом верстата 
і переміщення фрези на величину осьової подачі. Ця 
перехідна поверхня западини визначає дійсну форму і 
розміри миттєвого перерізу зрізу, які непевно зміню-
ються за кутом повороту зубця, та періодично повто-
рюються в циклі зубофрезерної обробки.  

Під час осьового переміщення черв’ячної фрези її 
кожне лезо здійснює обертальний рух по однаковій 
траєкторії, займаючи одне і те ж положення відносно 
елементарної поверхні нарізуваного профілю. Інакше 
кажучи, внаслідок жорсткого кінематичного зв’язку 
між робочими рухами різання і формоутворення в 
процесі зубофрезерування, під час кожного різу лезо 
зубця фрези перебуває у контакті із утворюваним 
профілем один раз за період одного оберту зубчастого 
колеса, а поверхня різання леза залишається незмін-
ною для даних початкових умов. Періодичний кон-
такт кожного леза з заготовкою поєднується з непере-
рвністю різання і формоутворення в процесі обкочу-
вання завдяки конструктивному руху основного 
черв’яка, на якому утворено зубці фрези, та осьової 
подачі. 

На рис. 1 представлена модель взаємного розта-
шування фрези та заготовки зубчастого колеса в про-
цесі нарізання його вінця з вказанням їх робочих ру-
хів. 

     
Рис. 1. Робочі рухи фрези і заготовки колеса в процесі 

зубофрезерної обробки 
 

Для моделювання геометрії стружок, які зрізають 
леза фрези, необхідно відтворити множину усіх пове-
рхонь різання зубців фрези, які здійснювали різання в 
кожній западині протягом часу її формоутворення. 
Саме зовнішні границі цих поверхонь, з урахуванням 
їх взаємного накладання і перетину при поєднанні 
чотирьох кінематичних рухів заготовки і інструменту, 
визначають геометричну структуру стружки.  

В основу аналізу закономірностей моделювання 
миттєвої перехідної поверхні в довільній западині між 
зубцями колеса, яке обробляють зубофрезеруванням, 
покладено наступні положення.  
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Стружка, яку усуває із западини кожен зубець 
фрези на гвинтовій поверхні, обмежена: 

- поверхнею різання, яка є однаковою для усіх зу-
бців, що побудовані на основі єдиного початкового 
контуру; 

- зовнішньою циліндричною поверхнею заготовки, 
яка залежить від позиції кожного зубця на активній 
довжині фрези; 

- сукупністю поверхонь різання усіх зубців, які 
здійснювали різання у даній западині між зубцями 
перед біжучим зубцем. 

Поверхня різання черв’ячної фрези утворюється 
трапецевидним профілем зубця початкового контуру і 
є поверхнею обертання цього контуру навколо осі 
фрези. Межі поверхні різання кожного зубця обмеже-
ні зовнішньою циліндричною поверхнею зубчастого 
колеса, яке нарізають, а границі цих меж визначають-
ся положенням даного зубця на активній довжині 
фрези.  

Кожен зубець фрези здійснює різання стосовно 
однієї западини між зубцями колеса в одному і тому ж 
місці; за один оберт фрези для даного зубця міняється 
западина, але параметри зрізів даного зубця: дуга 
контакту з заготовкою, форма і розміри стружки - для 
цього зубця залишаються незмінними (це положення 
не стосується випадків зубофрезерування з діагональ-
ною подачею або з періодичними переміщеннями 
фрези в осьовому напрямку) (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Границі профілів зубців фрези та колеса, 
які обробляються в різних позиціях різання 

 
Неперервні кінематичні рухи різання можна розг-

лядати як їх елементарні складові. Першим елемента-
рним рухом є оберт фрези на один кутовий крок τ: 

фZ

0360
 ,                                                  (1) 

де Zф – кількість рейок фрези.  
За час цього оберту колесо повертається на кут 

профілювання ψ: 

фZZ 


0360 ,                                               (2) 

де Z – кількість зубців колеса. 
За цей же час точка на гвинтовій поверхні фрези 

переміститься вздовж її осі на величину одиничного 
переміщення Δx: 

фZ

m
х



 ,                                                 (3) 

де m – модуль зубчастого колеса. 
Наведені миттєві положення колеса та різальних 

тороїдальних елементів фрези з врахуванням її осьо-

вої подачі були покладені в основу моделювання зрі-
зів в середовищі графічної системи AutoCAD. 

Першим миттєвим положенням тороїда після пев-
ного часу врізання фрези в заготовку колеса по осьо-
вій подачі є тороїд з індексом “I” (рис. 3). Другим 
положенням є попередній найближчий на гвинтовій 
поверхні тороїд, який вже здійснив різ. Тороїд цього 
зубця з індексом “II” зміщено по осі фрези на вели-
чину одиничного лінійного переміщення х гвинтової 
поверхні черв’яка фрези у напрямку, протилежному 
до переміщення гвинтової поверхні черв’яка та пове-
рнуто на одиничний кут профілювального різання  у 
напрямку обертання зубчастого колеса (рис. 3). Тре-
тім положенням тороїда фрези з індексом “III” є по-
ложення, коли вона прорізала западину в колесі в її 
попередньому по осьовій подачі положенні; цей торо-
їд зміщено у напрямку, зворотному до вектора осьової 
подачі на величину осьової подачі So (рис. 4). Четвер-
тим положенням з індексом “IV” є тороїд зубця фрези 
наступного по відношенню до “III” на гвинтовій лінії; 
його тороїд зміщено по осі фрези на величину одини-
чного лінійного переміщення х гвинтової поверхні 
черв’яка фрези у напрямку переміщення гвинта та 
повернуто на одиничний кут профілювального різан-
ня  у напрямку, зворотному до обертання колеса 
(рис. 4). 

Об’єднання чотирьох тороїдів “I”, “II”, “III” та 
“IV” надає можливість сформувати поверхню різання 
окремого зубця, перехідну поверхню і об’ємний кон-
тур стружки, яку зрізає цей зубець фрези (рис. 5). 

 

 
Рис. 3. Розташування тороїдів фрези “I” і “II”  

відносно колеса 

 
Рис. 4. Розташування тороїдів фрези “III” і “IV”  

відносно колеса 
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Рис. 5. Вигляд композиції чотирьох тороїдів “I”, “II”, 

“III”, “IV” 
 

Для моделювання зрізу черв’ячної фрези застосо-
вувалися булеві процедури віднімання (SUBTRACT) і 
перетину (INTERSECT) графічної системи AutoCAD. 
За допомогою процедури SUBTRACT відокремлюва-
лася ділянка колеса, яку фреза вже прорізала в осьовій 
подачі і яка не приймала участі у формоутворенні 
зрізу. З застосовуванням процедури INTERSECT бу-
дувалося тіло, спільне для колеса і відповідного торо-
їда фрези в зоні різання. Таким чином, визначилися 
чотири тіла A, B, C і D (рис. 6). 

Модель зрізу будувалася як різниця об’єму тіла А і 
суми об’ємів тіл B, C і D з застосуванням процедури 
віднімання (SUBTRACT) (рис. 7). Збільшене зобра-
ження твердотільної моделі зрізу представлене на 
рис. 8. 

 

                    
 

           
 

Рис. 6. Моделювання зрізу черв’ячної фрези 
 

 
Рис. 7. Побудова моделі зрізу 

 

 
Рис. 8. Зображення моделі зрізу 

 
Висновки 

 
1. В роботі запропоновано алгоритм визначення 

форми та розмірів перехідних поверхонь і зрізів 
черв’ячної фрези з врахуванням усіх рухів та повер-
хонь різання, які приймають участь у формоутворенні 
евольвентного профілю зубчастого вінця колеса. 

2. Розроблені методика та алгоритм побудови 
моделі зрізу черв’ячної фрези в системі AutoCAD, що 
дозволяє використати отримані дані для аналізу зрізу-
ваних шарів в інших умовах процесу неперервного 
обкочування – нарізання черв’ячних коліс, циліндри-
чних та конічних коліс з гвинтовими зубцями, шлі-
цьових валів тощо.  
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Перспективи подальших досліджень. Результати 
моделювання геометричних параметрів зрізів в Auto-
CAD дозволяють їх застосувати в системі реологічно-
го моделювання процесу різання Deform і визначити 
такі властивості процесу, як інтенсивність зсуву, на-
пруження та температуру для заданих початкових 
умов (подачі, глибини різання) і закономірності їх 
зміни по шляху різання, міцності матеріалу заготовки 
та інструментального матеріалу фрези. Поєднання 
результатів цих двох систем створює широкі можли-
вості для комплексного та системного дослідження 
процесу зубофрезерної обробки, зокрема, силового 
просторового навантаження, нагрівання та зношуван-
ня черв’ячної фрези, перехідних процесів сили різан-
ня та їх впливу на виникнення коливань в пружній 
системі верстату, міцності захисних покрить фрези 
тощо. 
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