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СКРЫТАЯ СИММЕТРИЯ 16D ОСЦИЛЛЯТОРА  
И ЕГО 9D КУЛОНОВСКОГО АНАЛОГА

Аннотация. Представлена квадратичная алгебра Хана QH(3) как алгебра скрытой симметрии для определенно-
го класса точно решаемых потенциалов, обобщающих соответственно 16D осциллятор и его по отношению к пре-
образованию Гурвица 9D кулоновский аналог на основе (1,1) (1,1).SU SU⊕  Обсуждается разрешимость уравнения 
Шредингера для этих задач методом разделения переменных в сферических и параболических (цилиндрических) 
координатах. Показано, что коэффициенты перекрытия между волновыми функциями в этих координатах совпада-
ют с коэффициентами Клебша – Гордана для SU(1,1) алгебры. 
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HIDDEN SYMMETRY OF THE 16D OSCILLATOR AND ITS 9D COULOMB ANALOGUE

Abstract. We present the quadratic Hahn algebra QH(3) as an algebra of the hidden symmetry for a certain class of exactly 
solvable potentials, generalizing the 16D oscillator and its 9D coulomb analogue to the generalized version of the Hurwitz 
transformation based on (1,1) (1,1).SU SU⊕  The solvability of the Schrodinger equation of these problems by the variables 
separation method are discussed in spherical and parabolic (cylindrical) coordinates. The overlap coefficients between wave 
functions in these coordinates are shown to coincide with the Clebsch – Gordan coefficients for the SU(1,1) algebra. 

Keywords: quadratic Hahn algebra QH(3), 9D coulomb system, 16D harmonic oscillator, Hurwitz transformation, 
hidden symmetry, (1,1) (1,1)SU SU⊕

For citation. Lavrenov А. N., Lavrenov I. А. Hidden symmetry of the 16D oscillator and its 9D coulomb analogue. 
Vestsі Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National 
Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 2, pp. 206–216 (in Russian). https://doi.
org/10.29235/1561-2430-2020-56-2-206-216

Введение. Осциллятор и кулоновская система являются первыми яркими представителями 
точно решаемых моделей, которые позволяют строить на их основе различные приближенные ме-
тоды или уточнять границы применимости новых. Оказалось, что в определенных размерностях 
своих пространств данные модели являются дуальными через преобразование Гурвица [1–2].  
В нормированных алгебрах с делением обсуждаемые в настоящей работе 16-мерный гармониче-
ский осциллятор и 9-мерная кулоновская система отражают последний возможный вариант ре-
ализации преобразовании Гурвица 16 9 R R→  (расслоение Хопфа 15 8S S→ ). В цикле работ [3–8] 
тщательно проработаны многие вопросы последнего случая расслоения Хопфа, но только для 
изотропного осциллятора. 

С другой стороны, осциллятор и кулоновская система имеют решение в различных системах 
координат, что отражает наличие определенных операторов симметрии. Часто данные операто-
ры формируют свою алгебру так называемой скрытой симметрии. Для систематического поис-
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ка таких операторов были использованы различные подходы [9–21]. В частности, новый общий 
подход к системам, обладающим (1,1) (1,1)SU SU⊕  динамической симметрией, был предложен 
в [22]. Автор указанной работы А. С. Жеданов также рассмотрел конкретную реализацию пред-
ложенной абстрактной схемы для следующих трехмерных кольцеобразных потенциалов: обоб-
щенного кулона
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pH =  есть гамильтониан свободного движения.

Целью настоящей работы является обобщение результатов А. С. Жеданова [22] на случай 
пространств размерности 16 и 9 для гармонического осциллятора и кулоновской системы соот-
ветственно.

Также отметим, что есть трансформация вышеуказанного подхода на многомерный случай 
в рамках тензорного произведения SU(1,1) или ставшего модным в последнее время коммутант-
ного подхода в смысле двойственности Хоу [23–27].

Статья организована следующим образом. В разделе 1 напоминается правило сложения ал-
гебр SU(1,1) и проблема скрытой симметрии для систем, обладающих такой динамической сим-
метрией в соответствии с [22]. В разделах 2 и 3 дается конкретная реализация вышеупомяну-
той абстрактной схемы однотипной скрытой симметрии в рамках алгебры Хана, приводящая 
к определенному классу точно решаемых потенциалов соответственно для 16-мерного осцилля-
тора и 9-мерной кулоновской системы. В заключении приведено краткое изложение результатов 
и возможных перспектив. 

1. Абстрактная динамическая система, связанная с (1,1) (1,1).SU SU  В начале это-
го раздела кратко напомним основные особенности алгебры Ли SU(1,1). Она имеет операторы 

0 , , ,J J J+ −  которые подчиняются следующим коммутационным соотношениям: 

 [ ] [ ]0 0, ;    , 2J J J J J J± ± − += ± = , (3)

а ее оператор Казимира определяется так:

 
2
0 0 ( 1).Q J J J J+ −= − − = λ λ −  (4)

Для представления положительной дискретной серии D+ этой алгебры имеем

0 , ( ) , ;J n n nλ = + λ λ

, ( 2 1) 1, ;J n n n n− λ = + λ − − λ

 , ( 1)( 2 ) 1, ,J n n n n+ λ = + + λ + λ  (5)

где λ > 0 – параметр представления; 0,1,2  .n = 

Теперь рассмотрим сложение двух неприводимых представлений SU(1,1), для которых на-
чальные операторы Казимира принимают значения ( ) ( 1),   1,2,Q β

β β= λ λ − β =  и запишем 

 
(12) (1) (2) (12) (1) (2)
0 0 0 ,     J J J J J J± ± ±= + = +  (6)

с супериндексом, обозначающим, на какой из двух факторов в 2(1,1)SU ⊗  оператор действует.
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Нетрудно убедиться, что новые операторы (6) также удовлетворяют коммутационным соот-
ношениям (3). Связный базис 12 12,n λ  определяется так:

(12)
0 12 12 12 12 12 12, ( ) , ;J n n nλ = + λ λ

 
(12)

12 12 12 12 12 12, ( 1) , .Q n nλ = λ λ − λ  (7)

При разложении коэффициенты Клебша – Гордана (ККГ) '
l
mmC  записываются в виде

 
12

1 2

,
12 , ; , 1 2

0
, , , ,

n N
j

n N n
n

j C n N n
=

λ
λ − λ

=

λ = λ ⊗ − λ∑
 

(8)

где 12 1 2 ;    ; 0,1,2  .p N j p pλ = λ + λ + = + =   Явное выражение для ККГ в терминах полиномов 
Хана можно найти в работе [22]:
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Очевидно, что гамильтониан (12)
0H J=  обладает динамической симметрией (1,1) (1,1),SU SU⊕  

и его спектр 1 2 1 2n nε = + + λ + λ  вырожден. Это означает, что существуют интегралы движения, 
коммутирующие с H. Тривиальный пример таких интегралов для возможных комбинаций из 
начальных операторов (1) (2) (1) (2)

0 0( , , , )J J J J± ±  можно предложить следующий:

 
(1) (2)

1 0 0 ;K J J= −  (10)

 
(12) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

2 0 02 .K Q Q Q J J J J J J+ − − += = + + − −  (11)

Скрытая симметрия нашего гамильтониана (12)
0H J=  означает существование некоторой ал-

гебры, составленной из интегралов K1, K2. Согласно работе [22] такая алгебра является квадра-
тичной алгеброй Хана QH(3) при коммутационных соотношениях

 [ ] 2 2 (1) (2)
2 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1[ , ] 2 2( ) 4 ( );K K K K K K K K K K K K K K Q Q= − − = − + + ε −  (12)

 [ ] 2 2 2 2 (1) (2)
1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2[ , ] 2 2 4 2 4( ).K K K K K K K K K K K K Q Q= − − = − − + ε + +  (13)

Таким образом, диагонализация оператора K1 соответствует, с одной стороны, выбору несвя-
занного базиса 1 1 2 2, ,n nλ ⊗ λ  в пространстве прямой суммы (1,1) (1,1),SU SU⊕  а с другой – 
к разделению переменных в цилиндрических координатах. Аналогично диагонализация опера-
тора K2 соответствует, с одной стороны, выбору связного базиса 12 12,n λ  в пространстве прямой 
суммы (1,1) (1,1),SU SU⊕  а с другой – для разделения переменных в сферических координатах. 
Перекрытия между собственными состояниями операторов K1 и K2 (или волновыми функциями 
в этих системах координат) могут быть записаны в терминах ККГ для SU(1,1) или полиномов 
Хана (7).

2. 16-Мерный осциллятор. В начале этого раздела будем рассматривать модель сингулярно-
го осциллятора для любого значения размерности N пространства RN: 
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где по паре повторяющихся индексов k ведется суммирование от 1 до N.



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 2. С. 206–216 209

Введем вместо декартовых координат 1, 1 2( ) ( , , , )k N Nx x x x= =   в пространстве RN гиперсфери-
ческие координаты – 1, 1) 1 2 1( ) ( , , , )l N N= − −φ = φ φ φ  – гиперсферические углы, r-гиперрадиус:
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Используя анзац 1 2 1( ) ( , , , , ) ( ) ( ),Nx r R r−Φ = Φ φ φ φ = Ω φ


  уравнение Шредингера для нашей 
модели N-мерного сингулярного осциллятора (14) можно переписать в терминах его отдельных 
уравнений для гиперрадиуса r и угловых переменных ϕ следующим образом:

 

1 2 2
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1 2(2 ) ( ) 0;
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2ˆ ( ) 0,L P − Ω φ =   

(17)

где ( 2)P L L N≡ + −  – константа разделения и также собственное значение оператора квадрата 
оператора орбитального углового момента количества движения или вращения 2L̂  (17).

Фиксация квантового числа L позволяет свести задачу к одномерной. Это, в свою очередь,  
озна чает, что фактически симметрия задачи полностью определяется радиальной частью 
или уравнением (16). Таким образом, его решение или волновая функция для нашей модели 
N-мерного сингулярного осциллятора будет иметь следующий вид:
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где '( ' 2) ( 2) 2 ,L L N L L N c+ − = + − +  а энергетический спектр определится выражением
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Теперь переведем все на язык операторов SU(1,1) и дадим следующую их реализацию для 
любого значения размерности N пространства RN:

2 2
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4 4 2 2k k k k
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(20)

Нетрудно заметить, что, выбирая в качестве гамильтониана 0Ĥ  оператор 2ωJ0, мы получаем 
вышерассмотренную модель сингулярного осциллятора, которая обобщает модель изотропного 
осциллятора [3]. Отметим, что при N = 1 и N = 2 воспроизводим результат, представленный в [22].

Однако при использовании определенного значения оператора Казимира Q фактически про-
исходит фиксация квантового числа L для угловой части, что позволяет свести задачу к одно-
мерной. Поэтому для радиальной части после выполнения калибровочного преобразования 
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( 1) ( 1)
2 2

N N

J J r Jr
− −

−
→ =

(для устранения члена с производной по радиальной переменной r) операторы SU(1,1) преобразу-
ются к следующему виду:
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4 ( 2) 8 ( 1)( 3) .
8

L L N c N Ng + − + + − −
=

Согласно предыдущему разделу, для того чтобы квадратичная алгебра Хана QH(3) была 
скрытой алгеброй симметрии, должны быть выполнены два условия. Во-первых, результиру-
ющий гамильтониан должен быть суммой двух исходных. Во-вторых, каждый из исходных га-
мильтонианов должен иметь симметрию SU(1,1).

Таким образом, вышеописанная реализация операторов SU(1,1) для любого значения размер-
ности N пространства RN позволяет представить результирующий гамильтониан 0Ĥ  в простран-
стве 16NR =  размерности N = 16 в виде суммы двух исходных ˆ , 1,2,  H  каждый из которых 
имеет искомую алгебру симметрии SU(1,1) в радиальной переменной r для своего значения раз-
мерности Nβ пространства ,NR β. Так как возможные неэквивалентные значения разбиения числа 
N = 16 на положительные числа N1, N2 (т. е. 1 216N N N= ≡ + ) известны – всего 8 пар:

(N1 = 1, N2 = 15), (N1 = 2, N2 = 14), (N1 = 3, N2 = 13), (N1 = 4, N2 = 12), 

(N1 = 5, N2 = 11), (N1 = 6, N2 = 10), (N1 = 7, N2 = 9), (N1 = 8, N2 = 8) 

или (N1 = s,N2 = 16 – s), где s = 1,8, то получаем однотипную скрытую симметрию в рамках ква-
дратичной алгебры Хана для 16-мерного пространства в рамках определенного класса (8 вариан-
тов) точно решаемых потенциалов сингулярного осциллятора своего пространства соответ-
ственно размерности N1 и N2:

(1) (2)
0 1 2 0 0

ˆ ˆ ˆ( ) 2H H H J J Φ ≡ + Φ ≡ ω + Φ ≡   
2 2

112
4 4 2i i

i i i i

cx x
x x x x

 ∂ ω
≡ ω − + + Φ + ω ∂ ∂ ω   

 

2 2
212 ,

4 4 2j j
j j j j

cx x
x x x x

 ∂ ω
+ ω − + + Φ 

ω ∂ ∂ ω    
(22)

где еще раз обратим внимание, что по паре повторяющихся индексов i по декартовым координа-
там 

1 11, 1( ) ( , , )i N Nx x x= =   в первом гамильтониане ведется суммирование от 1 до N1 в пространстве 
1NR  и по паре повторяющихся индексов j по декартовым координатам 

1 11,16 1 16( ) ( , , )j N Nx x x= + +=   во 
втором гамильтониане ведется суммирование от N1 + 1 до N = 16 в пространстве 2 .NR  Напомним, 
что 1,16 1 2 16( ) ( , , , )x x x xσ= =   – декартовы координаты в пространстве R16.

Если все переписать только для радиальной части, то мы фактически получаем гамильтони-
ан сингулярного осциллятора в двух измерениях:
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(1) (2)
0 0 02H J J ≡ ω + ≡ 
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4
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g L L N β β
β β β β

− −
= + − + β =

и не забываем, что каждому измерению β соответствует его Nβ-мерный гиперрадиус rβ.
В заключение уточним, что параметры соответствующей квадратичной алгебры Хана как 

алгебры скрытой симметрии ((12)–(13)) нетрудно в каждом конкретном варианте найти по фор-
мулам (19)–(20). Также подчеркнем, что ограничение в размерности пространства числом 16 на-
кладывает только цель данной работы, хотя обобщение для любого значения N имеет место.

3. 9D кулоновский аналог по отношению к преобразованию Гурвица для 16D осцилля-
тора. Согласно [3] преобразование Гурвица 16 9 R R ,→  которое связывает определенным обра-
зом 9D пространство R9 декартовых координат ( 1,9 1 2 9( ) ( , , , )y y y yµ= ≡  ) с 16D пространством R16 
декартовых координат 1,16 1,8 1,8 1 8 1 8( ) ( , ) ( , , , , , )s txσ= = =≡ η ξ = η η ξ ξ   можно записать следующим об-
разом:

 92( ) ,      ( ),         st s t t t t ty Г y  (24)

где явный вид матриц Γμ дан в [3].
После применения преобразования Гурвица (24) к уравнению 16-мерного изотропного 

гармонического осциллятора (формула (14) при N = 16 и c = 0 или в [3]) получаем уравнение 
Шредингера для 9-мерной кулоновской задачи в SO(8) монопольном поле (так называемая MICZ-
Кеплера проблема) в атомных единицах (m = e = h = 1) [6–8]:

 

2 2

0
9

ˆ ,
2 4 ( )

J L ZH E
r r y r

 ∆ −
Φ = − + − Φ = Φ +   

(25)

где J = L + Q – операторы полного, орбитального и изоспинового углового момента количества 
движения; Δ – оператор Лапласа – Бельтрами в девятимерном пространстве R9.

Отметим, что в уравнениях (14) и (25) роли 
2

8
E ω
= −  и Z поменялись. Переменные E и Z 

становятся отрицательным числом, которое обозначает соответственно энергию связанных со-
стояний, и параметром, определяющим значение «заряда» в кулоновском потенциале. Именно 
поэтому 9D кулоновская система рассматривается как аналог 16D осциллятора по отношению 
к преобразованию Гурвица. 

Введем параболические координаты на сфере S7 в соответствии с работами [7–8]:

 

9

8 6

2 6 1 0

1 6 1 0

;
2

cos( );

sin( ) sin( )cos( );

sin( ) sin( )sin( );

,
2

u vy

y uv

y uv

y uv
u vr

−
=

= φ

= φ φ φ

= φ φ φ
+

=









 

(26)
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где девять yμ – декартовы координаты в гиперпараболических координатах: 0,6 0 1 6( ) ( , , , )ν=φ = φ φ φ
 – 

гиперпараболические углы и параболические координаты u, v с областью значений от 0 до ∞.
Учитывая эти определения, мы получаем полезные отношения:

9;     ( );s s s s t t t tr y y yλ λ= = η η + ξ ξ → η η − ξ ξ

 9 92 ;     2 .s s s sr y u r y vη η = + ≡ ξ ξ = − ≡  (27)

Сейчас становится уместным напомнить, что ранее модель с потенциалом гармониче-
ского осциллятора ( )го

k kV x x  нами была обобщена до модели с потенциалом сингулярного ос-
циллятора ( ) ( ) ( ) со го с

k k k k k kV x x V x x V x x  или, другими словами, при аддитивной добавке 

1 2
( ) ( )  c c

N i i N j jV x x V x x  к гамильтониану осциллятора (14) получим аддитивный член Λ/r в га-
мильтониане кулоновской системы после преобразования Гурвица (25). Наиболее просто это 
увидеть, выполнив замену Z Z→ −Λ  в формулах (14), (25). Из всех вариантов расщепления 16D 
пространства 16NR =  на подпространства 1NR  и 2NR  ( 1 216N N N= ≡ + ), которое определяет яв-
ный вид сингулярных членов 

1 2
( ),   ( )c c

N i i N j jV x x V x x  в гиперпараболических координатах, наибо-
лее идеальным здесь выглядит симметричный вариант 1 2 8.N N= =  В нем согласно последним 
двум соотношениям в (27), а также ранее полученным результатам в малоразмерных расслое-
ниях Хопфа [28–32] аддитивный член Λ/r функционально подобен второму члену в (25) и имеет 
следующий вид:

1 2

1 2 1 2 1 2
8 8

9 9

2 21 1 1 4( ) ( ) .c c
N i i N j j

s s t t

c c c c c cV x x V x x
r r r r r y r y u v u v= =

   Λ   = + ≡ + = + ≡ +       η η ξ ξ + − +     

Оператор Лапласа – Бельтрами Δ в гиперпараболических координатах имеет вид

2
4 4

3 3

4 1 1 .Lu v
u v u u u v v v uv

 ∂ ∂ ∂ ∂   ∆ = + −    + ∂ ∂ ∂ ∂    

Чтобы разделить переменные, волновая функция теперь выбирается следующим образом:

0 6 0 6( , ) ( , , , , , ', , ') ( ) ( ) ( , ').u v u v U u V vΦ =Φ φ φ φ φ = Ω φ φ
 

 

Таким образом, уравнение Шредингера нашей уже обобщенной MICZ-кеплеровской системы 
в гиперпараболических координатах можно переписать в терминах разделенных уравнений пе-
ременных u, v и угловых переменных (ϕ, ϕ′):

 

4 1
3

( 6) 41 ( ) 0;
2

J J c Z Euu T U u
u u u u

+ + ∂ ∂ +  − + − =  ∂ ∂    
(28)

 

4 2
3

( 6) 41 ( ) 0;
2

L L c Z Evv T V v
v v v v

+ + ∂ ∂ +  − + + =  ∂ ∂    
(29)

 
2ˆ ( 6) ( , ) 0;J J J  ′− + Ω φ φ =   

(30)

 
2ˆ ( 6) ( , ) 0,L L L  ′− + Ω φ φ =   

(31)

где T – постоянная разделения; , 1,2  c  – константы в наших аддитивных добавках 
1
( )c

N i iV x x  
и 

2
( ),c

N j jV x x  т. е. параметры потенциала сингулярного осциллятора (22).



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 2. С. 206–216 213

Решения (28) и (29) задаются гипергеометрическими полиномами:

( )1 1

2
'/2 2

1 1 1( ) ;4 '; 2 ;
Eu

J
n J n JU u C u e F n J Eu

−
−

= − + −

( )2 2

2
'/2 2

1 1 1( ) ;4 '; 2 ,
Ev

L
n L n LV v C v e F n L Ev

−
−

= − + −

где 1 2'( ' 6) ( 6) 4 ;    '( ' 6) ( 6) 4 .J J J J c L L L L c+ = + + + = + +
Другими словами, мы имеем аналогичную ситуацию по скрытой симметрии как при рассмо-

трении модели сингулярного осциллятора в предыдущем разделе: при фиксации квантовых чи-
сел J, L угловой части (уравнения (30)–(31)), задача становится одномерной. Исходный гамильто-
ниан можно представить в виде суммы двух почти идентичных с точностью до переобозначений 
гамильтонианов в параболических координатах u, v соответственно (уравнения (28)–(29)) и им 
будет определяться скрытая симметрия задачи.

Для данного обоснования представим следующую реализацию  операторов SU(1,1):

4
0 1 03

1 1 ;     ;
2 2

g EJ z z J z J
z z z z

α
β β β

β β β β

  ∂ ∂
= − + = γ −   γ ∂ ∂   

 
2 1 22 ;     ,J i z J J iJ

zβ ±
β

 ∂
= + = ± 

∂    
(32)

где 2
1 1 2 2 1 2( 6) 4 ;    ( 6) 4 ;    2 ;    ;    ;    1,2.g J J c g L L c E z u z v= + + = + + = − γ = = β =

Таким образом, вышеприведенные формулы (32) позволяют представить исходный гамиль-
тониан 9-мерной обобщенной MICZ-кеплеровой системы в виде суммы двух гамильтонианов 
в параболических координатах u, v, каждый из которых выражается через оператор J0 и соответ-
ственно имеет искомую алгебру симметрии SU(1,1). Угловая часть фиксируется своими хорошо 
известными квантовыми числами.

Заключение. Представлена квадратичная алгебра Хана QH(3) как алгебра скрытой симме-
трии для определенного класса точно решаемых потенциалов, обобщающих соответственно 16D 
осциллятор и его 9D кулоновский аналог по отношению к преобразованию Гурвица на осно-
ве (1,1) (1,1).SU SU⊕  Обсуждается разрешимость уравнения Шредингера для этих задач мето-
дом разделения переменных в сферических и параболических (цилиндрических) координатах. 
Показано, что коэффициенты перекрытия между волновыми функциями в этих координатах со-
впадают с коэффициентами Клебша – Гордана для SU(1,1) алгебры. 
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